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| ergicm7?s"! K* 
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Numero di Avogadro N, 6.0225 x 10°* mole” 
Numero di Loschmidt 2.687 x 10°5 m73 = 2.687 x 10!° cm 
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Temperatura corrispondente a 1 eV 1.1606-x 10*K 

Energia corrispondente a 1 cm°' 
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Prefazione 


Questo libro trae origine dagli «appunti per un corso di struttura della materia» svolto 
dal Prof. Franchetti prima per la Scuola di Perfezionamento in Fisica, poi per un corso 
istituzionale di laurea in fisica all’Università di Firenze. La presente opera si basa pertan- 
to su un aggiornamento di tali appunti con numerose integrazioni che costituiscono da 
un lato l’approfondimento di tematiche già svolte e dall’altro l’inclusione di argomenti 
nuovi compresi anche aspetti recenti ed avanzati. In generale si è cercato di concentrarci 
su quegli argomenti che appaiono più fondamentali o di più difficile acquisizione auto- 
didattica. 

I primi due capitoli del testo sono dedicati alla teoria cinetica dei gas e alla sua genera- 
lizzazione, la meccanica statistica classica, argomenti che possono essere svolti utilmente 
anche a livello elementare. Questo consente di introdurre i primi concetti quantistici nel 
terzo capitolo con la teoria del corpo nero di Planck, l’atomo di Bohr, ecc., fino al prin- 
cipio di indeterminazione che costituisce la base della meccanica quantistica propria- 
mente detta. Ai principi della meccanica quantistica è dedicato il quarto capitolo sia per 
quanto riguarda il formalismo di Schròdinger, sia per quanto concerne l’approssimazio- 
ne semiclassica (WKB) e la più recente formulazione degli integrali di Feynman. 

I seguenti capitoli 5 e 6 trattano ampiamente della spettroscopia atomica e molecolare 
includendo, insieme agli usuali argomenti, anche aspetti più approfonditi destinati ad 
un'analisi più quantitativa. 

Il capitolo 7 è dedicato alle statistiche quantistiche e alle loro applicazioni in struttura 
della materia. 

I restanti sei capitoli trattano della fisica dei solidi con particolare riguardo alla teoria 
elettronica e ai problemi di conduzione (metalli, semiconduttori, superconduttori). 

I primi 10 capitoli sono corredati di problemi svolti che in alcuni casi sono da conside- 
rarsi come complementi del testo, méntre gli ultimi tre ne sono sprovvisti in quanto 
trattano argomenti, a nostro avviso, più avanzati e pertanto meno idonei a semplici ap- 
plicazioni. Alcuni paragrafi, contrassegnati con un asterisco nell'indice, possono essere 
omessi in una prima lettura. Essi costituiscono |’ approfondimento di alcuni aspetti da 
affrontare una volta acquisita una certa «confidenza» con la materia. 
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Breve cenno storico 


Lo studio della struttura della materia ha le sue radici storiche nelle teorie atomistiche 
dell’antichità (Leucippo, Democrito, Epicuro, Lucrezio). Queste teorie proponevano la 
spiegazione del mondo fisico e dei cambiamenti che vi si osservano, in termini dell’ag- 
gregarsi e dei moti di invisibili e piccolissime particelle appartenenti a un numero gran- 
de ma finito di specie. 

Queste particelle considerate inalterabili, anzi indistruttibili (la frase «nulla si crea e 
nulla si distrugge» è nata in connessione con queste idee) dovevano essere pensate come 
muoventisi nel vuoto, obbedendo a leggi meccaniche: ineluttabilmente, secondo De- 
moctrito, oppure, secondo Epicuro, con una certa possibilità di compiere qualche piccola 
deviazione («clinamen» nella terminologia di Lucrezio) dalle loro prestabilite traiettorie. 
Quest'ultimo particolare era introdotto per sfuggire alle conseguenze di un universo 
completamente «meccanizzato», ossia essenzialmente per salvare ciò che più tardi sarà 
chiamato il «libero arbitrio». 

È chiaro che questo antico schema atomistico, quando anche in germe, o magari sol- 
tanto in forma qualitativa, contiene già diversi degli aspetti essenziali del pensiero scien- 
tifico moderno: in particolare l’idea di particella elementare, quella della conservazione 
di certe grandezze fondamentali, il determinismo delle leggi fisiche. Con una buona vo- 
lontà molto probabilmente eccessiva, anche il «clinamen» di Epicuro-Lucrezio potrebbe 
essere paragonato all’indeterminazione della meccanica quantistica che da qualcuno è 
stata infatti invocata per soddisfare alla medesima esigenza di evitare un determinismo 
totale, soprattutto in vista delle conseguenze etiche di una simile idea. 

Ma soprattutto è la base stessa dell’impostazione dello studio del mondo fisico che ri- 
mane valida, cioè l’idea di cercare la spiegazione di fenomeni disparati e complessi, ap- 
parentemente non correlati, in meccanismi semplici che fanno intervenire degli enti 
semplici. In questo senso il pensiero di Democrito e quello del fisico moderno si può di- 
fe che coincidono. Attraverso lo studio della filosofia greca queste idee sono sempre sta- 
te più o meno presenti alla mente dell’uomo colto occidentale, specialmente dopo che il 
Rinascimento italiano ebbe riacceso l'interesse per la cultura antica. 

Non deve perciò meravigliare che dopo i successi della meccanica di Newton si cercas- 
se d’interpretare questo o quel fenomeno fisico adoperando modelli di ispirazione de- 
mocritea. Newton stesso ne dette l'esempio nella sua teoria meccanica della luce, inter- 
pretando questa come un flusso di corpuscoli governati dalle leggi della meccanica da 
lui formulate. La grande differenza rispetto all’antichità sta nel fatto che ora, proprio 
per mezzo delle leggi meccaniche e del calcolo infinitesimale che permette di poterle 
applicare i in pratica, i ragionamenti da qualitativi che erano diventano quantitativi. 

È in questo ordine d'idee che troviamo, nella 2* metà del 1600, quello che appare co- 
me il primo tentativo di formulare una teoria quantitativa sulla struttura di un corpo e 
precisamente di un gas (qualitativamente il modello di un gas come uno sciame di parti- 
celle si trova già in Lucrezio). Il tentativo è, anche questo, dovuto a Newton e segue la 
scoperta, pubblicata nel 1661, della legge di Boyle. 
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Newton cerca di interpretare questa legge domandandosi quale forza si deve esercita- 
re fra le particelle di cui il gas si pensa composto, perché il prodotto 2 rimanga costante 
e trova che questo avviene se si sceglie come forza una repulsione inversamente propor- 
zionale alla distanza. Questa teoria è naturalmente solo una curiosità storica. Ma la suc- 
cessiva teoria dei gas di Daniele Bernoulli (1700-1782), circa un secolo più tardi, può a 
buon diritto considerarsi come la prima delle teorie molecolari quantitative della fisica 
moderna. Bernoulli riconosce infatti che la pressione non è un fatto statico ma dirazzi- 
co, cioè la interpreta come dovuta al bombardamento delle molecole contro le pareti del 
recipiente!’ e riesce con questo non solo a ritrovare la legge di Boyle, ma anche a ricono- 
scere una relazione fra il moto delle molecole e la temperatura. 

Questo contributo di Daniele Bernoulli ebbe poca influenza sullo sviluppo scientifico 
perché fu presto dimenticato. Soltanto dopo ancora un secolo, e cioè verso la metà 
dell'Ottocento, la teoria cinetica dei gas diventa un importante campo di ricerca (Krò- 
nig, Clausius, e un po’ più tardi Maxwell e Boltzmann). I metodi della teoria cinetica 
dei gas furono poi generalizzati per opera di Boltzmann, Gibbs, Einstein (fine dell’Ot- 
tocento - primi del Novecento) in modo da poterli applicare a sistemi comunque con- 
plessi e non ai soli gas. Nasce così la mzeccarica statistica che è un elemento essenziale 
nello studio della struttura della materia in quanto ci dà i mezzi per passare dalle pro- 
prietà degli elementi microscopici a quelle macroscopiche dei corpi. 

Nel frattempo, cioè a partire dalla fine del Settecento, il concetto di atomo, nel senso 
moderno della parola, fu introdotto, essenzialmente per opera dei chimici, specialmen- 
te dopo che Dalton (1766-1844) lo ebbe fondato sulla legge delle proporzioni multiple 
e sulle relazioni semplici che si hanno fra i volumi dei partecipanti a una reazione chimi- 
ca quando questi sono allo stato gassoso. Tuttavia ancora verso la fine del secolo scorso 
perfino fra i chimici qualcuno avanzava dei dubbi sulla reale esistenza degli atomi (co- 
siddetta «scuola energetica» di Ostwald). Effettivamente, ancora a quel tempo nozioni 
come le dimensioni o le masse degli atomi, quindi anche il loro numero nella grammo- 
molecola, erano molto vaghe. 

Spetterà alla fisica, mediante una delle più brillanti applicazioni della meccanica sta- 
tistica, cioè lo studio delle fluttuazioni e in particolare dei moti browniani (via indicata 
da Einstein) di dare quelle che saranno considerate le prove irrefutabili dell'ipotesi ato- 
mica. Nello stesso tempo si impareranno a misurare anche le grandezze atomiche (Per- 
rin e altri, primi del 1900). 

Da allora in poi lo sforzo dei fisici si svolge essenzialmente in due direzioni: da un la- 
to si cerca di investigare la struttura interna degli atomi e in particolare di metterne in 
evidenza i componenti e cioè l’elettrone (J.J. Thomson e altri, intorno al 1897) e il nu- 
cleo (Rutherford 1911); dall'altro si cerca di spiegare le proprietà dei corpi, come aggre- 
gati di atomi. E qui in primo luogo vengono le molecole più semplici e poi i solidi che a 
causa della regolarità della struttura presentano problemi meno complessi di quelli dei 
liquidi. 

Si rivelerà ben presto (primi del Novecento) che le leggi della meccanica e dell’elet- 
trodinamica quali erano allora conosciute non sono in grado di render conto dei feno- 
meni alla scala atomica. Questa difficoltà sarà risolta in un tempo relativamente breve 
con la scoperta della meccanica quantistica verso il 1926. Questa epoca, insieme agli an- 
ni successivi, vede una delle più straordinarie avanzate di qualsiasi scienza in qualsiasi 
tempo, grazie anche alla fioritura di un notevole numero di ingegni eccezionali come 
Bohr, Heisenberg, De Broglie, Schròdinger, Pauli, Dirac e altri ancora. 

Con la meccanica quantistica e la scoperta del neutrone (1932) si hanno le premesse 
per investigare non solo la struttura degli atomi e dei loro aggregati, ma anche quella 
dei nuclei. Qui però compaiono nuove forze, le forze nucleari, che hanno caratteristiche 
molto diverse da quelle delle forze elettromagnetiche che dominano all’esterno dei nu- 


1) Qualitativamente, questa nozione era probabilmente nota anche ad autori precedenti. 
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clei. Infatti il loro raggio d'azione è molto piccolo (per un fattore intorno a 10°) rispetto 
alle dimensioni degli atomi, mentre mettono in gioco delle energie molto più grandi 
(fattore circa 105) di quelle che si incontrano nell’analizzare la struttura degli atomi e le 
interazioni di questi fra loro. Queste circostanze permettono di separare - senza mini- 
mamente sacrificare il rigore - l'indagine delle interazioni interne ai nuclei (fisica del 
nucleo) da quella delle interazioni che hanno luogo esternamente ad essi. I principi fon- 
damentali necessari a studiare quest’ultimo, già di per sé vastissimo campo, erano già 
acquisiti fino dal 1926-28. Da allora la risoluzione dei singoli problemi non è dipesa al- 
tro che dall’ingegnosità dei fisici, volta soprattutto a sormontare le difficoltà del numero 
rilevante degli elementi che compongono i sistemi studiati, difficoltà che si presenta già 
per ia struttura elettronica dei singoli atomi (se si prescinde dai più semplici) e diventa 
tanto più grande quando si tratta di edifici molecolari, di solidi - cristallini o no - oppu- 
re di liquidi o di gas reali. 

Nel presente testo, anche per restare entro limiti ragionevoli, ci limiteremo al campo 
extra-nucleare. Ma la fisica, naturalmente, non si è fermata qui. Accanto alla fisica dei 
nuclei, considerati come aggregati di nucleoni (protoni e neutroni) è nata infatti, a par- 
tire all'incirca degli anni ‘40, da fisica delle particelle elementari. In questo campo che è 
il più profondo raggiunto fino ad oggi dell'indagine fisica, il concetto di struttura perde 
il suo significato usuale. Perché esso continuasse a valere bisognerebbe infatti che le par- 
ticelle elementari - come del resto la parola stessa sembrerebbe suggerire - fossero delle 
entità semplici che combinandosi riproducessero i componenti già noti della materia. 
Ma le cose stanno ben diversamente. Si ha infatti a che fare con delle particelle instabili, 
quindi normalmente inesistenti, che vengono prodotte, per esempio, nell’urto di due 
nucleoni a spese dell'energia cinetica di questi, purché essa sia abbastanza elevata. Più 
elevata è tale energia, tanto maggiore è il numero delle particelle prodotte e più elevate 
sono le loro masse, con una varietà di tipi probabilmente illimitata, da qui l'interesse di 
costruire macchine acceleratrici sempre più potenti e il nome di fisica delle alte energie. 
Ovviamente lo studio della natura e delle interrelazioni di queste particelle fra loro e 
con le particelle stabili è un soggetto affascinante, all'avanguardia della ricerca fisica at- 
tuale. Non ha però niente a che fare con la fisica alla quale intendiamo limitarci in que- 
sto testo. 


1. Elementi della teoria cinetica dei 
gas 


1.1. Richiamo di nozioni elementari sul concetto di probabilità 


a) Definizione elementare a priori (Laplace) 


Dato un certo numero di eventi (ad es. osservazioni, misure) che si considerano 
ugualmente possibili e che possono dare un certo numero di risultati mutuamente esclu- 
sivi, si definisce come probabilità p di ottenere un cerîo risultato il rapporto fra il nume- 
ro di casi favorevoli (cioè quelli in cui si realizza il risultato considerato) e quello dei casi 
possibili: 
n° dei casi favorevoli 


n° det casi possibili 


Per esempio i risultati 1, 2, 3, 4, 5, 6 ottenibili gettando un dado non truccato sono, per 
quanto si può giudicare, ugualmente possibili. La probabilità di ottenere un numero 
prefissato è perciò 1/6. Quella di ottenere un numeto pati è 1/2 ecc.. Se tutti i casi pos- 
sibili si considerano favorevoli, sarà f = /. In tal caso siamo certi che ogni evento satà fa- 
vorevole: si suol dire perciò che la probabilità f = 1 caratterizza la certezza. 

Una conseguenza immediata della definizione è che la probabilità che si realizzi 
l'uno o l’altro di due eventi (1, 2) è la somma delle rispettive probabilità. Infatti ciò 
equivale a classificare come favorevoli tanto gli fi casi in cui si realizza il risultato 1 che 
gli £ in cuisi realizza il risultato 2. Si ha perciò, indicando con N il numero dei casi pos- 
sibili, 

hh a di f 


fiale: mesa lie fiale ie I (1.2) 


Il teorema si estende evidentemente a qualsiasi raggruppamento di casi favorevoli: 


Pizze. 3 Pi + Do + Pi +... (11:39) 


Se la somma fi + f + ... + f, assorbe tutti i casi possibili, cioè siha ff +f + ...f,= N, siri- 
torna al caso della certezza e si dovrà avere 


Lp i (1.4) 
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dove la somma è estesa a tutti i casi possibili. Si suole chiamare questa relazione la legge 
di normalizzazione delle probabilità. Segue immediatamente dalle considerazioni pre- 
cedenti che, se p è la probabilità che si verifichi un certo evento, la probabilità p- che 
non si verifichi sarà 


p-=1=-. (1.5) 


Infatti la somma delle due probabilità ) + p_ dev'essere 1, perché si comprendono tuiti i 
casi possibili. 

Accade spesso di dover considerare l'occorrenza associata di due o più eventi indipen- 
denti. Per esempio si può chiedere la probabilità di ottenere un certo numeto in un pri- 
mo getto del dato A e un secondo numeto (pure prefissato) in un secondo getto del da- 
do, oppure gettando un secondo dado B. I casi possibili sono ora 36 e il numero dei casi 
favorevoli è ancora uno: la probabilità è perciò 1/36, che è il prodotto delle probabilità 
degli eventi singoli (1/6)(1/6). Questo risultato è generale: quando due eventi indipen- 
denti hanno probabilità £, e £:, la probabilità f1; che si verifichino insieme è 


Da = Pif: . i (1.6) 


Infatti se F,, N} e E., N; sono rispettivamente i numeri di casi favorevoli e possibili nelle 
due eventualità che si considerano, il numero complessivo dei casi è N\.N;, mentre il nu- 
mero dei casi favorevoli è FF. e perciò 


ai FE = 
Di > NN, 7 VATZIE 


Analogamente, per più di due eventi indipendenti sarà 


Dias ® PiPaPs (1.7) 


Il difetto della definizione a priori della probabilità sta nella necessità di specificare che 
gli eventi considerati devono essere ugualmente possibili, ciò che comporta una grave 
petizione di principio, in quanto ugualmente possibili non può che significare aventi 
uguali probabilità di verificarsi. Ciò non toglie che in problemi semplici l'intuizione 
possa fornire un ragionevole criterio pet giudicare della equiprobabilità, così da non far 
nascere confusione. Ci sono poi dei casi in cui l’equiprobabilità di certe situazioni è ad- 
dirittura postulata, salvo naturalmente verificare il postulato attraverso le sue conse- 
guenze indirette. In questi casi, la definizione a priori è la più appropriata. 


5) Definizione a posteriori (Von Mises e altri) 


Ci si basa sull’osservazione di un certo insieme di eventi del tipo considerato prima 

aggregato statistico) e si definisce la probabilità come il limite a cui tende il rapporto fra 

numero di eventi favorevoli N; e il numero totale N quando l’aggregato statistico di- 
nfinitamente numeroso; 


N; 
= lim -. 1.8 
d N-% N ii 


na omna condizione per la validità della definizione, o m 
i probabilit che il limite in questione esista. Ciò però non basta a caratterizzare un 
aggregato statisi Per esempio, nel quoziente 1:7 si ripete indefinitamente il gruppo 
di cifre 142857 per cui esiste una frequenza limite 1/6 per ciascuna di tali cifre e una fre- 


lio perché si possa parlare 


Ì 

= i 
il 
ij 
j 
% 
y 
i 
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quenza zero per tutte le altre (3,6,9,0). Ma l’aggregato non ha carattere statistico a causa 
della sua regolarità. 

Il carattere statistico si può specificare esigendo che ogni aggregato parziale, ottenuto 
da quello originario con una qualunque legge che non faccia riferimento al carattere dei 
singoli elementi, ma solo al loro posto nella successione, dia gli stessi valori per le proba- 
bilità ossia per le frequenze. Esempi di leggi del tipo richiesto: prendere tutti gli ele- 
menti di posto pari, oppure quelli di posto dispari, oppure ogni m-esimo elemento, op- 
pure tutti gli elementi il cui numero d'ordine è primo e così via, 0 anche scegliere un 
certo numero di elementi a sorte. È chiaro che se nell'esempio portato prendiamo ogni 
6° elemento, si ottiene un aggregato parziale che contiene soltanto la citra 7, con proba- 
bilità uno per questa e zero per tutte le altre, cioè qualcosa di interamente diverso da 
quello che dà l’aggregato originario. Questo modo di considerare la probabilità è più 
soddisfacente del primo, ma neppure questo elimina interamente le difficoltà logiche. 
Infatti il passaggio al limite, che permette di ottenere la probabilità, ha un carattere es- 
senzialmente diverso dal passaggio al limite per una variabile ordinaria. Per il carattere 
irregolare dell’accrescimento di N, al crescere di N, non esiste un N tale che per ogni 
N>N; la differenza |(N;/N) — p | diventi e resti minore di un prefissato e. Si potrà sol- 
tanto dire che al crescere di N diminuirà la probabilità che e sia superato. Cioè, si riaf- 
faccia anche qui, se anche in forma meno appariscente, una petizione di principio. 

I teoremi della somma e del prodotto delle probabilità si ritrovano come segue. 


Somma. Per la realizzazione alternativa di due casi 1, 2 (0 più), per esempio l’uscita di 
un $ oppure di un 3 nel getto di un dato, è chiaro che se Nn è il numero dei casi 1 e Na 
quello dei casi 2, in N gettate del dado, sarà 


Pi = en Mile = lim 
— 00 \ 


Na 


. N 
Aa 


Prodotto. Date due successioni di eventi indipendenti associati, per esempio il getto di 
un dado A, accompagnato da quello di un dado B, l'evento 1, per esempio il risultato 1 
per il dado A, si verificherà (al limite) in un numero p.N di eventi A ai quali saranno as- 
sociati altrettanti eventi del tipo B nei quali si potrà presentare il caso 2, per esempio 
l’uscita del 2 per il dado 8. Questi p,.N eventi del tipo B costituiscono un aggregato par- 
ziale degli eventi di questo tipo e perciò (al limite) il caso 2 vi si troverà un numero 
(P.N)P; di volte. Sarì dunque 


ba = lim 


(pp: 
N- N Pb: 


La formulazione a posteriori si presta molto bene a trattare le probabilità continue. 
Queste si presentano per grandezze fluttuanti che possono prendere insiemi continui di 
valori, ad esempio i valori della velocità di una molecola di un gas a certi prefissati istan- 
ti 41,42,...,tv. La probabilità perché una tale grandezza x abbia un valore compreso fra x 
e x+ dx sarà evidentemente proporzionale a 4x e perciò la scriveremo nella forma P ax 
dove P prende il nome di densità di probabilità. Per determinarla basterà, in un insieme 
N di risultati, contare quelli che cadono nell’intervallo prescelto, il cui numero indichia- 
mo con m(4x), e prendere il limite del rapporto r(4x)/N quando N si fa tendere a ©, 
cioè 


Pdx = lim nia) 
N- N 


(1.9) 


In generale P sarà una funzione P(x) di x che si chiama /egge di distribuzione o sempli- 
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cemente distribuzione della grandezza x. Se x varia fra i limiti x1 e xs (eventualmente 
+ 0) si dovrà avere 


B 
[Poa=1 (1.10) 
A 
equazione che si dice condizione di normalizzazione per la P(3) e che è l'equivalente, 
per il caso continuo, della condizione (1.4). 

Una formula importante è quella che dà la media di una grandezza fluttuante. Se 
P(x) è la distribuzione di questa grandezza, in un numero molto grande N di determi. 
nazioni della x ce ne saranno N P(x) 4x che cadono nell'intervallo fra x e x+ dx: esse 
danno alla somma totale dei risultati un contributo xNP(x) dx. La ediz x della gran- 
dezza x sarà perciò 


B 


ce x {x N Px) dx 


A 


ossia 


B 


x= |P(xd (1.11) 


dove (A,B) è l'intervallo in cui x può variare. Analogamente per una funzione f(x) della 
grandezza fluttuante x sarà 


FT) = {P(/() de. (1.12) 


Se la variabile fluttuante è discontinua, per esempio l'energia di un sistema quantizza- 
to, allora si ritorna a una probabilità vera e propria, non una densità di probabilità, ed è 
chiaro che se p, è la probabilità di ottenere un valore x,, in un gran numero N di misure 
sarà Np, il numero di volte che questo valore si presenta e perciò il corrispondente con- 
tributo alla somma di tutti i risultati, che sono N, sarà x, Nf,. Avremo dunque 


v 


x = x Lx; Nor = Da pix (1.13) 


con la ovvia generalizzazione 


£ 
fe) = Ln pe fc). (1.14) 
I coefficienti p, si chiamano anche i pesi statistici dei valori x,. Similmente il coefficiente 


P(x) 4x, che figura nelle Eqq. (1.11) e (1.12), si può considerare come il peso statistico 
relativo al campo di valori (x,x + dx). 


1.2. Teorema del viriale. Equazione di Krònig e Clausius 


Ilo studio diun 


Uno dei più eleg 
sistema di particelle in condizioni di equilibrio statistico è contenute teorema del vi- 
riale (Clausius 1870).Sul numero di particelle che compongono il s la non occorte 


fare ipotesi (il teorema si può applicare anche a una singola particella) ma oltre alla con- 


eganti fra i metodi elementari che si possono applicar 
; i 


Elementi della teoria cinetica dei gas 13 


dizione dell'equilibrio statistico (nella quale possiamo pensare incluso anche lo stato di 
quiete macroscopica nel sistema di riferimento che si adopera) si deve postulare: 2) che il 
moto abbia luogo in uno spazio limitato, e 6) che l'energia cinetica totale sia finzia. 

Siano 772; le masse delle particelle e r,(/) i loro vettori di posizione. Se formiamo 
l’espressione 


1 
carta Lumi 


e la deriviamo due volte rispetto a £, troviamo 


Ò = Limizni.i 
o) = L. mf + ti; TÉ). (1.15) 


La media nel tempo di quest’ultima grandezza in un intervallo genetico (0, 7) sarà 


O = OM - 00) _ 1 Limiti bag]. 


F T 


Supponiamo ora di far crescere 7 indefinitamente; questo vuol dire che 7 deve diventare 
grande rispetto ai tempi caratteristici dei moti che si considerano allo scopo di mediare, 
in certo qual modo, su tutti gli stati di moto che si possono presentare. Dei due termini 
in parentesi quadra il secondo è costante al variare di 7 mentre il primo è limitato'supe- 
riormente per le ipotesi 2) e 4). Dalla precedente equazione si ricava perciò che deve es- 
sere 


ossia, per la (1.15) 


Ne segue immediatamente 


Ein = i di rif = V (1.16) 


dove f; è la forza che agisce sulla particella i-esima. 

L'espressione al 2° membro venne chiamato da Clausius virig/e delle forze e l’equa- 
zione ora scritta si dice appunto equazione del viriale. 

Applichiamo questa equazione al caso di un gas perfetto, cioè un gas le cui molecole 
hanno dimensioni trascurabili rispetto alle mutue distanze e che interagiscono soltanto 
quando vengono a collidere fra loro o con le pareti del recipiente. In queste ipotesi il vi- 
riale delle forze interne è zero in quanto nella collisione fra le molecole di indici , y si 
avrà £ = —f, er; = 1, cosicché i due termini corrispondenti nel viriale si elidono. Per 
calcolare il viriale delle forze esterne, cioè quelle esercitate dalle pareti (le forze di gravi- 
tà si trascurano) consideriamo le molecole che collidono con un elemento 45 della super- 
ficie del recipiente. Tutte hanno lo stesso r, quello che caratterizza la posizione del d$, e 
quindi il corrispondente contributo al viriale si potrà scrivere 
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la somma essendo estesa alle molecole che collidono col 45. In condizioni di equilibrio 
la risultante media 


delle forze esercitate dal 45 sulle molecole del gas deve essere uguale e contraria alla for- 
za media esercitata dal gas sul 45 che è manifestamente 245 n, dove p è la pressione che 
il gas esercita sul recipiente e n è la normale esterna al 45. Sarà dunque 


4V => 12081 


e integrando su tutta la superficie del recipiente 


e ALII 


Questo integrale si calcola immediatamente col teorema della divergenza, osservando 
che è div e = 3. Il risultato è 


È, 
Vo = 
E 2 P 


e portando nell'equazione del viriale 
TL mv} = i pV . (1.17) 


Questa notevolissima equazione è stata data per la prima volta da Krònig (1856) c 
successivamente ridimostrata da Clausius. Essa lega due tipici parametri macroscopici, 
cioè £ e V, con le caratteristiche microscopiche del gas. Essa mostra inoltre che l'energia 
cinetica di un gas perfetto in date condizioni di pressione e di volume è indipendente 
dalla natura del gas e anche dal fatto che si tratti di un gas puro o di un miscuglio. Intro- 
ducendo la velocità quadratica media v, delle molecole col potre 


Na = Lio (1.18) 


(N numero totale delle molecole) e considerando un gas in cui tutte le molecole hanno 
la stessa massa, la (1.17) diventa 


Mw =3pV (1.19) 


(M = Non massa del gas), da cui 


It 


va = 3(P/2) 


dove @ è la densità M/V del gas. 

gr equazione permette di calcolare un dato microscopico, la velocità quadratica 
media, conoscendo semplicemente pressione e densità del gas, purché questo si possa 
considerate perfetto. Alcuni risultati sono mostrati nella Tabella 1.1. 
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Tabella 1.1. Velocità quadratica media di alcuni gas alla temperatura di 0°C 


Gas va (cm s-') 
H. 1.85 x 10° 
N; 4.90 x 10° 
O: 4.60 x 10* 
CO; 3.90 x 10° 


Dall’equazione di stato dei gas perfetti sappiamo che il 2° membro della (1.17) vale 
(3/2) N RT, dove N è il numero delle grammomolecole, e R la costante dei gas perfetti, 
perciò dall’equazione del vitiale deduciamo 


E SN (1.20) 


cin 
2 


da dove si vede che la temperatura assoluta è proporzionale all'energia cinetica per 
grammomolecola del gas. Questo suggerisce piuttosto naturalmente che l’energia media 
delle singole molecole sia proporzionale a 7. Ciò che, unito al fatto che R è indipenden- 
te dalla natura del gas, equivale ad ammettere la legge di Avogadro, cioè che il numero 
di molecole contenuto in una grammamolecola è lo stesso per tutti i gas. Tuttavia queste 
cose (relazione fra energia e temperatura e legge di Avogadro) che anticipiamo per co- 
modità, si potranno dedurre meglio da una trattazione più generale, come si vedrà nel 
successivo capitolo. Ricordiamo soltanto che la legge di Avogadro ha una solida base 
empirica nel fatto già ricordato nell’introduzione che volumi di gas capaci di reagire chi- 
micamente, senza residui, stanno fra loro in rapporti espressi da numeri interi piccoli. 

Detto N, il numero di molecole per grammomolecola (numzero di Avogadro), l'enet- 
gia cinetica media per molecola sarà, secondo la (1.20) 


— mvì = SR T=3 kr. (1.21) 


q 


2 2N 2 


La costante £ = R/N, si chiama costante di Boltzmann. Il suo valore, che vedremo in 
seguito come ricavare, è 


k = 1.38x 10-!9ergK-". (1.22) 


1.3. La distribuzione maxwelliana delle velocità molecolari. 


Dopo avere ricavato la velocità quadratica media, il passo successivo nella conoscenza 
del moto delle molecole di un gas è quello di stabilire la distribuzione delle velocità. 

La distribuzione delle velocità in un gas perfetto fu data per la prima volta da Maxwell 
(1859) a partire da alcune ipotesi molto semplici e precisamente che le distribuzioni del- 
le singole componenti w, v,, %. 


4) sono uguali, cioè indipendenti dagli indici x, y, z, nell’ovvia ipotesi che il gas sia 
macroscopicamente in quiete; 


5) non dipendono dal segno dell'argomento, cioè un valore v, è altrettanto probabile 
del valore opposto — %;; 


c) sono indipendenti fra loto. 
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Rappresentando lo stato di moto di una molecola mediante un punto nello spazio sotte- 
so dagli assi 2., 2,, v, (spazio delle velocità) la probabilità F(4,,0,,v.) dv, dv, dv. di trova- 
re il punto rappresentativo in un certo elemento di volume dv, dv, 41, di tale spazio po- 
trà dipendere, nelle ipotesi poste, dalla distanza (uguale al modulo delia velocità) 
dell'elemento dall’origine, ma non dalla direzione in cui lo si prende. D'altra parte la 
medesima probabilità dovrà essere, per la c), il prodotto di 3 funzioni (le stesse, per la 
4)) delle componenti 7,,0,,9,, cioè delle coordinate dell'elemento scelto. Ne viene 
l'equazione 


f(0i + + mn) = PM pe) 
dove l'introduzione dei quadrati è fatta per tener conto dell'ipotesi 4). Per risolvere 


questa equazione funzionale deriviamone i due membri rispetto a vî. Indicando con un 
apice la derivata rispetto all'argomento, abbiamo 


POA+R+ = CM (A (2) (1.23) 
e dividendo membro a membro per l'equazione precedente 
S__ (0) 
F P(0°) 
Il 2° membro di questa equazione non dipende da », c v,. Operando similmente rispet- 


to a #2 (oppure #2) se ne conclude che f'/f non può dipendere nemmeno da 7., ossia è 
una costante. Posto dunque 


Puos a 2 
f g 


si riconosce che fe sono funzioni esponenziali dei rispettivi argomenti. Ragioni di nor- 
malizzabilità impongono poi che \ sia positivo. Resta dunque 


f(v) = Alexp(—)?°) (1.24) 


che è immediato interpretare, come esige la (1.23), come prodotto di tre funzioni ugua- 
li di 02, v}, v? 


f(v°)= Acxp(—X#) Aexp(—X2) Aexp(—\2f). (1.25) 


In queste equazioni A è una costante arbitraria che si può determinare con un’appro- 
priata condizione di normalizzazione. Per esempio si può porre 


vw Do) Co) 


A? | dv, { dv, { dv, exp[t Me + e + d)] = 1. (1.26) 


-® 


In questo caso / (7°) è manifestamente la densità di probabilità nello spazio delle veloci- 
tà. Altri modi di normalizzazione che possono essere utili a seconda dei casi consistono 
nell’uguagliare l'integrale, invece che a 1, a N (numero totale delle molecole nel gas che 
si considera), oppure alla densità numerica 7 (numero di molecole per unità di volume). 

Prendendo un sistema di coordinate polari nello spazio delle velocità l'integrale in 
(1.26) diventa 


47 { exp(— 7°) dv (1.27) 


0 
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che è un caso particolare dell’integrale che incontreremo ancora 


C2) 


L= feet de. (1.28) 
) 
Con la sostituzione 4x° = y questo si trasforma facilmente in 
nti 1\ 
kei (= ) (1.29) 
2 2 


dove T è la funzione di Eulero. Per # pari si ha (r # 0) 


A 271)! 
PAPPA (” n, (Ciao) ( ci i (1.30) 
n) VÀ 274! deri 
mentre per 7 dispari vale la formula 
1 ” n 
ba = — WC M(5+1) > — 1.31 
? 3 ) rr (1.31) 


Pia (1)° (1.32) 
2 4 
Con l’uso della (1.30) ed 7= 1, si ricava dalla (1.26) 
pra (je. (1.33) 
T 


Quanto alla costante À, essa si può porre in relazione con la velocità quadratica media 
per la quale abbiamo l'equazione (1.21). Satà evidentemente 


goa 3 { exp(—Ar°)?4rrd. 
(o) 
L’integrale è dato dalla (1.30) con r= 2 e si trova uguale a 


3 T (79) 
8 () i 


Da qui e dalla (1.33) viene 


e combinando con la (1.21) 


\ e snai È 
2kT Sa 


In definitiva abbiamo per la distribuzione di Maxwell 


$ 3/2 
F(1°) dv, dv, dv, = È 2) exp(— w202/2kT) dv, dv, dv, . (1.35) 
T 


Volendo la distribuzione dei moduli basterà integrare questa probabilità elementare 
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F()} 


| 

0) " l'o l'o lui 

Fig. 1.1 - Distribuzione di Maxwell dei moduli delle velocità: v indica il valore più probabile del 
la velocità; 1 € 7» corrispondono ai punti di flesso della distribuzione. 


nello spazio compreso fra le sfere di raggio v e v + 4, col risultato 


3A 
F(v) dv = 4r ( 1. exp(— 72v°/2kT) v°dv . (1.36) 


Il grafico della funzione F (7) ha l'aspetto indicato in Fig. 1.1. Siccome il massimo di 
una funzione del tipo e’ x° si ha per x = X-!/?, risulta che il valore più probabile # per 
la velocità è 


SET 1/2 
Da * (2) = 1/2 (1.37) 


mentre si ha, come si è visto (Eq. (1.21) 


L DE 
La (22) - 1200; (1.38) 
UA 


Per la velocità media (lineare) 7 la (1.35) dà 


/ 32 
Vv = (Th J exp(— 720°/2kT) v 47 0 dv 


dalla quale, utilizzando la (1.31) con r= 1 si ottiene 


1/2 
Te (2) - ‘(ila 9i; (1.39) 


1/2 mi 

La larghezza della ripartizione si può valutare dall’intervallo che separa i due punti di 
flesso della curva F (1), cioè le soluzioni dell'equazione 

cd? 
dé 


(PE 
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Eseguendo si trova un'equazione biquadratica dalla quale si ricava 


Mr kUsA 
40x 
ossia 
1 
x = 0.2192— 
\ 
1 
xi = 2.2807 — 
IN 


Essendo \-!!? = vo, ciò vuol dire che le ascisse dei punti di flesso sono 


vi, = V0.2192 vo 
2.2807 vo = 1.5102 % 


0.4682 vo 


UZI 


La larghezza è perciò uguale a — vo. I valori della F (7) corrispondenti ai punti di flesso 
sono rispettivamente 0.478 e 0.634 del valore massimo. AL 

Nota la distribuzione f (A) di una grandezza A, si può ricavare la distribuzione F(B) 
di una grandezza B che sia funzione di A. Basta per questo osservare che la probabilità 
di avere B fra Be B + 4B corrisponde a quella di avere A fra Ae A + 4A quando sia 


A = A(8) 6 da ga 


dB 


In altri termini: 
î dA 
F(B) 4B = f(A(B)) — dB . Ad 
(5) F(A(B)) 5 (1.40) 


Dalla ripartizione (1.36) dei moduli della velocità si può così ricavare quella delle ener- 
gie cinetiche E, . Essendo 


1 DR MA 
E, = mwv , v= | dh} , 
cn D) 

2 77 


si ricava, con qualche semplificazione, applicando la precedente 


G(E..) = 27 (nkT)?2 E, exp(— E, {kT) 
che ha l'aspetto indicato qualitativamente in Fig. 1.2, col massimo a £7/2 e un flesso a 
(1 + v2)£AT12, dove la funzione ha un valore che è 0.7673 volte quello del massimo: si 
tratta quindi di una curva piuttosto piatta. 

Verifiche sperimentali dirette della distribuzione di Maxwell sono state ottenute con 
la tecnica dei raggi di vapore, o raggi molecolari. Una sostanza viene fatta evaporare len- 
tamente dentro a un piccolo recipiente dal quale, attraverso a un forellino abbastanza 
piccolo perché l'uscita del vapore non alteri sensibilmente l'equilibrio nell'interno, esce 
in un recipiente più grande dove viene mantenuto un vuoto spinto. Una serie di fendi. 
ture allineate sceglie le molecole che si muovono in una data direzione caratterizzata da 
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7 ET | flesso ni E; 


Fig. 1.2 - Distribuzione delle energie cinetiche derivata dalla distribuzione di Maxwell. Il valore 
più probabile corrisponde a (1/2) £T. 


un angolo solido molto piccolo Aw. Queste molecole costituiscono il raggio di vapore. 
Siccome a causa dell'alto vuoto le probabilità di collisione sono trascurabili, il raggio di 
vapore conserva la distribuzione di velocità che aveva all'uscita del forellino. Il legame 
con la distribuzione maxwelliana si trova osservando che le molecole aventi modulo fra v 
e v+ dv e direzione nel Aw hanno nel vapore la densità 


dove x è la densità numerica e F (v)dv è la distribuzione maxwelliana dei moduli (1.36). 
In un 4 tutte le molecole di questa categoria che si trovano nel cilindro di altezza vdi e 
base As, dove As è la superficie del forellino, escono da questo. Il loro numero è perciò 


sli odia, 
4r 


Ricordando la (1.36) si vede che la distribuzione delle velocità nel raggio di vapore è del 
tipo 


cost. exp(— w20°/2£kT) v° dv. 


Questa distribuzione è stata verificata in vari modi, dei quali il più preciso è quello 
che utilizza la deflessione del raggio di vapore per effetto della gravità lungo un percorso 
orizzontale, deflessione che evidentemente è funzione della velocità. Il percorso dev'es- 
sere abbastanza lungo (qualche metro) per poter analizzare le deflessioni servendosi di 
una fenditura spostabile verticalmente, al di là della quale si trova il rivelatore e convie- 
ne adoperare molecole piuttosto pesanti che, a parità delle altre condizioni, hanno mi- 
nore velocità. L'esperienza (Esterman e altri, 1947) è stata eseguita col cesio (vapore mo- 
noatomico, peso atomico 133). La deflessione su 2 m di percorso è soltanto di circa 0.2 
mm per le molecole aventi la velocità media: la temperatura era 450 K.. Si riesce tuttavia 
a ritrovare la distribuzione prevista entro un margine di errore dell'ordine di qualche 


unità per cento. 
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1.4. Cammino libero delle molecole 


Si chiama cammino libero lo spazio percorso da una molecola fra due urti consecutivi. 
Perché abbia un senso preciso occorre naturalmente che gli urti siano relativamente rari, 
ossia che le molecole solo per una piccola frazione della loro traiettoria siano sottoposte a 
intense accelerazioni. Siccome le forze repulsive che sono essenzialmente quelle che pro- 
ducono tali accelerazioni hanno un raggio d’azione piccolo anche rispetto alle dimensio- 
ni molecolari (vedi Fig. 1.3), si può ritenere, almeno nei casi più semplici, che le mole- 
cole si comportino come sferette rigide elastiche aventi un definito raggio n. Con questo 
non si vuol dire che le molecole che si considerano debbano possedere una rigorosa sim- 
metria sferica, come avviene del resto per quelle monoatomiche. Basterà soltanto che la 
loro forma non sia così asimmettica da rendere priva di senso la nozione di raggio medio 
della molecola. 


W 


Persa 


Fig. 1.3 - Energia potenziale W (7) di due molecole, di «raggio» ra, in funzione della distanza r 
dei loro centri. 


È chiaro che due molecole entreranno in collisione quando la distanza fra i centri rag- 
giunge il valore 2. Supponiamo di tracciare una sfera di raggio 2, = D intorno a una 
molecola e che questa molecola sola si muova mentre le altre restano fisse. Allora la sfera 
di raggio D avrà spazzato nell'unità di tempo un volume x D°7, dove 7 è la velocità del- 
la molecola. In questo volume, se 7 è la densità numerica del gas, si trovano 7 7 D° v 
centri di altrettante molecole; questo sarà dunque il numero medio degli urti subiti dal- 
la molecola mobile nell’unità di tempo. Ne risulta un libero cammino medio / 


darti, dla i (1.41) 


nrD*v anD? 


Questo risultato però va corretto a causa dell'ammissione che la velocità media della mo- 
lecola rispetto alle altre coincida con la velocità sulla sua traiettoria. Ciò non è più vero 
quando si tenga conto che le altre molecole sono esse pure in movimento. Per ottenere 
un libero percorso medio valido per tutte le molecole dovremo mettere al numeratore 
della precedente espressione la velocità media, mentre al denominatore occorre una ve- 
locità relativa media Vr. 

Si può determinare 7 2 partire dalla distribuzione maxwelliana delle velocità, ma il 
risultato poco differisce da quello che si ottiene molto più semplicemente immaginando 
che le molecole si muovano tutte con la velocità media 7, ma con direzioni distribuite a 
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caso e quindi isotropicamente. In questa ipotesi i punti rappresentativi delle velocità 
delle molecole copriranno, con una densità statisticamente uniforme, la superficie della 
sfera di raggio 7 e la media 7 delle velocità relative di una di esse rispetto a tutte le altre 
sarà data (vedi Fig. 1.4) dall’integrale 


"TORE Îf I Fsenl send 43 do 
sfera 2 4r 
che si trasforma facilmente in 
= D) 
Va = 4v {senz — Ta d_= 
0 2 
x/2 
= 47 sen’x cosx dx, 
0 
cioè 
sn dr 
Ua = — Vv. (1.42) 


Sostituendo questo valore nel denominatore dell'equazione (1.41) per /, e prendendo 


V = val numeratore, si ottiene 


3 
fa o. 1.43 
4nrn D° ( ) 


Il calcolo mediante la distribuzione di Maxwell dà invece l’espressione 


l'a rr (1.44) 
TR 


(del 6% più piccola della precedente). 

Il cammino libero, che vogliamo indicare con x, fluttua notevolmente intorno al valo- 
re medio /, La corrispondente distribuzione g(x) si può ricavare nel modo seguente. 
Conforme alla definizione (Eqq. (1.9) e (1.11)) la probabilità di trovare, a partire da un 
punto generico della traiettoria di una molecola, un tratto di lunghezza fra x e x+ dx 


Fig. 1.4 - Composizione vettoriale tra due generiche velocità v, e v, formanti un angolo 9. 
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esente da collisioni (cioè «libero») sarà g(x)dx. Similmente sarà g(x + Ax)4x la probabili- 
tà di un percotso libero x+ Ax, sempre col margine di incertezza dx. Quest'ultima gran- 
dezza è il prodotto della precedente probabilità per la probabilità IL, di non avere un 
urto nel tratto Ax, cioè 

£(x + Ax)dx > g(x)dx Ta, . 
Ma siccome le collisioni avvengono, per ipotesi, a caso, la probabilità di avere una colli- 
sione nel Ax dev'essere necessariamente della forma aAx, con a indipendente da x e la 


probabilità complementare sarà Il, = 1 — aAx. Portando nella precedente e semplifi- 
cando si ha 


g(x + Ax) = g() (1— a Ax), 
dalla quale sviluppando g(x + Ax) fino al 1° ordine si ha 
8°) = — ag(x)- 
che dà 
g(x) = de. 


La costante 4 è fissata dalla condizione di normalizzazione 


{e dx = 1 
(o) 
dalla quale si ottiene 4 = a. Si ha dunque 
8£(x) = ae. (1.45) 


Il legame fra la costante a e il libero percorso medio si ottiene subito ponendo 


x=/=a fee x de = — fx dee 00, 
0 lo) a 
Si ha dunque in definitiva 
1 
8) 7 Call (1.46) 


A una legge di questo tipo obbediscono gli intervalli fra eventi ( qui gli urti) che si veri- 
ficano a caso, ma con ritmo statisticamente costante lungo una data scala (qui la traietto- 
ria rettificata). Altro esempio tipico: la distribuzioni nel tempo delle disintegrazione di 
una sostanza radioattiva in un intervallo che sia molto piccolo rispetto alla vita media. 


1.5. Teoria elementare della viscosità dei gas 


In questo e nel paragrafo successivo (dedicato alla conducibilità termica) sviluppere- 
mo due applicazioni tipiche della nozione di libero percorso medio. 

L'esperienza insegna che anche i gas che si avvicinano di più al comportamento dei 
gas perfetti mostrano di possedere un attrito interno. Questo non può essere attribuito 
alle forze di coesione fra le molecole, ma è, cone fu dimostrato per la prima volta da 
Maxwell, un puro effetto cinetico. Ricordiamo che si definisce il coefficiente di viscosità 
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n di un fluido mediante il modulo della forza F che deve agire, tangenzialmente, attra- 
verso ogni cm? di un piano parallelo al moto del fluido per mantenere un gradiente di 
velocità 44/42 perpendicolarmente al piano. Si pone infatti 


du 
DCR TAMA 1.47 
Ta (1.47) 


Il comportamento viscoso è appunto caratterizzato dal fatto che Fe du/dz risultano pro- 
porzionali cosicché n è effettivamente una costante, che dipende dalla natura del fluido 
e dalle sue condizioni fisiche (specialmente la temperatura). 

Per mettere n in rapporto con le proprietà molecolari del gas, possiamo immaginare 
una lastra L parallela al piano xy che trasla con velocità uniforme w, nella direzione 
dell'asse x in seno al gas. Questo subirà un trascinamento in quanto le molecole che rim- 
balzano sulla lastra ricevono da questa una certa quantità di moto, in direzione dell'asse 
x, che viene poi comunicata alle molecole sottostanti, col risultato che la media 7, della 
componente x della velocità non è nulla, ma ha un valore 4>0 che va diminuendo al- 
lontanandosi da L. 


Fig. 1.5 - Schema per l’interpretazione della viscosità in un gas. 


Sia du/dz il gradiente della velocità di deriva al livello del piano Il, in condizioni di 
stazionarietà. Si potrà dedurre F, e quindi la viscosità, col seguente ragionamento: la si- 
tuazione è schematizzata in Fig. 1.5. Consideriamo un elemento di superficie d$S del 
piano IT: esso sarà attraversato da molecole che si muovono dall'alto verso il basso e in 
senso opposto ma, per quello che si è detto, le molecole che si dirigono verso il basso 
avranno una velocità di deriva un po’ più grande di quelle che si dirigono verso l'alto. 
Ciò produce un flusso verso il basso di quantità di moto (diretta secondo l’asse x) che ri- 
ferito all'unità di tempo ci darà la forza esercitata dal gas che sta sopra al 45 su quello 
che sta sotto. Dividendo per 45 avremo poi la forza per unità di superficie e cioè F. D'al- 
tra parte le velocità molecolari possono cambiare solo per effetto di collisioni e perciò si 
capisce che a un certo punto si dovrà introdurre nel ragionamento il libero percorso me- 
dio. Supponiamo anche qui, per semplificare, che tutte le molecole si muovano con la 
velocità media 7 e consideriamo quelle che attraversano verso l’alto il 45 con direzioni 
comprese nel cono infinitesimo 4 . La loro densità numerica sarà la frazione 
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40 _ send 4 dep 


4r 4r 


della densità numerica totale x. Il numero di tali molecole che attraversa il #8 nel 41 sarà 
perciò 
n send 40 de 

4r 


d$S V di così 


(sono tutte quelle comprese nel cilindro obbliquo di lunghezza vdt indicato in Fig. 1.5). 
Ci sarà poi un flusso uguale in senso opposto poiché la densità del gas deve restare inal- 
terata. 

Le molecole che arrivano sul #5 dal basso conservano la x media che avevano dopo 
l’ultimo urto, cioè a una quota che è in media / cos più bassa di quella del #5, mentre 
quelle che arrivano dall'alto portano con loro ia corrispondente a una quota che è in 
media / così più in alto. La differenza delle % è dunque 


di 
252 1 così 
dz 


e la differenza delle quantità di moto, lungo x, è 


2rn “ £ così. 
di 


Il flusso verso il basso della quantità di moto, lungo x, attraverso il 45 nell'unità di tem- 
po e di superficie è dunque 


nd 43 d di 1 di _ 5 ? 
pesa Cia led = —- Ponmv! così send 40 de (1.48) 
4r 2, 27 dz 


7 COS 


per opera delle molecole aventi la direzione considerata. Integrando su tutte le direzioni 
sì avià 


di x/2 
F= ‘camovi | costs send d9, 


dz o 


da cui per confronto con la (1.47) 


x/2 


n= ami costò senò 433, 


0 
cioè 


1 a i SS 
q=— nmvi=— qui. (1.49) 
3 3 


La considerazione della distribuzione maxwelliana introduce solo una piccola correzio- 
ne: il fattore 1/3 diventa 0.310. Combinando la precedente con la formula (1.43) del li- 
bero cammino medio si ricava 
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dalla quale si vede che n dipende dalle condizioni del gas unicamente attraverso la velo- 
cità media 7 che varia solo con la temperatura. Si attiva così alla conclusione, inaspetta- 
ta, che la viscosità dei gas, a costanza di temperatura, non dipende dalla pressione e 
quindi nemmeno dalla densità. Ciò naturalmente è legato al carattere esclusivamente 
cinetico della viscosità dei gas ed è un risultato ben verificato dall'esperienza. 

La misura di 7 si fa per lo più col metodo dei cilindri coassiali, determinando la cop- 
pia esercitata sul cilindro interno per effetto della rotazione di quello esterno, 0 vicever- 
sa. Queste misure hanno avuto, storicamente, una notevole importanza perché hanno 
dato un'idea approssimata delle grandezze molecolari, e quindi del numero di Avoga- 
dro. Facciamo un esempio del tipo di ragionamento che si può impostare. Dalla (1.49) e 
dalla (1.19), trascurando la piccola differenza fra 7 e 7,, si può avere 


iSx (>) (1.50) 
de 


dalla quale si ricavano i liberi percorsi medi, dei quali diamo alcuni valori a 0°C e 760 
mm Hg di pressione in Tabella 1.2. 


Tabella 1.2. Liberi cammini medi per alcuni gas a 0°C e 760 mm Hg. 


Gas i (cm) 

aria 6.08 x 10° 
O; 6.47 x 10° 
N; 5.99 x 1079 
Hi. LiZ x 10° 
He 1.80 x 10° 


Da qui al numero di Avogadro e ai raggi delle molecole il passo è breve. Infatti la for- 
mula (1.43) per / si può scrivere (D = 270) 


3 
nt = 
167 / 
cioè 
0 gi 
167 / 


con Ne V numero totale di molecole e volume del gas. D'altra parte, indicando con V,, 
il volume della stessa massa allo stato liquido, si potrà ammettere, come ordine di gran- 
dezza 


Nr = Via: 
Combinando le ultime due equazioni, si può risalire a » e quindi al numero N delle 
molecole, in patticolare al numero N, di Avogadro senza pretendere, naturalmente, 
una precisione meno che modesta. Risultati di questo tipo risalgono a Loschmidt (1865) 
ed erano tuttavia preziosi quando non si avevano in materia altre informazioni. 
Inversamente, ci si può servire dell’attuale conoscenza del numero di Avogadro 
(6.02 x 10°?) per risalire da / a ro. I valori di ”» sono chiamati ragg? cinetici delle moleco- 
le. Alcuni esempi sono riportati in Tabella 1.3. 
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Tabella 1.3. Raggi cinetici di alcune molecole. 


Molecole ro (cm) 

He 1.09 x 1055 
H, 1.38 x 10° 
O: 1.80 x 10° 
Ni 1.87 x 10° 
CO, 2.30 x 10° 


Da questi dati, confrontando coi valori di / dati prima, si può verificare che i liberi per- 
corsi sono molto più grandi dei raggi delle molecole. 


1.6. Conducibilità termica 


La viscosità è un esempio dei cosiddetti effetti di trasporto (nel caso, della quantità di 
moto dovuta al trascinamento). Un altro esempio importante è dato dalla conduzione 
del calore che è, nei gas, un trasporto di energia cinetica dei moti molecolari. 

La conducibilità termica x è definita dall’equazione 


geE-KT (1.51) 


dove g è il flusso di calore cioè la quantità di calore che si comunica pet unità di tempo e 
di superficie nella direzione dell'asse 2 lungo il quale si suppone di avere un gradiente 
di temperatura 97/92. L’interpretazione cinetica del trasporto del calore è completa- 
mente analoga a quella dell’impulso. Supposto che lungo l’asse z della Fig. 1.5 ci sia un 
gradiente d7/0z > 0, le molecole che vengono dall'alto possiedono, questa volta, 
un'energia cinetica media un po’ superiore a quelle che vengono dal basso e, ripetendo 
il ragionamento fatto per la viscosità, l’unica differenza è che al posto dell'impulso late- 
rale 724 abbiamo l'energia cinetica media e. In particolare, l'Eq. (1.48) ci dà, per il flus- 
so medio di energia cinetica per unità di tempo e di superficie attraverso il piano II, 
l’espressione 


TR: Lal nv cost send 48 de 
27 % 


che rappresenta il contributo al flusso di calore dovuto alle molecole con direzione di 
moto nel 4 2. Integrando su tutte le direzioni abbiamo 


g = È nvi de a ; Poi 
3 


e per confronto con la (1.51) 


Qui 
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è il calore specifico a volume costante: si tratta infatti di derivare rispetto alla temperatu- 
ra l'energia interna (per unità di massa) di un gas perfetto. Perciò si può scrivere 


= nvlev, (1.52) 
o anche, ricordando la formula (1.49) per il coefficiente di viscosità 
x=C0v. (1.53) 


Troviamo quindi un legame molto semplice fra conducibilità termica, viscosità e calore 
specifico. Sperimentalmente si trova che tale legame esiste, ma il rapporto x/(m cy) è in- 
torno 2 2 0 3, invece che 1. Questo disaccordo si riesce a giustificare, almeno nei casi più 
semplici, con una teoria un po’ più raffinata che tiene conto, in particolare, delle flut- 
tuazioni della distribuzione effettiva delle velocità. 


1.7. Moto browniano - Random walk. 


Il moto di corpi molto piccoli dovuto ai moti molecolari del mezzo ambiente prende 
il nome di moto browniano dal fatto di essere stato segnalato dal botanico Robert Brown 
(1827) che lo osservò in una sospensione di granuli di polline. Ha avuto storicamente 
una notevolissima importanza per aver fornito la prova diretta della struttura molecolare 
della materia e dato la possibilità di una determinazione delle grandezze molecolari me- 
no imprecisa di quella accennata alla fine del $ 1.5. 


La teoria del moto browniano fu sviluppata da Einstein (1905) e successivamente da 
altri, fra cui Langevin (1908). Una trattazione elementare, nello spirito di quella di Lan- 
gevin, si può ricollegare al teorema del viriale che si può benissimo applicare, come si è 
detto, anche ad un solo punto materiale. 

Si consideri una sferetta molto piccola sospesa in un fluido. Si avrà secondo la (1.16) 


qui r è il vettore di posizione della sferetta e f la risultante delle forze che agiscono su di 
essa. Queste forze le possiamo dividere in due classi: quelle che dipendono dal moto 
della <feretta le tratteremo come una resistenza viscosa opposta dal mezzo e quindi 
avranno una risultante contraria al moto data dalla legge di Stokes 


fi=—Grnart 


dove 4 è il raggio della sferetta, £ la sua velocità ed n il coefficiente di viscosità del mez- 
zo. Inoltre ci saranno le forze che si esercitano anche se la sferetta è immobile e queste 
sono dovute agli urti delle molecole del mezzo. La risultante £, di queste forze sarà un 
vettore che cambia continuamente in direzione e modulo. Si suppotrà che nessuna dire- 
zione sia privilegiata, cioè che il moto disordinato delle molecole sia, in media, isotro- 
po. Avremo dunque 


Pos Ei 1 
cin = 3rnda DEE sete r-£ 
2 
Per quanto si è detto, 1 - f. dovrà esser zero e resta 
Sg 3 3 og 
i Me 
2 di 
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D'altra parte sappiamo che l'energia cinetica media delle molecole è indipendente dalla 
loro massa e quindi dovrà essere la stessa, cioè (3/2) 4T'anche per particelle macroscopi- 
che quando queste derivano la loro energia unicamente dalle collisioni con le molecole 
circostanti, cioè si comportano esse stesse come molecole. Sostituendo nella precedente 
si ha perciò 


AT = TRA >, P 
di 
Per la definizione di media, si ha 


dp Le) 50) 


SS 


e quindi viene 


AT = mm gl [29 — 2(0)]. 
14 


Prendendo l'origine degli assi in modo che sia r (0) = 0, allora r viene ad essere l’allon- 
tanamento A della particella dalla posizione iniziale durante il tempo # e si ha 


do (1.54) 


Naturalmente non può essere prevista la direzione in cui lo sposamento avviene. Non 
bisogna confondere A con l'effettivo percorso della particella, la quale descrive una 
traiettoria del tutto irregolare e quindi molto complicata e più lunga; A è soltanto la 
lunghezza del segmento di chiusura di una spezzata composta di innumerevoli minutis- 
simi spostamenti che si succedono a caso. 

Siccome il moto si osserva al microscopio, è più facile determinare la proiezione di A 
lungo una direzione prefissata, piuttosto che A stesso. Chiamando x la direzione scelta, 
sarà, A? = A? cos? a. Ma dato che A può essere orientato nello spazio in modo qualun- 
que rispetto all'asse x, dovremo prendere per cosa il suo valore medio cioè 1/3, otte- 
nendo 


AE Seti . (1.55) 


Le sferette adoperate possono essere abbastanza grandi perché si riesca a misurarne al 
microscopio il raggio 4. Allora nell'equazione ora scritta tutto è misurabile fuorché £ e 
ruindi si può determinare questa grandezza, cioè il rapporto R/N, della costante dei 
gas rispetto al numero di Avogadro. Le esperienze furono fatte al principio del secolo da 
Perrin c altri, ottenendo per N; dei valori molto più attendibili di quelli allora noti e 
confermando la proporzionalità fra lo spostamento A, e la radice quadrata dei tempo. 
Dipendenze di questo tipo sono caratteristiche dei processi di «random walk», dei 
nuali il moto browniano ora considerato è un caso particolare. Si chiama random walk 
un processo che può essere rappresentato dal moto di un punto soggetto a una successio- 
i spostamenti aventi direzione a caso e modulo distribuito secondo una legge asse- 
a. nel caso più semplice, costante. Il modulo quadrato dello spostamento risultante 
ene ad essere proporzionale al numero degli spostamenti singoli e, nel moto brownia- 
è a sua volta proporzionale al tempo. 
nga presente che il moro può avvenire nello spazio ordinario, o in una sua sezione 
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a una 0 due dimensioni, ma anche in uno spazio rappresentativo come ad esempio lo 
spazio delle velocità, considerato nei paragrafi precedenti. In quest’ultimo caso il nu- 
mero delle dimensioni può anche essere molto grande. 

Un esempio, del resto assai simile al precedente, che può servire a illustrare ancora 
l’idea è il moto di una molecola in un gas, in condizioni di equilibrio, che può essere as- 
similato un po’ approssimativamente (vedi oltre) a un random walk nello spazio ordina- 
rio in cui lo spostamento elementare, 0 meglio la media del suo modulo, è il cammino 


libero medio /. Dopo v urti il cammino totale percorso sarà 
LEV, (1.56) 


ma lo spostamento A dalla posizione iniziale sarà un vettore che ha delle componenti 
del tipo 


A, = (cosa: + cos a + ... + COS %) 


il cui quadrato è 


A? = P Ucosa; cosa, . 
ij 
Supposta la non-correlazione degli angoli dei cammini liberi successivi, i termini con 


i#j nella somma doppia danno in media risultato nullo, mentre quelli con i = si som- 
mano per dare 


1 
Pv cosa = — vl 


6) 
da cui si ricava 


A°=Vvl (1.57) 
che mostra la caratteristica proporzionalità fra A? e v. Segue da (1.56) e (1.57) 
A= (11). 
Lo spostamento in una unità di tempo sarà perciò 
A(1) = (72)? 


e da qui coi dati sulle velocità e i liberi percorsi medi precedentemente riportati si trova 
che A(1) è in condizioni ordinarie dell'ordine di un millimetro, mentre L=vè dell’ordi- 
ne delle centinaia di metri. 

L'approssimazione principale in questo ragionamento sta nel fatto che le direzioni di 
due liberi cammini successivi non sono del tutto prive di correlazione. Le leggi dell'urto 
per sferctte elastiche rigide mostrano infatti che con una distribuzione casuale dei pata- 
metti d'urto la velocità finale di una molecola non è isotropa rispetto alla velocità inizia- 
le, gli angoli acuti essendo preferiti (persistenza della velocità negli urti). Ciò vuol dire 
che per avere elementi realmente non correlati bisognerebbe raggruppare i liberi percor- 
si prendendone un certo Numero per volta, dell'ordine di poche unità, prima di proce- 
dere come sopra. Il risultato tuttavia non è significativamente diverso dal precedente. 
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Problemi 


1. Calcolare la velocità quadratica media degli atomi di idrogeno, elio, neon e argon alla rempera- 
tura di 500 K. Fare uso della tavola periodica degli elementi e ricordare che 1 amu (1 atomic mass 
unit) = 1.66 x 107° g. 


Soluzione. Dalla tavola periodica degli elementi abbiamo 


TY = 1 amu = 1.66 x 1074 g 
Mu 3 4 amu = 6.64 x 1074 g 
IN = 20.2amu  =33.53 x 1074 g 
ma = 39.9amu  =66.23 x 107° g 


Applicando l'Eq. (1.21) otteniamo 


v (H) = 3531ms" 
va (He) = 1766ms" 
va (Ne) = 786 ms" 
va (Ar = 559ms" 


2. Come visto ($ 1.1) la probabilità di ottenere, gettando un dado, un qualsiasi numero compreso 
fra 1 e 6 è pari a 1/6 (distribuzione uniforme come in Fig. 1.60). 

Dimostrare che, gettando due dadi, la probabilità di ottenere comze media i numeri compresi fra 1 
e 6 assume una distribuzione triangolare con il massimo a 3.5 (vedi Fig. 1.64). 

Verificare inoltre che con il lancio di tre dadi la distribuzione delle medie assume l’aspetto di Fig. 
1.6c. 


DI vw 


6/36] 
4/36 4 
d J (b) 
27/2164 2/364 
18/2164 o' oO 


9/216] 


] (c) 


mi 


1 23 4 5 6 


Fig. 1.6 - Distribuzione della probabilità di avere: (4) i numeri da 1 a 6 nel lancio di un dado; (4) le medie da 
1 a 6 nel lancio di 2 dadi; (c) le medie da 1 a 6 nel lancio di tre dadi. 
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Questo risultato si generalizza con la legge dei grandi numeri: se si estraggono campioni di dimen- 
sione N da un qualsiasi aggregato statistico (qualsiasi sia la sua forma) che abbia una media y, 
all'aumentare di N la distribuzione delie medie dei campioni tenderà ad avvicinarsi alla normalità 
(distribuzione gaussiana) e avrà come media y. 


Soluzione. Nel caso di due dadi esistono 6 x 6 diversi possibili risultati. La probabilità di ottenere 
un determinato punteggio è dara dal numero di modi con i quali si può ottenere questo risultato 
diviso i 36 risultati possibili. Per ottenere per esempio il risultato 2 (media 1) vi è solo il modo 
(1,1), quindi al valore medio 1 è associata la probabilità 1/36. Per ottenere 5 (media 2.5) esistono 
4 modi (1,4)(4,1)(2,3)(3,2), quindi al valore medio 2.5 è associata la probabilità 4/36. Proceden- 
do così per tutti i possibili risultati si ottiene il grafico di Fig. 1.64. Nel lancio di tre dadi si procede 
analogamente ricordando che dati tre oggetti qualsiasi il numero di permutazioni ad essi associato 
è 1 se i tre oggetti sono uguali, è 3 se due dei tre oggetti sono uguali, ed è 6 se i tre oggetti sono di- 
versi fra loro. Pertanto esiste un solo modo di ottenere il numero 3 (1,1,1) mentre ne esistono 10 di 
ottenere il numero 6 (4,1,1)(3,2,1)(2,2,2): alla prima terna di numeri corrispondono 3 permuta- 
zioni, alla seconda 6 c alla terza I. 

In ral modo si costruisce il grafico di Fig. 1.6c. 


3.In un recipiente, che si trova nel vuoto e le cui pareti permettono la diffusione dei gas, si trova- 
no un ugual numero di molecole di idrogeno e xenon. Dopo un certo intervallo di tempo 4 7 il nu- 
mero di molecole di idrogeno sarà maggiore. minore o uguale a quelle di xenon? 


Soluzione. Poiché la velocità media di una molecola di gas è inversamente proporzionale alla radi- 
ce quadrata della sua massa, le molecole più leggere (in questo caso quelle di H) diffondono più 
velocemente. Dopo un intervallo di tempo Af avremo quindi rg < Pxe. 


4. Nella teoria cinetica dei gas l'energia ad essi associata è solo energia cinetica. Perché usualmente 
si ignora l'energia potenziale gravitazionale? Stimare lo spostamento verticale che dovrebbe subire 


una molecola di massa pari a 100 amu per avere una variazione di energia potenziale (supponendo 
costante l'accelerazione di gravità) paragonabile alla sua energia cinetica a 273 K. 


Soluzione. L'energia cinetica di una molecola (Eq. (1.21)), alla temperatura di 273 K è pari a 
5.65 x 107°* erg. Nel campo gravitazionale la variazione di energia potenziale è data da 72gA, 
quindi z7gAA = 5.65 x 107!* erg, da cui 46-3.5 km. 


5. Supponendo che le molecole di un liquido abbiano la stessa distribuzione delle velocità come 
descritta dalla legge di Maxwell, spiegate perché esse non evaporano turte contemporaneamente. 
Perché il fenomeno di evaporazione abbassa la temperatura del liquido? 


Soluzione. Affinché una molecola del liquido possa evaporare deve trovarsi in vicinanza della su- 
perficie e provvista di una energia cinetica sufficiente per fornire il lavoro di allontanamento dalle 
altre molecole: sono quindi favorite quelle provviste di maggiore velocità. Questa energia cinetica, 
che «scompare» come tale, spiega l'abbassamento della temperatura che accompagna l’evaporazio- 
ne. 


6. Indichiamo con #; il numero di molecole che si muovono con velocità v;. Sulla base dello schema 
indicato calcolare la velocità media e la velocità quadratica media. Qual'è la velocità più probabi- 
le? 


fon af NA DI 
eni 
MIO 


Soluzione. In base alle definizioni abbiamo 
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L mu 
ve as, 83m 
E n 


LE mv 
Vv, = ( È i = 89ms! 
L x 


v = 10 ms" (il massimo della funzione #(v;)) 
7. All’interno di una bombola di volume pari a 5 dm' si trovano circa 10°* molecole il cui diametro 
è di 107° cm. Calcolare il cammino libero medio. 
Soluzione. In base all'Eq. (1.44) abbiamo /= 1.13 x 1074 cm essendo, 7 = 0.2 x 10°° molecole 
em. 
8. Calcolare il rapporto fra i coefficienti di viscosità di uno stesso gas alla temperatura di 0°C e 
100°C. Che dimensioni ha il coefficiente di viscosità? 
Soluzione. Dalla definizione di viscosità (Eq. (1.49) e seguente) abbiamo 
1/2 

n(T v(T.) To) 

ti rà ( |) = 0.86 

n(T) v(T.) T, 


Le dimensioni di n sono [z22}{# ]U[/ 1°. 


9. Un dm? di gas contiene 10°! molecole del diametro di 107* cm. Se avvengono in media 3 x 10° 
utti al secondo, quale cammino totale avrà percorso la molecola in 10 minuti? Di quanto si è allon- 
tanata rispetto alla posizione iniziale? Suppotre la non-cotrelazione angolare. 


Soluzione, Il cammino totale percorso (Eq. (1.56)) in 10 minuti è di 405 km, essendo il libero cam- 
mino medio pari a 2.25 x 107° cm. L'allontamento dalla posizione iniziale (Eq. (1.57) e seguente) 
è di solo circa 30 cm. 


2. Elementi della meccanica 
statistica classica. 


Vogliamo ora dare un’idea di come i metodi della teoria cinetica dei gas possono veni- 
re generalizzati per poter trattare strutture più complesse. Questa generalizzazione co- 
stituisce la base della m2eccamica statistica. 

Procederemo in maniera empirica e induttiva, il che è particolarmente indicato in 
questo caso, dato che una sistemazione deduttiva del tutto soddisfacente di questo cam- 
po non esiste e in ogni caso molto difficilmente potrebbe essere semplice e intuitiva. 


2.1. Carattere del moto dei punti rappresentativi nel caso di un gas 


Torniamo a considerare le molecole di un gas praticamente perfetto, per il quale sono 
validi i risultati del capitolo precedente. Con l’aiuto delle Tabelle 1.1-1.3 e della rela- 
zione 7= 0.92137 », (che segue dalle Eqq. (1.38) e (1.39)) possiamo determinare la fre- 
quenza media f. delle collisioni di una molecola, che è data ovviamente da 7//, oppure il 
così detto tezzpo libero medio ti, ossia l'intervallo medio di tempo fra un urto e l’altro, 
che è l’inversa della precedente quantità. Si trovano ad esempio i dati di Tabella 2.1 che 
si riferiscono a 0°C e 1 atmosfera. 


Tabella 2.1 - Valori medi pet velocità, cammino libero, frequenza di collisione e tempo libero per 
alcuni gas a 0°C e 1 atmosfera. 


Molecole (cms!) { (cm) 15) To (5) 
He 1.21 x 10° 1.80 x 107° 6.72x 10° 1.48 x 107!° 
H; 1.70x 10° 1.12 x 107° 1.52x 10!° 6.59 x 1071! 
N: 4.51 x 10% 5.99 x 107° 7.54 x 10° 1.33 x 107!° 
O; 4.24 x 10* 6.47 x 107° 6.57 x 10° 1.53 x 107!° 
CO; 3.59 x 10* 3.88 x 10° 9.25 x 10° 1.08 x 107!° 


Come si vede, anche per gas molto diversi i risultati sono simili e mostrano che il nu- 
mero di collisioni per molecola per secondo è sempre grandissimo, cioè il tempo libero 
medio è sempre piccolissimo. 

Notiamo poi che in una collisione lc singole componenti della velocità, come in qua- 
lunque urto di sferette elastiche che si incontrano a caso, variano in genere molto note- 
volmente. Questo vuol dire che nel tempo 7 la situazione dinamica del gas si altera so- 
stanzialmente e giustifica la scelta di 7) come terzpo caratteristico dell’agitazione mole- 
colare del gas. Ben s'intende che dal punto di vista macroscopico e in condizioni di 
equilibrio statistico, la situazione di atrivo è del tutto equivalente a quella di partenza. 
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A rigore, la velocità di una molecola dopo un urto non è interamente priva di correla- 
zione con quella prima dell'urto, ma la correlazione è relativamente debole. Per dare 
un'idea, si trova abbastanza facilmente che nell’urto casuale di sferette rigide (uguali) la 
componente della velocità dopo l’urto rispetto alla direzione iniziale rappresenta in me- 
dia la frazione 0.406 della velocità prima dell’urto: a tale rapporto si dà il nome di pers: 
stenza della velocità. Ciò significa che dopo 4 urti la componente della velocità nella di- 
fezione iniziale è ridotta in media al 2.7% circa, cioè trascurabile. È quanto dire che ba- 
stano pochissimi urti perché il punto rappresentativo della molecola nello spazio delle 
velocità si porti in una regione del tutto diversa da quella primitiva. 

In altri rermini ci accorgiamo che il punto rappresentativo percorre per così dire lo 
spazio delle velocità «in lungo e in largo» con estrema rapidità, per scatti praticamente 
discontinui che corrispondono ad altrettante collisioni. In un solo secondo il numero 
delle posizioni distinte che va a occupare è dell'ordine di 10 miliardi. 

È chiaro che in un'esperienza alla scala macroscopica sarà ben difficile avere un potere 
risolutivo temporale che sia paragonabile a 70. Di regola, il tempo caratteristico sarà ben 
più grande. Per esempio, si potrà produrre nel gas un'onda ultrasonica e ci si riesce fino 
a una frequenza limite di circa 100 megacicli: il tempo proprio del fenomeno che pro- 
duciamo nel gas, cioè il periodo dell'onda 10-*s è dunque ancora di due ordini di gran- 
dezza superiore a 7,. Nel tempo di 10 ogni molecola ha compiuto circa 100 sposta- 
menti attraverso lo spazio delle velocità e per quanto si è detto, le posizioni occupate sa- 
ranno sparpagliate per tutto questo spazio; cento posizioni non sono molte, ma bisogna 
pensare che siamo appunto in un caso limite. Già per una frequenza di un megaciclo, 
facile a propagare nel gas, il numero di posizioni assunte dal punto rappresentativo di 
una singola molecola durante un periodo dell'onda sale a 10*. Bisogna poi tener conto 
che non osserveremo mai una molecola singola ma, di regola, un numero grandissimo di 
esse, cosicché i punti rappresentativi delle molecole che interessano, e fra le quali non 
siamo capaci di fare distinzione, formano nello spazio delle velocità (in condizioni di 
equilibrio) una nuvola praticamente continua e stazionaria con densità proporzionale a 
FALSI 

Non c'è da temere che la distribuzione maxwelliana non raggiunga una sufficiente 
definitezza già in tempi brevissimi. Se per esempio consideriamo un decimo di micron 
cubico di azoto in condizioni ordinarie (che dal punto di vista macroscopico si può con- 
siderare un volumetto «differenziale») esso contiene circa due milioni di molecole i cui 
punti rappresentativi cambiano posizione per collisioni successive nel tempo medio 7 di 
circa 10-!°s. Ciò significa che già in un tempo di 10 7» il numero di situazioni «registrate» 
nello spazio delle velocità è dell'ordine di 107, ciò che permette un'altissima precisione 
statistica. Se poi si volesse passare dai gas ai corpi condensati, in questi si richiederà an- 
che la statistica dell’energia potenziale oltre che di quella cinetica, ma l'enormemente 
aumentata frequenza delle interazioni, a parità di temperatura, renderà la caratterizza- 
zione statistica ancora più pronta ed efficace. 


2.2. Lo spazio delle fasi 


Il punto rappresentativo di una molecola nello spazio delle velocità dà una rappresen- 
tazione della situazione dinamica istantanea della molecola (supposta assimilabile a un 
punto materiale) ma non ci informa sulla sua posizione nello spazio ordinario. Un’in- 
formazione completa si ottetrebbe invece dal punto rappresentativo in uno spazio a 6 
dimensioni, in cui 3 coordinate corrispondono alle componenti della velocità e le altre 
tre alle componenti, per esempio cartesiane, del vettore di posizione nello spazio ordi- 
nario. 

Si preferisce tuttavia una rappresentazione un po’ diversa che utilizza al posto delle 
componenti della velocità i 770zzenti coniugati, o momenti cinetici, delle coordinate. 
Di questi si può dare una definizione semplice, valida nei campi di forze conservative, e 
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cioè la seguente. Dato un sistema di coordinate lagrangiane g1....9;(/f= numero di gra- 
di di libertà del sistema meccanico considerato), l'energia cinetica risulterà una funzione 
E. (9: 4:) delle g; e delle loro derivate temporali é;. Si definisce momento coniugato p; 


della coordinata g; la variabile!’ 


ua n, ZA 
d da. (2.1) 


Nel caso di molecole monoatomiche, per esempio, che si possono trattare come punti 
materiali (questo è un risultato empirico, non un postulato!) e scegliendo per le 4 le 


coordinate cartesiane (91 = x, 4» = Y; 4: = 2) otteniamo per i corrispondenti momenti ci- 
netici 


PD: 3 MX, by => MY), P:=> MZ (2.2) 


che sono poi le componenti della quantità di moto. 

Nel loro insieme le coordinate g; e i momenti p; si chiamano coordinate, o variabili, 
hamiltoniane o anche canoniche. 

I valori a un istante generico delle coordinate canoniche definiscono il sistema mecca- 
nico considerato sia nella sua configurazione (posizione nello spazio ordinario di tutti gli 
elementi che lo costituiscono) sia sotto l'aspetto evolutivo, o dinamico. Si può infatti di- 
mostrare che le velocità 4, si possono esprimere in funzione delle g; e delle p; e quindi 
sono determinate, quando le 4; e f; sono note. 

Con una terminologia introdotta da Gibbs si usa dire che le coordinate canoniche in- 
dividuano istante per istante la fase del sistema. Perciò lo spazio delle variabili canoni- 
che si chiama anche spazio delle fasi del dato sistema. 


Lo spazio delle fasi ha fra le altre questa notevolissima proprietà: ogni superficie chiu- 
sa nello spazio delle fasi, passando dal sistema di coordinate canoniche originario a un 
altro sistema di coordinate canoniche,” si muta in un’altra superficie chiusa che racchiu- 
de il medesimo (iper)volume. 

Vedremo che tale ipervolume, come in genere accade in fisica per le grandezze inva- 
rianti, ha un significato molto importante per le considerazioni che dovremo svolgere. 

Lo spazio delle fasi di una siizola molecola può servire a descrivere istante per istante 
la situazione di tutte le molecole di un gas, in quanto possiamo immaginare riuniti in 
esso tutti i punti rappresentativi delle molecole. Un tale spazio si chiama tradizional- 
mente il u-Razzz (-space). Il p-Raum comprende due sottospazi: quello delle coordina- 
te di posizione, che per molecole puntiformi coincide con lo spazio ordinario, e quello 
dei momenti coniugati. Per molecole puntiformi, adoperando coordinate cartesiane, lo 
spazio dei momenti differisce dallo spazio delle velocità precedentemente introdotto so- 
lo per la scala e quindi già conosciamo il carattere del moto dei punti rappresentativi in 
esso. Nel sottospazio delle coordinate di posizione, cioè nello spazio ordinario, il moto 
di una singola molecola è molto simile, come si è visto, a un moto browniano e quindi 
mostra un carattere diverso dal precedente. L'insieme dei punti però, anche qui, dà luo- 
go a una nuvola che in condizioni di equilibrio è stazionaria, perché per ogni elemento 
di volume il numero di molecole che entrano ed escono in un intervallo qualunque di 
tempo sarà in media uguale. 

La distribuzione dei punti rappresentativi delle molecole di un gas monoatomico nel- 
lo spazio dei momenti si deduce immediatamente dalla distribuzione di Maxwell ed è 


1) Nel caso più generale, l'energia cinetica Exin va sostituita nelia formula (2.1) con la funzione di Lagrange 
del sistema considerato che è essa pure una funzione delle 4; e delle g.. 


2) Le trasformazioni che permettono di passare da un sistema di coordinate canoniche a un altro sistema, 
anche questo canonico, si chiamano trasformazioni edi contatto». 
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data da 
0u(p) = cost. exp (—-L°/27787) (2-3 


dove la costante sarà determinata dalla condizione 


fo. (p) 4°p = N (2.4) 


Ca 


se N è il numero di molecole che si considerano, oppure dalla condizione 


| FINA 1 
fo, (p}4°p = 1. (2.5) 
È 
In quest'ultimo caso 0, non è una densità vera, ma una densità di probabilità. 
La medesima espressione (2.3) si può considerare anche come distribuzione nell’inte- 
ro u-Raum. In tal caso le condizioni di normalizzazione diventano 


{ fo, (p) 4° 4? {o (p)d3 N 
JTo.(p) d°q4%p - Vlos(0)4%P=|, (2.6) 


cioè la costante in (2.3) risulta divisa per V. Il fatto che le coordinate g non appaiano in 
(2.3) riflette semplicemente l'uniformità della distribuzione nello spazio ordinario. 


2.3. Considerazioni sulla forma della distribuzione nel u-Raum 


La forma della distribuzione (2.3) mostra che la probabilità per il punto rappresenta- 
tivo di cadere in un elemento di estensione unitario del u-Raum dipende unicamente 
dall’energia cinetica p°/272 associata a tale elemento, o più precisamente dal rapporto 
di tale energia con £7, rapporto che figura nell’esponente dell’espressione (2.3). 

Per avere una conferma dans ruolo decisivo che spetta all'energia in questo gene- 
re di considerazioni, vediamo cosa succede quando l’energia non è puramente cinetica. 
Il caso si presenta, per esempio, quando si studia il comportamento di un gas (isotermo) 
nel campo di gravità. È una regola generale della meccanica dei fluidi che, in condizioni 
di equilibrio, qualsiasi campo di forza che agisce sulle particelle del fluido dev'essere 
compensato da un gradiente della pressione. Nei caso che ci interessa, in un gas le cui 
molecole hanno massa #7 e in cui la densità numerica è 2, si consideri uno strato di spes- 
sore dz: la forza di gravità — 772 g n 42 che agisce sulle molecole contenute nello strato 
in corrispondenza a un cm° di superficie, dovrà essere compensata da una differenza dp 
di pressione sulle due facce: 


dp=—mgn dz 
da cui deduciamo 


D'altra parte, dall’equazione di stato sappiamo che è f = nkT e quindi troviamo 


E. AGIO 
kT =. mgn 


da cui si ricava la legge, detta della ripartizione baromettrica, 
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n= mexp(— 20gz/kT). (2.7) 


In questo caso, che si presenta in pratica quando si considerano masse di gas la cui esten- 
sione verticale non è trascurabile rispetto a #7/7m2g, vediamo che la distribuzione non è 
uniforme nello spazio ordinario. D'altra parte la distribuzione nello spazio dei momen- 
ti, cioè la distribuzione di Maxwell, continua a valere in ogni punto perché essa varia sol- 
tanto con la temperatura, mentre abbiamo supposto il gas in condizioni isoterme. Ne 
segue che la densità di probabilità nel u-Raum o, sarà il prodotto (normalizzato) delle 
distribuzioni (2.3) e (2.7) cioè avrà la forma 


Qu = COST. exp & + mga)f#r]. (2.8) 


Come si vede, anche qui è il rapporto fra l'energia totale delle molecole ( p ?/272) + 
mgz € l'espressione 47 che entra, esclusivamente, nell'espressione di Qu. 

Si possono dare delle giustificazioni generali del ruolo dell’energia, perché da un lato 
la densità 9, dev'essere una funzione delle variabili hamiltoniane, dall altra deve essere 
indipendente dal tempo in condizioni di equilibrio. Le due esigenze si possono concilia- 
re solo se la dipendenza avviene attraverso delle funzioni delle g e delle ) che sono co- 
stanti, cioè, nella terminologia della meccanica, sono inzegrali del moto. Fra questi non 
c'è dubbio che l'integrale dell'energia ha un'importanza dominante. Altri integrali del 
moto che qualche volta bisogna considerare sono la quantità di moto e il momento della 
quantità di moto dell'intero sistema; questi però intervengono solo nel caso che ci siano 
dei moti traslatori o rotatori macroscopici del sistema considerato, cosa che, per il mo- 
mento almeno, possiamo escludere dalle nostre considerazioni. Non si ritiene che altri 
integrali debbano essere considerati, anche perché un teorema di Poincaré dimostra che 
essi hanno in generale proprietà analitiche non adatte. 

Quanto al carattere esponenziale della dipendenza lo si può giustificare in vari modi, 
ma preferiamo rimandare questo argomento al paragrafo seguente in cui tratteremo un 
caso più generale. Comunque possiamo ammettere come suggerimento empirico che la 
legge di distribuzione nel u-Raum per particelle che interagiscono debolmente fra loro 
sia data da 


0, = cost. exp[—H(p,9)/4T]. (2.9) 


Qui H(,9) è l'energia di una particella generica espressa per mezzo delle variabili ca- 
noniche. Una tale espressione si chiama funzione hamiltoniana o semplicemente hazzz- 
toniana della particella. 

Per calcolare il valore medio di una qualunque funzione A ( p,g) delle variabili ha- 
miltoniane (abbiamo fatto questo nel capitolo precedente per il modulo o il quadrato 
della velocità, pet l’enegia cinetica ecc.) basterà integrare nell'intero p-Raum con la 
densità (2.9) come funzione peso. Scriveremo 

) exp[—H(2,9/KT] (2,9) d’p d°q 
<A> = ì (2.10) 
fexp[H(2,9/4T] dp d%q 


Si chiamano z7edie d'insieme le medie così calcolate ed è tradizionale indicarle chiuden- 
do il simbolo della relativa grandezza fra parentesi angolate. 
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2.4. Caso dei sistemi con interazioni interne 


La più importante limitazione alla quale sono soggette le considerazioni dei paragrafi 
precedenti è che esse si applicano soltanto ad aggregati di particelle molto debolmente, 
o anche molto saltuariamente, interagenti, ciò che è implicito nel fatto di adoperare il 
concetto di energia, o anche di funzione hamiltoniana, di una singola particella. Non si 
può più fare questo quando si passa a considerare gas reali o addirittura corpi liquidi o 
solidi, in cui le particelle vicine sono in costante, intensa interazione. Possiamo ancora, 
naturalmente, studiare la meccanica del sistema ricorrendo alle coordinate hamiltoniane 
delle singole particelle e definire, in particolare, uno spazio delle fasi sotteso da tutte le 
pe q delle particelle componenti che si chiama il I'-Ra477, nel quale ogni punto rappre- 
senta una fase possibile dell'intero sistema. La differenza importante è, però, che 
nell'espressione dell'energia, cioè nella funzione hamiltoniana, ci saranno dei termini 
che dipendono simultaneamente dalle coordiante di due (o più) particelle, cosicché non 
è possibile separare l’hamiltoniana in gruppi di termini ciascuno dei quali contenga sol- 
tanto le coordinate di una particella. 

Il passo decisivo per trattare questi sistemi fu compiuto da Gibbs (1902) e, indipen- 
dentemente, da Finstein qualche anno dopo. Nel caso di un sistema che ha una definita 
temperatura, al quale ci possiamo limitare come il caso più corrente, Gibbs suggerisce di 
ticorrere a una distribuzione nel T-Raum che è ancora data da un'espressione del tipo 
(2.9), cioè 


or(f1...2,41.-G;) = cost. exp[ — H(p1...d591-9)/RT]. (2.11) 


In particolare, la media di una funzione A ( f1...y71.--91) si postula che sia data, in 
analogia a (2.10) da 


{ exp[— H(,@/4T] A(p,9) dT 
<A(p,9)> = (2.12) 
{exp [— H(0,9/kT]4T 


dove si è abbreviata l'indicazione delle variabili e si è posto 
dl = db... dp;dai... dg; (2.13) 


elemento di volume nello spazio delle fasi. Le integrazioni naturalmente sono su tutto il 
T-Raum. 

Si noti che la (2.12), come la sua analoga (2.10), è essenzialmente indipendente 
dall’estensione del sistema che si considera, supposto ovviamente omogenco (a meno 
che non si voglia scendere a dimensioni non più macroscopiche, ciò che naturalmente si 
esclude). Al più, per le grandezze di carattere estensivo, la media sarà semplicemente 
proporzionale al numero di molecole (o grammomolecole) presenti nel sistema. 

Formalmente ogni punto del T-Raum, a cui la densità (2.11) si riferisce, rappresenta 
un sistema della stessa natura di quello considerato, in una particolare fase. Effettiva- 
mente, Gibbs mette alla base delle sue considerazioni l’idea di insieme (ensemble), cioè 
una collezione ideale di copie del sistema dato, considerato in tutte le sue possibili fasi. 
Spesso con lo stesso termine si indica la collezione dei punti nel T-Raum. Gibbs non dà 
alcuna giustificazione fisica della sua idea, contentandosi di mostrare che le conseguen- 
ze che ne deduce sono confermate dall'esperienza. È chiaro però che il metodo di Gibbs 
viene ad affermare, implicitamente, che un sistema si comporta come se fosse «simulta- 
neamente in tutte le sue fasi». 

Nel caso del 4-Raum abbiamo potuto giustificare l'analoga affermazione con conside- 
razioni intuitive fondate sull’altissima frequenza delle collisioni, ma la situazione non è 
essenzialmente diversa per sistemi più complessi. Le interazioni interne riguardano la ri- 
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partizione nello spazio delle coordinate 9 (g-Raum o «spazio delle configurazioni») ma i 
loro effetti sono limitati dal corto raggio d'azione delle forze intermolecolari (ordine di 
grandezza di una diecina di À) per cui i gruppi di molecole effettivamente interagenti 
comprendono un numero limitato di esse e quindi non danno luogo a una grandissima 
varietà di configurazioni. Se si passa allo spazio delle £ si trova che qui le molecole sono 
indipendenti, cosicché si può adoperare un f-Raum a un piccolo numero di dimensioni 
che si riducono a tre sole per molecole puntiformi. In quest'ultimo caso vale ancora la 
distribuzione maxwelliana, almeno fintanto che non si devono prendere in conside:zio- 
ne effetti quantistici, ciò che faremo a suo tempo. 

Il punto essenziale è anche qui la piccolezza dei tempi caratteristici che permettono 
anche agli elementi che appartengono a un solo volumetto elementare (dal punto di vi- 
sta macroscopico) di accumulare in un tempo brevissimo, nel quale l'osservatore macto- 
scopico deve contentarsi di prendere delle medie 0 il «materiale statistico» 
(i insieme dei successivi punti rappresentativi nello spazio delle fasi) necessario a caratte- 
rizzare il comportamento del sistema. 

Un'altra limitazione dell'osservatore macroscopico, oltre al non poter seguire la rapi- 
dissima evoluzione microscopica del sistema che considera, consiste nell’impossibilità di 
distinguere situazioni che LA soltanto per lo scarzbio di molecole o atomi 
uguali. Ne consegue che il T-Raum come lo abbiamo introdotto, in cui ogni molecola si 
suppone catalogata con un'etichetta specifica (per esempio un numero) ha un potere 
rappresentativo enormemente ridondante. Questo non ha alcuna influenza pratica fin- 
ché si trattano sistemi di particelle tutte d'una specie, ma fu mostrato da Gibbs che è as- 
solutamente necessario tenerne conto quando si studiano sistemi con più di un compo- 
nente. 

Gibbs chiamò fasi specifiche quelle in cui ogni molecola ha la sua specifica etichetta, 
come si farebbe in meccanica razionale, e chiamò fas: gereriche quelle in cui si prescin- 
de dall Fiadi idualità delle molecole. Non analizzò in dettaglio le caratteristiche di 
quest'ul ltima rappresentazione (che sono complicate e piuttosto strane) limitandosi a 
stabilire che un integrale fatto nello spazio generico dà un risultato che è la frazione 
1/N!N2!... di quello che si ottiene integrando nella corrispondente regione dello spa- 

zio specifico se N,,N.... sono i numeri di molecole delle varie specie. Una simile corre- 
zione non avrebbe nessun effetto se applicata alla (2.12) cioè al calcolo della media di 
una prendesse dinamica, in quanto il fattore correttivo apparirebbe ugualmente al nu- 
meratore e al denominatore. Riprenderemo più oltre questo argomento dove invece ha 
effetti decisivi cioè nel calcolo dell’entropia (Cap. 7). 

Una volta ammesso il principio che le proprietà di un sistema statistico si devono de- 
durre da quelle di un appropriato insieme nel T'-Raum con un certa densità gr (,9), le 
stesse ragioni viste per l'analogo caso nel u-Raum impongono che gr sia funzione delle 
coordinate canoniche solo per il tramite degli i integrali regolari del moto, dei quali con- 
sidereremo anche qui solo l'energia. Sarà perciò 


er = er(H). (2.14) 


È allora facile dimostrare che a un sistema che possiede una definita temperatura deve 
corrispondere una densità del tipo esponenziale, come anticipato nella formula (2.11). 
Questo segue immediatamente dal significato probabilistico della densità gr e dalla 
proprietà caratteristica dei sistemi macroscopici di potersi decomporre i in elementi de- 
volmente interagenti. Per i gas rarefatti questa decomposizione si può spingere fino alle 
molecole stesse. Per i corpi condensati questo non è possibile, però anche qui se imma- 
giniamo di decompotte il corpo non in molecole o atomi, ma in elementi di volume ma- 
croscopici, le interazioni fra questi risulteranno trascurabili. !! Per elementi mactoscopici 


1) Naturalmente, questo è vero a più forte ragione se invece di elementi si considerano porzioni estese del 
medesimo sistema. 
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si devono intendere elementi molto piccoli alla scala macroscopica, ma ancora molto 
grandi rispetto al raggio d'azione delle forze interatomiche. La proprietà ora enunciata è 
una catatteristica generale dei sistemi macroscopici omogenei ed è la ragione del caratte- 
re estensivo di molte grandezze termodinamiche, come l’energia interna, l’entropia, 
l'energia libera ecc., le quali sono date dalla somma delle corrispondenti grandezze rela- 
tive a ciascun elemento macroscopico. 

Per la dimostrazione che vogliamo fare ci basta di considerare il sistema 2 complessivo 
come decomposto, idealmente, in due sottosistemi X,, X, che risulteranno fra loto indi- 
pendenti. Sarà perciò 


H=H,+H,. (2.15) 


Chiamiamo £,,4: € 2,4 gli insiemi delle coordinate canoniche che compaiono rispetti. 
vamente in H, e in H,. Questi due gruppi di coordinate definiranno due spazi delle fasi 
T.,T, e, detto T lo spazio delle fasi dell'intero sistema, dovrà essere 


dr = dr. dr,. (2.16) 


In P..I° avremo rispettivamente due densità g.( /a,42) € Qs( 23,41). Per la postulata in- 
dipendenza dei due sistemi X,,L,, la probabilità or ( 24:2314a,9s)4 P di trovare il pun- 
to rappresentativo in 4 I dovrà essere il prodotto delle corrispondenti probabilità per 
Ba, Cioè 


Qr( P2:00;9erG:) AL = Qal Pa, do) AT. 024,90) AU. (2.17) 


Tenuto conto della (2.16) e del fatto che le densità devono dipendere dalle rispettive 
energie, verrà 


or (H) = e. (H.) es (H.) 
cioè per la (2.15) 
er (H. + Hi) = 0a (Ha) (H). 


Ma essendo i sistemi tutti delia stessa natura, dovrà essere la stessa la dipendenza delle 
densità dai rispettivi argomenti e questo ci dà l'equazione funzionale 


fx +9) = ff) (2.18) 


che è del tipo incontrato a proposito della distribuzione di Maxwell (Cap. 1, $ 1.3) e 
conduce a una dipendenza esponenziale 


f@) = e. (2.19) 


Si dovrà porre perciò, in generale 


er(H)= ghe?” (2.20) 


dove il segno dell’esponente dev'essere negativo per evidenti ragioni di normalizzabilità 
(si noti che H può andare all’oo). Abbiamo così giustificato la dipendenza esponenziale 
di gr da H. 
Nella terminologia di Gibbs una distribuzione del tipo (2.20) si chiama distribuzione 
canonica, ma è anche spesso indicata come distribuzione di Maxwell-Boltemann. 
Resta ora da determinare in modo più convincente il significato del parametro 8 che 
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ci risulta empiricamente essere uguale a 1/7. Questo sarà fatto nel paragrafo seguente. 


2.5. Connessione con la termodinamica 


Torna più conveniente inquadrare il problema del significato di 8 in una questione 
più generale e cioè la connessione fra grandezze statistiche e grandezze termodinami- 
che. 

Prima di far questo, diamo alla distribuzione canonica (2.20) una forma più adatta 
scrivendo 


er(H)= ef, (2.21) 


F sarà una funzione dei soli parametri di stato, cioè quelli che definiscono dal punto di 
vista macroscopico lo stato del sistema (fra i quali è anche #8), che si dovrà ricavare dalla 
condizione di normalizzazione per gr, considerata come densità di probabilità, e cioè 


fecemgr=1. (2.22) 


Questa equazione, come la precedente, che scriviamo nel modo tradizionale, contiene 
un'evidente imperfezione dimensionale. Infatti 7 T° non è un numero puro, come la 
funzione esponenziale. E invece 


[PF] = [energia - tempo]” = [azione]/ (2.23) 


con f = numero dei grandi di libertà del sistema. Questo segue dal fatto che ogni pro- 
dotto 4;2; ha per dimensione 


[ 2:igi) = [azione] (2.24) 


che è immediato dalla definizione (2.1) di momento coniugato. 

Il modo più conveniente di eliminare questa difficoltà formale consiste nel convenire 
che 4T, in tutte le formule in cui interviene, sta pet 4T'/, dove 4 è una unità «natura- 
le», necessariamente omogena con 4 I: 


RE: Led, (2.25) 
u 


Vedremo più tardi cosa sia questa 4. Per moltissime questioni non è affatto necessario 
introdurre x esplicitamente. 

Notiamo ancora, sempre in via preliminare, che le variabili, oltre a B, che definiscono 
macroscopicamente le condizioni del sistema dovranno trovarsi nell'espressione di 
H(p,g). Tali variabili si chiamano genericamente i parazzezri esterni. Un esempio è il 
campo d'energia potenziale 72gz che abbiamo incontrato al $ 2.3, ma il più comune pa- 
rametro esterno è il volume del sisterna." 


1) In molti casi, dei quali l'esempio più semplice è quello di un gas rarefatto monoatomico, il volume V del 
sistema apparentemente non entra nell’hamiltoniana che è 


H- EH, H- + (pi+ pia pi). 
dal 2 


Ma il fatto che la densità 9 ( ),9) dev'essere presa nulla per i punti esterni a V equivale a introdurre nella 
hamiltoniana H; un termine discontinuo, chiamiamolo Ay{x;,y;,2;), che è zero se P; = (x,,7;,2;) cade in V 
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Premesso questo, notiamo che la grandezza termodinamica di più immediata inter- 
pretazione statistica è l'energia terna U. Essa uguaglierà infatti il valore medio della 
funzione hamiltoniana, cioè avremo 


| o(H) H 41 
U = <H> = _ = { or(H) H4T = {ese H dr, 
foH) 41 


ossia, più precisamente 
U = | eet-HnS1 H(p,g) dT (2.26) 


dove si è messa in evidenza la dipendenza dalle variabili canoniche. 

Si potrà variare U fornendo o sottraendo energia al sistema e questo si potrà fare sia 
variando i parametri esterni, per esempio il volume, sia lasciando che le molecole singo- 
le scambino energia in modo disordinato con le molecole di altri corpi coi quali il siste- 
ma è a contatto, o eventualmente, nel caso che ci sia irradiazione, con gli oscillatori vir- 
tuali del campo elettromagnetico. Nel linguaggio termodinamico, il primo caso cortri- 
sponde a uno scambio di lavoro e il secondo a uno scambio di calore. Per la conservazio- 
ne dell'energia, con le solite convenzioni per i segni e cioè il lavoro dL è positivo se forni- 
to dal sistema, mentre il calore dQ è positivo se fornito 2/ sistema, si dovrà avere 


Al iL +80; (2.27) 


A norma della (2.26) U è una funzione dei parametri di stato e la sua variazione è un 
differenziale esatto, mentre dL e 80 possono esserlo 0 no a seconda dei casi. In una tra- 
sformazione infinitesima reversibile il BL si potrà esprimere con la formula 


è <E; dH di> > —E < dH > da (2.28) 
da, da, 


deve con 4; si sono indicati i parametri esterni e le parentesi angolari indicano le medie 
sull’insieme (necessarie per liberarsi dalle coordinate hamiltoniane che figurano in 
0H/04;). Il più semplice esempio di espressione del tipo ora scritto è la familiare espres- 
sione paV. Si noti che di ui non si tratta di un differenziale esatto perché in genera- 
le le grandezze 07/94, potranno dipendere da altri parametri di stato olcre a quelli che 
appaiono nell'espressione stessa. 

Consideriamo ora una trasformazione infinitesima reversibile in cui vatiano tanto i 
parametri esterni quanto il parametro 6. Avremo dalla (2.22) che dovrà essere 


è fes&#2 dr = 0 


[ee] 
cioè 


{esco [6(6F) — 6(BH)] 40 = 0 


(ce) 


Sarà d'altra parte 


$(6H) = Hò6 + BSH = Hò8 + BE, ]<a 84, 
4; 


ed è infinito se P, cade fuori di V. Questo salto discontinuo dell’energia ai confini della regione accessibile 
al gas, e di cui si tiene conto semplicemente limitando gli integrali in 4g, rappresenta ovviamente l'impe- 
netrabilità delle pareti. 
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e petciò 


È 
{ ogm |8(8F) = big — Pi, SE 5a | dT = 0. 
da; 


Dei termini in parentesi quadra, il 1° non contiene le coordinate canoniche e perciò in- 
tegrato dà semplicemente sc stesso, a causa della condizione di normalizzazione; il 2°, 
per la definizione (2.26) di Udà —U5d6 e il 3° per la (2.28) si trasforma in #8 SL. Si ha 
dunque 


$(BF)— USB +B6L=0. (2.29) 


> 


Eliminando 6. per mezzo dell’equazione della conservazione dell’energia (2.27) rimane 
6(GF) — U 68 + p(60 — 6U)= 0 
ossia 
650 = $(BU)— 8(BF) = 6 [B(U— F)]. (2.30) 


Ma B(U — F) è una funzione dei parametri macroscopici, cioè una funzione di stato, 
sicché l'equazione ora trovata ci dice che 880 è un differenziale esatto. Da ciò deducia- 
mo che 8, come fattore integrante del 30 nelle trasformazioni reversibili, dev'essere 
proporzionale all'inversa della temperatura termodinamica: cioè si deve avere 


B = FF (2.31) 


come si era anticipato. Naturalmente il valore di (1.38 x 107!° erg K°') non può essere 
dedotto che dall'esperienza. 
Combinando le equazioni (2.31) e (2.30) si ricava 


da cui segue 


SQ _ 4 - d (L=) 
T T 


dove S è l'entropia del sistema. Questa relazione si integra in 


U— F 
Te esa 2.32 
7 (2.32) 


che lascia una costante additiva indeterminata in S. Questa equazione è importante pet- 
ché ci dà il significato termodinamico della grandezza F introdotta con l'equazione 
(2.21). Avendosi 


F=U—TS (2.33) 
riconosciamo l'energia libera di Helmholtz. 


Ricordiamo un paio di nozioni elementari riguardo a questa grandezza. In una tra- 
sformazione infinitesima reversibile c isotetrma — èF dà il lavoro 8L compiuto dal siste- 
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ma (verifica: se f è costante, la (2.29) dà B6F + BòL = 0). Se, in particolare, si tratta di 
un fluido si avrà dL = p@V e quindi 


pe -() (2.34) 


Ancora, dall'equazione (2.29) per trasformazioni a parametri esterni costanti viene 
(6L = 0) 


8(4F)-—Uòd8=0 


e con 8 = 1/47, notando che le variazioni sono veri differenziali, si ha 


da cui 


pos: re (8L=0). 


Siccome usualmente la condizione dI = 0 si riduce a V = costante, questa equazione si 
scrive per lo più nella forma 


Eta (de) (2.35) 
dT/v 

ed è l'equazione di Gibbs-Helmholtz. Ricordare che Fe U sono sempre definite rispetto 
a uno stato di riferimento che può essere uno degli stati fra cui si fa avvenire una trasfor- 
mazione. 

Se torniamo all’equazione di normalizzazione (2.22) e risolviamo rispetto a F (ovvia. > 
mente il fattore ef" può essere portato fuori dal segno d’integrale perché né 8 né F con- 
tengono le coordinate canoniche) troviamo 


e87 = {et dr (2.36) 


(Co) 


da cui segue 


BE = — In fexp[— H(p,9)/#T] 4T 


CA) 


ossia 


F=— 4TIn fexp[—H(p,9)/KT]4P. (2.37) 


(o) 


L’integrale che appare al 2° membro di questa equazione, cioè 


1= fexp[—H(0,9/4T]4F (2.38) 
si chiama integrale di fase ( phase integral). Come si vede, la sua struttura è più sempli- 
ce dell’integrale che appare nell'espressione di U. Inoltre, per mezzo dell’integrale di 
fase, si viene ad esprimere F in funzione di T'e dei parametri esterni, nel caso più sem- 
plice il volume V. Espressa per mezzo di queste variabili la Fha qualche analogia con un 
potenziale, in quanto si possono formulare le condizioni di equilibrio (isotermo, isoco- 
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ro) annullando il differenziale totale 4F. Talvolta viene perciò chiamata porenziale ter- 
modinamico a T e V costanti. 


2.6. Alcune applicazioni della distribuzione canonica 
4) Miscuglio di gas perfetti: energia libera ed equazione di stato. 


L'hamiltoniana e il 4T per un miscuglio di gas perfetti saranno dati, scegliendo coor- 
dinate cartesiane per le molecole, supposte monoatomiche, da 


H=-L4L Ln (L° = dì + DI + DI) (2.39) 
asl 22, i 
V N 
dl = IHII4'ipy dn (1 = (x,7,2)). (2.40) 


Qui \ numera le v specie molecolari presenti con N, molecole ciascuna. 
Corrispondentemente l'integrale di fase sarà 


» N 
fa Vici exp [62 sa Lal. 
N 
III dp d°n;. (2.41) 
Questo integrale si può scomporre in " 
Ps Il kh: 


con 
fi # | sia | exp (— B pi/2mr:) dpr dn è 


Evidentemente ciascun A; è un integrale di fase per una singola molecola, cioè nel 
u-Raum. Questa decomposizione è un esempio della proprietà di fattorizzazione 
dell’integrale di fase, quando nell’hamiltoniana sono assenti termini di interazione, 
cioè dipendenti dalle coordinate di più di un elemento del sistema. A causa della dipen- 
denza logaritmica delle funzioni termodinamiche (Eq. (2.37) la fattorizzazione di I 
porta alla separazione di tali funzioni in somme di termini, ciascuno dei quali si riferisce 
a uno degli elementi indipendenti del sistema. 
L'integrale I, si può scrivere, 


(a) 


Ly = VT exp(— 6 2°/27) 47 p? db, 
che per la (1.30) dà il risultato 


ke i (2.42) 


Ne viene 


N, 3N,/2 
(e 0, i î (2.43) 
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Y 


e quindi, per la (2.37) 
F= —4TZ N In[V(2rmkT)?]. (2.44) 


Applicando l'equazione (2.24) verrà 


E (fe) Pe rg\p (2.45) 


In questa abbiamo non soltanto l’equazione di stato del gas, ma anche la legge di Avo- 
gadro e quella di Dalton. Vediamo infatti che il numero totale EN, delle molecole di- 
pende da »,7,V ma non dalla natura di esse, mentre ciascuna specie molecolare contri- 
buisce, in proporzione al rispettivo numero di particelle, alla pressione totale D. 


5) La distribuzione canonica come funzione dell'energia totale in un gas perfetto. 
Consideriamo per semplicità un solo costituente. Si avrà 
- 3 
2 2: 2 
B |E- (1/22) Li (84 b dî | 


che dipende solo dagli impulsi. Portando perciò l’attenzione sullo spazio degli impulsi 
avremo, integrando sulle coordinate di posizione, 


B|F- 0/22) E (pi + piè + n] 


er = exp 


e = VV” exp 


pet la densità di probabilità in questo spazio. Notando che 


Z (pi + pà + pa) 


è il quadrato del vettore di posizione R nello spazio degli impulsi, si vede che conviene 
introdurre un sistema di coordinate polari, ottenendo, per la probabilità 4P che il punto 
rappresentativo cada nella regione compresa fra le ipersfere di raggi R e R + 4R, l’espres- 
sione 


dP = VW exp {BIF— (1/22) R°} f(R)aR. 


Qui f (R)dR è l'elemento di volume nello spazio degli impulsi cioè l'equivalente, 
nell’iperspazio che consideriamo, della familiare espressione 47,245 valida nello spazio 
ordinario. Ragioni dimensionali impongono che in uno spazio a 3N dimensioni l’ele- 
mento f (R)@R sia della forma 


f(R) dR = g(3N) RIN dR (2.46) 


dove g è una funzione del numero di dimensioni che si potrebbe anche ricavare, ma che 
per il momento non interessa. Resta dunque 


dP = V“ g(3N) exp G[F— (1/27) R°]} RIN dR. 


Il parametro R è legato ovviamente al valore numerico E! dell'energia totale H dalla re- 
lazione 


1) Valore istantaneo, fluttuante, da non confondere concettualmente col valore dell’energia U che è un valo- 
re medio. 
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be rl E 
277 


e perciò la precedente equazione si trasforma in 
dP = Cee EGNA dE (2.47) 


dove si sono raggruppate in una sola costante le grandezze indipendenti da £ e volendo 
la costante si determina dalla condizione di normalizzazione, cioè 


E=® 


{ d4=1 


E=0 
Come si vede, la distribuzione dell'energia è una funzione del tipo 
p=eta (2.48) 


che ha un massimo (e uno solo) per 


(2.49) 


cioè, nel caso presente, per 


I 


E, = at vs - (AN 1) 67 


che non differisce sensibilmente dal valore medio 


Wa & MEF, 
2 


Per vedere l'andamento della distribuzione intorno al massimo, poniamo x = x + € 
con e<x. Viene dalla (2.48) 


yote) = 9 (x0) e (i + «) 3 i (2.50) 
Xo 
Si ha d'altra patte 
EA i Î i 
in (1 +< ) = £ E + termini trascurati 

xo } Xo 2 \x%o 

da cui si ricava 
n È 


e per la (2.49) 
yr { È 
(1 + si = ef exp È <) È 
Xo 2 \x / 
Portando questo risultato nella (2.50) si ottiene 


y(x + e) = Y (%) exp (a 26), (2.51) 
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La funzione considerata si comporta dunque, intorno al massimo, come una gaussiana 
come mostrato in Fig. 2.1. Se ne può valutare la larghezza col prenderne la standard de- 
viation che è quel valore Ax di e che rende l'esponente eguale a 1/2. Si trova 


Ax = rn. (2.52) 


I valori di # e x) nel caso che ci interessa si hanno dal confronto delle equazioni (2.49), 
(2.48), (2.47). Il risulato per la standard deviation dell'energia è 


x1/2 


AE = E (N PE i) i (2.53) 


che, pensando all'enorme valore di N per qualunque quantità macroscopica del gas, ci 
dà un'idea dell’estrerna acutezza del massimo della distribuzione. 
Senza errore apprezzabile si può anche scrivere 


ci 1/2 
sr - (8) - (0) 630 


Naturalmente, questo carattere fluttuante dell'energia deriva dalle interazioni con 
l’ambiente a temperatura costante, cioè concettualmente un termostato, nel quale il si- 
stema che si considera dev'essere supposto immerso perché la sua temperatura risulti de- 
finita. 


4E+E, (0) 


Ep(-U) di 


Fig. 2.1 - Distribuzione canonica come funzione dell'energia; AF rappresenta la standard 
deviation. 


c) Equipartizione dell'energia 


Riprendiamo ancora una volta la condizione di normalizzazione per la distribuzione 
canonica, scrivendola nella forma 


| SE | e8FA de, der... de = 1 


dove si sono indicate le coordinate canoniche, arbitrariamente ordinate, con c1,02...0; 
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(f = numero dei gradi di libertà del sistema). Applichiamo la regola dell’integrazione 
pet parti all'integrazione rispetto a 401, prendendo questo come fattore differenziale. 
Verrà 


la | ci | e) der...d0y i + la de, ii eB FA) esi dersideg = 1: 


li 


Il caso interessante si ha quando il primo termine si annulla e questo può avvenire se 
l'energia diventa infinita ad ambedue i limti per c,. Esempi di notevole interesse fisico 
sono i seguenti: 


1) ci è una coordinata di posizione x che può variare da — co a + co e la dipendenza 
dell'energia da x è dovuta (soltanto) a un termine armonico Ax; 


2) c, è un momento coniugato /, e la dipendenza dell'energia avviene (soltanto) at- 
traverso il corrispondente termine dell'energia cinetica p2/2 72. 


Nelle condizioni dette, si ha dall’equazione precedente 


ei ee c, SH do; dos Le: 
dc, B 


Ma il primo membro non è altro che la media del prodotto c, (94H/4c;). Si ha dunque 
<e $H > = &T (2.55) 
per tutte quelle variabili canoniche che soddisfano alle condizioni dette. 


Nel caso 1) si ha 
d 
(Ax)= 2Ax 
(Ax) 


e perciò si trova 


dAd = = de 7, (2.56) 


Nel caso 2) è 


e quindi viene 


1 2 sa 
-— da pia n 2.57 
e ; (2.57) 


Le espressioni (2.56) e (2.57) sono le medie dei contributi all'energia del sistema da 
parte delle coordinate canoniche rispettive, o anche, come si dice, dei corrispondenti 
«gradi di libertà» e si vede che tali medie valgono in ogni taso 47/2. Questo spiega il no- 
me di teorema dell’e Pea dell'energia (sottinteso fra i gradi di libertà) dato alla 
proprietà espressa dall’Éq. (2.55). 

Si noterà che in tale equazione appare la derivata dell’hamiltoniana del sistema ri- 
spetto a una variabile canonica: di regola questa si riferirà a un singolo elemento micro- 
scopico e perciò il procedimento è valido finché si può trattare l'energia degli elementi 
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microscopici come una vatiabile continua, cioè fino a quando gli effetti della quantizza- 
zione sono inapprezzabili; esempio tipico: l'energia cinetica di traslazione delle moleco- 
le di un gas perché, in condizioni ordinarie, i relativi livelli quantici sono estremamente 
fitti. Vedremo però che il teorema dell'equipartizione cessa di valere appena acquista 
importanza il carattere quantistico del moto. 


2.7. Significato statistico dell’entropia 


Il significato statistico dell’enttopia è così notevole che merita dedicargli un paragrafo 
a parte. 

Si può ottenere l'entropia S dalla (2.35), notando che (F-U)/7 = — S, oppure dal 
differenziale dell'energia libera F 


de = dU—d{(15)= —pdV— SAT, 


ottenendo in ogni caso 


dF | 
Sai 2.58) 
(57), 058) 
che riporta il calcolo statistico di Sa quello di F, ossia a quello dell’integrale di fase (Eq. 
(2.38). 

Il significato statistico di S' si vede meglio, però, prendendo altre vie. Ad esempio si 
può partire dall’identità 


ep (EH) (F-H) dr = L (RU) = È 


I. ep (EZ)L EH) dT 


che equivale a 
s=-4°orlnord0. (2.59) 


Questa formula fa vedere che S è proporzionale alla media di Ing, che d’altra parte è 
una misura dello sparpagliamento dell'insieme nel T-Raum. Che questo sia il significa- 


to di un'espressione del tipo ora scritto lo si vede più facilmente ragionando sull’analoga 
espressione valida per una distribuzione discontinua, cioè 


—Lp.lnp, (2.60) 


dove », sono le propabilità di certi 2 eventi che si suppongono coprire tutti i casi possibi- 
li in modo che sarà, al solito, 


N 1 
di 1. 


Se le »; sono tutte uguali, la (2.60) diventa semplicemente 


Elementi della meccanica statistica classica 53 


—a(1 ln DIE ina 

n n, 

che è una funzione crescente monotonamente con 7, cioè col numero delle possibilità, 
ossia con lo sparpagliamento della distribuzione, mentra va a zero nel caso # = 1 in cui 
le possibilità si riducono a una sola (sparpagliamento nullo). Quando le probabilità f; 
non sono uguali, la cosa più naturale sembra quella di prendere come misura dello spar- 
pagliamento la media pesata dei loro logaritmi cambiati di segno, cioè proprio la (2.60). 
A parte il fattore £, la (2.59) non è che la generalizzazione dell’espressione (2.60) al caso 
delle probabilità continue. 

Quello che è, sostanzialmente, il medesimo argomento si può presentare in un modo 
differente, che ha una sua notevole importanza. 

Cominciamo col notare che l'entropia, come la temperatura, è una grandezza tipica- 
mente statistica, cioè definibile soltanto per sistemi composti da un gran numero di ele- 
menti. In queste condizioni abbiamo visto, nell'esempio del gas perfetto, che la distri- 
buzione canonica è sensibilmente diversa da zero soltanto in una ristretta zona AT dello 
spazio delle fasi (in genere multiplamente connessa) intorno alla superficie H = U. Per- 
ciò se scriviamo la condizione di normalizzazione per la distribuzione canonica nella for- 
ma 


{ ep(EzH)ar = exp (E=<U2 )ar =. 


il valore medio <U > che si dovrà introdurre non può differire sensibilmente da U. 
Sicché ponendo <U > = U l'equazione che si ottiene, cioè 


cxp(£2%)ar = (2.61) 


si può considerare come la definizione del AT. Prendendo i logaritmi dei due membri si 
ricava 


e aid UU, 


RT 
ossia 
S= kIn AT (2.62) 
o anche 
AT = exp(5/£). (2.63) 


Da queste equazioni risulta che l'entropia è legata all'estensione dello spazio delle fasi 
in cui i punti dell'insieme che caratterizza statisticamente il sistema sono praucamente 
confinati. î 

Introducendo la funzione T(£ ), che dà il volume del T-Raum, che contiene tutti 1 
punti per cui si ha H < E, si potrà anche mettere AI' nella forma 


or I 
AT = | AE (2.64 
dE LL. ea 
Questa equazione, insieme a una qualunque delle precedenti fissa il AE, che riuscirà na- 
turalmente dell’ordine della standard deviation per l'energia, che abbiamo valutato nel 
caso particolare del gas ideale. 
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Inversamente, prendendo per AF ia larghezza della distribuzione canonica, si può 
prendere la (2.64) come equazione di definizione per AT e ricavare l'entropia dalla 
(2.62). 

È opportuno notare che in un procedimento di questo genere, solo l'ordine di gran- 
dezza (o addirittura l'ordine di grandezza dell'ordine di grandezza) di AF importa. In- 
fatti un fattore arbitrario n introdotto nel valore di AF e quindi in quello di AT produce 
solo uno scarto £ Inn nel valore di Se questo a causa della piccolezza di 4 è trascurabile 
per qualsiasi sistema macroscopico, finché Inn si mantiene trascurabile in confronto al 
numero delle molecole del sistema. Le variazioni di entropia in una trasformazione sono 
dell'ordine di Né, in condizioni ordinarie di sperimentazione. A questo fatto si allude 
(Boltzmann) parlando dell’«insensibilità» della formula (2.62) rispetto alla precisa defi- 
nizione del AT. In altri termini: stati macroscopici che differiscono sensibilmente come 
entropia devono avere dei AT che differiscono di molti ordini di grandezza. 

Seguendo un'idea proposta per la prima volta da Boltzmann, si prende AT come una 
misura del nuzzero di stati microscopici che corrispondono allo stato macroscopico dato. 
Questo concetto di stati numerabili è giustificato a rigore soltanto nella meccanica quan- 
tistica, la quale tuttavia conferma l’intuizione di Boltzmann. Vedremo infatti più avan- 
ti che, sotto certe condizioni che preciseremo, in pratica costantemente realizzate, a cia- 
scuno stato quantico si può far corrispondere un volume £° dello spazio delle fasi gencri- 
che,’ con 4 costante di Planck e fil numero dei gradi di libertà del sistema. 

Si vede facilmente che una volta ammessa la connessione fra entropia e numero degli 
stati microscopici, il tipo logaritmico della dipendenza ne viene subito come conseguen- 
za del carattere additivo dell’entropia. Si abbiano infatti due sistemi X, e E, della stessa 
natura e nelle stesse condizioni di stato, in modo che riunendoli a formare un unico si- 
stema E «non succede nulla». Si sa dalla termodinamica che si avrà 


Sa Sh+S, 


poiché l’entropia è una variabile estensiva. Il numero Nx di modi di realizzare lo stato 
del sistema È sarà il prodotto dei numeri Ng;, Ns: dei modi di realizzazione (indipen- 
denti!) di X, e Z.. Se dunque deve essere S = (N) si dovrà avere 


f(Nei Noa) = f(Nxi) + f(Nu). 


Ma l'equazione funzionale f (xy) = f(x) + f(y) ha per soluzione f(x) = 4 In x. Con 
4a = k si ha perciò 


S=&kInNs (2.65) 


c con Nr misurato da AT, ne risulta la (2.62). 

Per molte questioni il numero assoluto degli stati microscopici non ha importanza. 
Non è però sempre così, anche limitandosi a quei sistemi in cui gli aspetti quantistici so- 
no trascurabili dal punto di vista dinamico, come per esempio i gas in condizioni ordi- 
narie, ma questo risulterà più chiaro nel seguito. 

Sempre seguendo Boltzmann, il numero degli stati microscopici nel AT sopra defini. 
to si interpreta come una misura relativa della probabilità di realizzarsi dello stato mi- 
croscopico considerato, sotto le assegnate condizioni macroscopiche, cioè per esempio 
con una certa energia interna U; occupando un certo volume V, a una certa temperatura 
Tecc.. 

Perché l’interpretazione detta abbia un senso è necessario che i singoli stati microsco- 


1) Vedi $ 2.4. Conforme a quanto detto in tale paragrafo, il volume corrispondente nello spazio delle fasi 
specifiche (quello ordinariamente considerato) sarà N! 4°. Su queste cose dovremo tornare in seguito. 
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pici appartenenti al AT siano eguiprobabili. Oggi si preferisce fondare questa afferma 
zione sul postulato dell'eguiprobabilità a priori degli stati quantici. Secondo questo po- 
stulato tutti gli stati quantici di un sistema che corrispondono alla stessa energia sono 
ugualmente probabili. D'altra parte, gli stati che cadono nel AT coprono un campo 
d'energia di larghezza AE = UN"! (N = n? delle particelle del sistema), cioè trascu- 
rabile, e perciò segue dal postulato che tutti gli stati nel AT sono equiprobabili in quan- 
to isoenergetici". 

Questo significa che il punto rappresentativo P nel suo moto nel AT che praticamen- 
te coincide con l’ipersuperficie H(,9) = U, non ha alcuna preferenza per una regione 
piuttosto che per un'altra. 

Questa proprietà ha sollecitato l'interesse di parecchi fisici matematici che hanno cer- 
cato di dedurla dalle leggi della meccanica classica. Boltzmann fu il primo a proporre 
un'ipotesi che, successivamente elaborata, oggi si designa col nome di teorema ergodi- 
co. Questo afferma che la traiettoria di P su una superficie H ( ),9) = E passa, col ten- 
dere del tempo a 0, vicino quanto si vuole a qualunque punto della superficie stessa; è 
però in realtà ancora un'ipotesi. 

Date le condizioni schematiche (tempo infinito, sistema rigorosamente isolato, uso 
della descrizione in fsi specifiche) il teorema ergodico non è molto efficace per illumi- 
nare il significato degli insiemi statistici, che è in fondo quello che conta. Rimandiamo a 
quanto detto al $ 2.4 circa la costituzione della nuvola di punti nello spazio delle fas: ge- 
neriche al quale le considerazioni precedenti vanno realmente applicate. Nessuno dubi- 
ta che in tale processo il punto rappresentativo si muova in un modo pressoché casuale 
cosicché la probabilità di reperirlo in un dato elemento di volume del AF sia indipen- 
dente dalla posizione di tale elemento. Se però questo carattere sia dovuto alla compli- 
cazione dei sistemi che si considerano, in particolare al numero grandissimo di gradi di 
libertà, oppure dipenda essenzialmente dalle inevitabili perturbazioni esterne, si può 
considerare ancora come una questione aperta. 

L'aumento dell’entropia nei processi irreversibili acquista attraverso i ragionamenti 
ora esposti un significato statistico evidente: si tratta infatti per il sistema di evolvere ver- 
so lo stato di massima probabilità, compatibile con le condizioni imposte. In questo 
modo il 2° principio della termodinamica viene ad essere giustificato dalla meccanica 
statistica, ma perde il carattere di legge rigorosa per diventare una legge probabilistica 
che stabilisce cioè il comportamento più probabile, e quindi implicitamente non il solo, 
dei sistemi. Questo carattere probabilistico non ha conseguenze pratiche perché, come 
si è visto, ogni deviazione del comportamento più probabile è praticamente eliminata, 
quando si tratta di sistemi realmente macroscopici, a causa del numero grandissimo di 
clementi nella statistica che rende piccolissime le fluttuazioni relative. 

Lo stato di equilibrio deve necessariamente corrispondere allo stato di massima proba- 
bilità perciò l'entropia sarà sempre massima all'equilibrio. Questa affermazione signifi- 
ca in particolare che qualsiasi distribuzione che descriva il sistema in condizioni di equi. 
librio deve essere tale da rendere massima l'entropia, sotto le condizioni imposte al si- 
sterna. La distribuzione uniforme di densità di un gas in assenza di campi, la sua distri- 
buzione barometrica nel campo della gravità, la distribuzione maxwelliana delle veloci- 
tà o la stessa distribuzione canonica (della quale la distribuzione maxwelliana è un caso 


1) Per quel che riguarda il computo del numero degli stati 0, ciò che è lo stesso, il volume complessivo corri- 

spondente, non cambierebbe nulla includendo tutti gli stati con E < U, cioè se al posto del AT si pren- 
desse il volume T considerato nell’Eq. (2.64). In realtà così facendo si viene ad aggiungere un volume c 
quindi un numero di stati del tutto trascurabile. 
È questa una peculiarità degli spazi multidimensionali che si può capire dalia forma del differenziale sferi 
co di volume (2.46). Per effetto dell'esponente grandissimo con cui il raggio R vi appare, il contributo al- 
l'integrale fra 0 e R viene «tutto» dalla regione immediatamente adiacente a R. Si verifica subito che la 
funzione integranda cade dal valore massimo che ha all’estremo superiore a una frazione 1/7 di esso in un 
tratto AR = — R Inz/N, trascurabile anche per » molto grande (qui N è il numero di dimensioni) 
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particolarissimo), sono solo pachi esempi di risultati che si potrebbero ottenere dalla 
condizione di massimo per l'entropia. 

In modo complementare, si può valutare la probabilità di occorrenza di una data de- 
viazione di una distribuzione, o di un parametro, dal suo valore più probabile col calco- 
lare il valore S che ne risulterebbe per l'entropia. La probabilità relativa alla data devia- 
zione è allora espressa da exp [(S — So)/£] dove con Si si è indicato il valore d’equili- 
brio dell’entropia. Si ha così un metodo, proposto per la prima volta da Einstein, di stu- 
diare le fluttuazioni intorno all'equilibrio. È quello che faremo nel paragrafo successivo. 


2.8. Fluttuazioni 


È una caratteristica dei sistemi composti da un gran numero di elementi che molte 
delle grandezze che li descrivono dal punto di vista macroscopico fluttuano intorno ai 
loro valori medi. 

Uno dei modi più comuni di valutare l’entità delle fluttuazioni di una grandezza x è 
quello di dare lo scarto quadratico medio 


(0x%?_ = (x. (2.66) 


Sviluppando il quadrato si ha immediatamente l'identità 


(0 = FE - (2.67) 


A titolo d'esempio, applichiamo questa relazione per trovare lo scarto quadratico medio 
dell'energia in condizioni di distribuzione canonica, cioè nel caso di equilibrio con un 
termostato, e restando costanti i parametri esterni. 

Dalla condizione {| e#4#°7T = 1, variando il solo parametro 6, otteniamo 


dî _ f eso (AE) _ H)ar = 0, 
9R de) 


da cui segue 


BF) _ { g&F4% Hdl = H. (2.68) 


08 


Derivando ancora rispetto a 8 verrà 


0°(B F) - fee (UEL) — H| Her = 06 F) H_- KH 
dB? L 38 


e per la precedente 


POGF), » H — Hi. 
38° 


Applicando la (2.67) abbiamo perciò 


Wuy è — = (2.69) 
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o anche, per la (2.68) 


WHY = = (40) (270) 


dove l’indice V/ ricorda che i parametri esterni, c quindi in patticolare il volume, devono 
rimanere costanti. Introducendo 1/#T al posto di 6, la precedente si trasforma in 


6H) = 4T* (4) 1° (2.71) 
(60H) aT), ( 


dove cy è la capacità termica a volume costante del sistema. La piccolezza delle fluttua- 
zioni è messa in evidenza dal fattore «microscopico» £. Questa formula fu data, indipen- 
dentemente, da Gibbs e da Einstein. 

Il risultato ora ottenuto è stato facile da ricavare perché l'energia già figura nelle for- 
mule di partenza. Per studiare altre grandezze occorrono però dei metodi più generali, 
il più semplice dei quali si basa sulle considerazioni del paragrafo precedente. In questo 
abbiamo visto che l'entropia dà, in scala logaritmica, la probabilità di una configurazio- 
ne generica, quindi anche fluttuante, del sistema. Volendo studiare le fluttuazioni di 
una grandezza x intorno al suo valore medio x, seguendo questa via, dovremo per prima 
cosa trovate la dipendenza 5(x) dell’entropia da questa grandezza. Naturalmente la fun- 
zione S(x) conterrà anche altre variabili, che indicheremo con y,, alle quali attribuiremo 
il valore normale, ciò che equivale in particolare a tenerle costanti, anche se in realtà po- 
tranno fluttuare intorno ai loro valori medi. Tenendo conto che S deve essere massima 
all'equilibrio, lo sviluppo di S(x) sarà del tipo 


Sf) = So) — (x — xo)? + termini di ord. sup. (2.72) 


»n|e 


con 


a=-(25 
dx 


La probabilità 4P che il valore di x cada fraxe x+ dx sarà pet quanto si è detto al pa- 
ragrafo precedente: 


sO, 0 


P = costante (I pla (2.74) 


Prendendo i termini fino al 2° ordine nello sviluppo (2.72) si vede che la distribuzione è 
in prima approssimazione una gaussiana 


dP = costante exp |- ana] (2.75) 


con standard deviation al quadrato espressa da 


(ola Li sù 


La verifica che questa formula riporta alla (2.71) nel caso dell’energia che fluttua, i 
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parametri esterni restando costanti, è immediata ricordando la relazione termodinamica 


(80) 


CAN) 2 1 (4) 
9U? }, T°\dU }v 


che introdotta nella (2.76) dà la (2.71). 


tale 


da cui segue 


2.9. I calori specifici in statistica classica 


Per concludere queste nozioni sulla statistica classica, ricordiamo alcune applicazioni 
del teorema dell’equipartizione al calcolo dei calori specifici. 

Il caso più semplice è quello di un gas mzoroatorzico. Qui si suppone che i moti siano 
puramente traslatori (le ragioni di questa limitazione non si possono trovare nella mec- 
canica classica). Siccome si tratta di termini del tipo 52/272 nella hamiltoniana, e ogni 
molecola ne contribuisce 3, ne risulta, come già sappiamo, l'energia 347/2 per moleco- 
le, cioè U = 34T/2 per grammomolecola. Ciò dà un calore specifico costante 


Cv = È R 
2 
ben verificato dall'esperienza. 

Nelle molecole row m20nostorziohe, oltre al moto di traslazione c’è un contributo do- 
vuto ai moti di rotazione. Se la molecola si considera come un corpo rigido e si suppone 
che moti intorno a un certo asse, la posizione può essere specificata da un angolo è 
e l'energia cinetica di rotazione sarà / 9?/2 dove I è il momento d'inerzia relativo al- 
Vasse considerato. Il corrispondente momento cinetico è perciò pa = 19 e l'energia ci- 
netica può essere espressa da 3/2 7. Si tratta questa volta del caso 2) del $ 2.6 e il teore- 
ma di equipartizione dice che ci sarà un'energia media £#T/2 associata al moto conside- 
rato. 

Un corpo rigido ha tre gradi di libertà di rotazione, ma anche qui intervengono delle 
limitazioni al moto. Per le molecole biatomiche esiste un largo campo di temperatura in 
cui l'incremento di Cy rispetto al caso precedente non è 3R/2 ma soltanto 2R/2. Si deve 
supporre che resti inibito uno dei gradi di rotazione, che per ragioni di simmetria non 
può essere che quello intorno all’asse di figura della molecola. A remperature molto 
basse o molto alte subentrano altre complicazioni nelle quali non è il momento di entra- 
re: lo stesso si dica per le molecole composte di più di due aromi. 

Un altro caso semplice è offerto dai 50/4! m2onoatorzici. Si può pensare che in questi 
il moto termico consista in oscillazioni degli atomi intorno alle posizioni di riposo ed è 


naturale supporre che tali oscillazioni siano almeno in prima approssimazione armoni- 
che. Ciascun atomo rappresenta allora un oscillatore tridimensionale e il teorema 
dell’equipartizione di applica sia all'energia potenziale che all'energia cinetica (casi 1) e 
2) del $ 2.6). Ne risulta un'energia media di 6£4T/2 per atomo, ossia 6RT/2 per gram- 
moatomo. Ciò comporta un calore specifico a volume costante 


Con R espresso in calorie/K (R = 2) si ritrova l'abituale enunciato della legge di Dulong 
e Petit, secondo la quale il calore atomico di un solido è circa 6 cal K-'/grammoatomo. 


[S 
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Come è ben noto, si tratta di una legge molto approssimativa e che non è seguita affatto 
alle basse temperature, dove i calori specifici tendono a zero. La ragione è che in tali 
condizioni i fenomeni quantistici non sono più trascurabili e ciò comporta, come fu av- 


vertito, la non validità dell’equipartizione dell'energia. 
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Problemi 


1. nun mî? si trovano 3 x 10°* molecole di azoto il cui diametro è di 3.2 x 1078 cm. Calcolare la fre- 
quenza media di collisione di una molecola alla temperatura di 300 K (ricordarsi che l'azoto è una 
molecola biatomica). Che cosa bisognerebbe fare per aumentare la frequenza di collisione? 


Soluzione. Dalla definizione di frequenza di collisione abbiamo 7 = 7// La velocità media, se- 
condo la distribuzione di Maxwell (Eq. (1.39) risulta 


7 = 2(240) = 4.8 x 10*cms' 


mm 
essendo 77 = = 4.6 x 107 g, Dall’Eq. (1.44) abbiamo A 
{= (2reD?' = 7.3 x 10% cm 


2 3 


essendo # = 3 x 10'* molecole cm??. 
Otteniamo pertanto 


f.= 65 x 1055) 


2. Dato un gas con una distribuzione delle velocità come in Fig. 2.2, calcolare entro quale tempo 
(ordine di grandezza) il sistema raggiunge, a causa degli urti, l'equilibrio (vedere problema 2 di 
Cap. 1), assumendo che le velocità dopo gli urti siano uguali alla media delle velocità prima 
dell’urto. 


fi 


lo hi % p 


Fig. 2.2 - Ipotetica distribuzione iniziale delle velocità in un gas. 


Soluzione. Assumiamo che in seguito agli urti le velocità delle molecole dopo un urto si possano 
prendere uguali alla media delle loro velocità prima dell'urto. Dopo che le molecole hanno subito 
mediamente un solo urto, si ottiene una distribuzione delle velocità di tipo triangolare con il mas- 
simo nello zero. Dopo 2 urti (o meglio un urto triplo) si ottiene una distribuzione a campana so- 
migliante a quella normale (di Gauss) e tendente asintoticamente ad essa al crescere del numero di 
eventi. 

Si può pertanto stimare che dopo relativamente pochi eventi (individuali) ci si avvicina alla distri- 
buzione normale che coincide con quella di Maxwell considerandone la forma cartesiana 


f(1°) x exp (— me 12kT) 


I tempi in gioco sono quindi quelli di alcuni, pochi, tempi liberi medi che in condizioni normali 
sono dell’ordine di 107!° s. 


3. Che dimensioni ha la costante moltiplicativa che compare nella distribuzione dei punti rappre- 
sentativi delle molecole nelio spazio dei momenti? Come dipendono tali dimensioni dal numero 
di gradi di libertà? 


Soluzione. Considerando la densità di probabilità nello spazio cartesiano tridimensionale, si ha: 


| Aexp(— p°/2wkT) db, db, do. = 1 
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cioè 
A=|{|exp(— p°/2m4T) dp, dp, dp. {' 
pertanto A ha le dimensioni di [impulso], quindi 
A = PUT. 
Per un sistema ad # gradi di libertà avremo 
A = [Sexp (— £°/2w4T) dp, dp. dbl' = el {at UT 


4. Che cosa rappresenta un punto nel u-Raum e nel T-Raum? Discutere le differenze sostanziali 
tra questi due spazi. 


5. Consideriamo un oscillatore armonico di equazione 
O+&40=0 


in equilibrio termodinamico con un bagno termico a temperatura T. Basandosi sul teorema di 
equipartizione dell'energia dimostrare che l'ampiezza del moto deve essere 


Ae | MI | 
Mw 


dove £ è la costante di Boltzman e M la massa dell’oscillatore. 


Soluzione. Per un oscillatore armonico abbiamo 


Q(#) = A sen (ot + g) 


Q(e) 


A w cos (wi + e). 


L'energia totale dell’oscillatore (energia cinetica + energia potenziale) deve essere uguale a £T 
pertanto 


RIS > MÒ + + Mo 0? = 1 MaA:rw [cos? (Wwf + £) + sen°(wf + e) 
2 ] 


da cui segue immediatamente il risultato. 


6. Il reorema di Poincaré (1890) afferma che partendo da un qualunque microstato si arriva ad un 
microstato vicino quanto si vuole a quello di partenza pur di aspettare un tempo sufficientemente 
lungo. Sulla base di questo teorema sembra impossibile che esistano trasformazioni irreversibili, in 
contraddizione con quanto conosciuto dalla termodinamica e dalla teoria cinetica dei gas. 
L'apparente contraddizione può essere risolta quando si consideri che 1 cm di gas in condizioni 
ordinarie di temperatura e pressione impiega un tempo dell'ordine di molti trilioni di anni per 
tornare sufficientemente vicino alle condizioni iniziali (Boltzmann, 1896). 


7. Calcolare il volume dello spazio rappresentativo dinamico nell'esempio del gas discusso da 
Boltzmann (problema precedente) e confrontario con lo spazio occupato ordinariamente. 


Soluzione. Boltzmann considera 10'* molecole d’aria (peso molecolare — 29) contenute in un cm° 
e aventi la velocità media di 500 ms" (corrispondente a una temperatura di — 18°C). Fissiamo 
l’attenzione sullo spazio rappresentativo sotteso dagli assi p., /,, 2: in cui ogni molecola è rappre- 
sentata ad ogni istante da un punto ( p-Razrz). Questo spazio deve prevedere come caso estremo 
quello in cui tutta l'energia è concentrata in 2224 molecola che si muove in una direzione qualun- 
que. La sua estensione è perciò quella di una sfera con il raggio fn, che compete a quella molecola 
la cui energia sarà 


He 10! x mv = 6.02 x 10° erg. 


ro |a 
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Questa energia supera di un fattore 1.4 x 10° l'energia intrinseca della particella stessa (720° = 
= 4.3 x 107° erg). Essa si troverebbe dunque in regime ultrarelativistico, per cui il suo impulso è 
dato semplicemente da E/c pati a fina = 2 x 10%gcems". Questo raggio è da confrontare con 
quello della regione in cui la distribuzione di Maxwell prende un valore sensibilmente diverso da 
zero e che è dell'ordine di 2 <p> = 2 3mAT. Nel nostro caso 


2<f>=5x 10°*gems! 
che dà un rapporto 


P max 
2<p> 


= 10" 


che sale a 10** quando si passa ai volumi: tale è la ridondanza degli spazi rappresentativi dinamici. 
Pre .. il raggio 2</> esclude solo il 7°/oo della popolazione totale e quello 3</> ne 
esclude solo 4 milionesimi; il raggio <p> invece esclude il 39%. 


8. Valutare il grado di definitezza della distribuzione maxwelliana in piccole masse di gas e piccoli 
intervalli di tempo. 


Soluzione. Consideriamo, per esemplificare, la distribuzione di una singola componente #, 
cost. exp (— m202/24T).. 
È opportuno esprimere la velocità in una scala adimensionale prendendo al suo posto la variabile 


x = vv, con v scelto in modo che risulti 77202/2£T = (v/v0)?. Prendendo la costante moltiplica- 
tiva uguale a 1/7, risulta 


1 Me 
fa) = pra € 
e 
Sd 


Nello spazio rappresentativo delle velocità si accumula col tempo una collezione sempre crescente 
di punti rappresentativi perché, in ogni collisine, i punti rappresentativi di due molecole cambia- 
no di posto. 

Questo avviene in media una volta ogni «free time» 7, cosicché il numero totale N di punti rappre- 
sentativi collezionati in un tempo di osservazione # è 


N-= Nt 
T 


Supponiamo sull’asse x una suddivisione in intervalli costanti A. L’imprecisione nella classificazine 
delle velocità è data da #wA. In un generico intervallo A, all’ascissa x, il numero aspettato di punti 
rappresentativi sarà, al tempo £, 


Pr) = Né 1 4 
T vi 


e, poiché # ha una distribuzione di Poisson, abbiamo una imprecisione relativa pari a 


1 2 T at 1/4 cad 
va <a (1)! exp (— x?/2) 


Fissato x, per avere una piccola imprecisione, bisogna che No? sia abbastanza grande, cioè occorre 
un tempo inversamente proporzionale al numero N, delle molecole; facendo però crescere N (a 
densità costante) si ha una delocalizzazione delle molecole. 
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Si può fissare a priori il volume, disinteressandosi delle posizioni delle molecole all'interno, 
e considerare per esempio, un n°. Un tale volume di azoto in condizioni ordinarie contiene 
No = 25 x 10° molecole e si ha 7 = 107'° s. Prendendo A = 10° otteniamo le imprecisioni nei 


tempi indicate in Tab. 2.2. 


Tabella 2.2. Imprecisione relativa (1/vy# ) del valore di aspettazione x (x, A, /) per vari valori di x, al variare 


di 4/7. 
x 
t/T 0.5 1 2 
4 
1 9.5 x 10° 1.4 x 107° 6.2 x 107 
10 3.0 x 10° 4.4 x 10° 2.0 x 10° 
100 9.5 x 107 1.4 x 10 6.2 x 107 
1000 3.0 x 107 4.4 x 10° 2.0 x 107 


Si vede che già per #/r = 100, corrispondente a # = 10° s, l’imprecisione è ben tollerabile nella 
parte significativa della distribuzione. 


3. Le basi empiriche dei concetti 
quantistici fondamentali 


3.1. Il problema dell’irraggiamento termico 


Storicamente, il problema dello spettro dell’irraggiamento termico è stato il primo 
che abbia richiesto l’uso di ipotesi quantistiche. In manierà un po’ schematica e sempli- 
ficata, ecco come si presenta la questione. 


44 AG 

gg 
CC €_a 
Fig. 3.1 - Corpi in equilibrio termodinamico con la cavità che li contiene 


Supponiamo di avere un certo numero di corpi 4, 5, ... alla temperatura 7 contenuti 
in una cavità che si trova ugualmente alla temperatura T, come schematizzato in Fig. 
3.1. Fra un corpo e l’altro, per semplificare, supponiamo che si abbia il vuoto; ciò fa sì 
che non si abbiano scambi di calore per conduzione, ma solo per irraggiamento. 

L'energia elettromagnetica di frequenza compresa fra v e v + d v irraggiata in un df 
da un elemento + della superficie di uno qualunque dei corpi (0 della cavità) la potre- 
mo esprimere con una formula del tipo 


E, dv ds dt. (3.1) 


Chiameremo E, il porere emzissivo specifico del corpo dato. 
Se d’altra parte una quantità di energia 47 nella banda di frequenza fra ve v + dv 
cade sull’elemento 45, ne verrà assorbita una parte 


A, dW . (3.2) 


Il coefficiente A, si chiama il potere assorbente specifico del corpo considerato per la fre- 
quenza r. 

Perché si mantenga l’equilibrio termodinamico, si dimostra, ed è abbastanza intuiti- 
vo, che si deve avere compensazione per ogni elemento di superficie fra l'energia emessa 
e quella assorbita per ogni intervallo di frequenza. D'altra parte, l'energia che dalla ca- 
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vità arriva sull’elemento 4 nel tempo 47 si potrà mettere in una forma analoga alla (31) 
e cioè 


u, dv ds dt, (3.3) 


x, caratterizza per così dire l’irradiazione dello spazio vuoto e si dimostra per via termo- 
dinamica che 4, è lo stesso in tutti i punti della cavità e indipendente dall’orientazione 
del 45 : si dice che la cavità è riempita da una radiazione isotropa. L'esperienza dimostra 
che 4, dipende dalla frequenza c dalla temperatura e cresce rapidamente con quest’ulti- 
ma. 

La condizione di equilibrio, con le notazioni poste, sarà 


E, dv ds di = A,u, dv ds dt, 
da cui segue 


Bj 
À, 


= %. (3.4) 


Osserviamo che i coefficienti E,, A, dipendono ovviamente dal corpo al quale si riferi- 
scono. Il fatto però che il secondo membro dell’equazione ora scritta non dipende da 
nessun corpo in particolare ci dice che il rapporto F,/A, non può dipendere dalla natu- 
ra del corpo e quindi deve essere, come 4,, una funzione «universale» di v e T. Questo 
costituisce la legge di Kirchoff. Se un corpo è perfettamente assorbente, questo dovrà 
avere A, = 1 per tutte le frequenze: la (3.4) ci dice che in questo caso £, ed 4, coincido- 
no, cioè %, è il potere emzissivo del corpo nero. 

Si realizza un corpo nero mediante un forellino fatto in un involucro a pareti interne 
molto assorbenti, che viene portato alla temperatura che si desidera studiare. Una radia- 
zione che arriva dall'esterno sul forellino non riesce più a uscire dall’involucro, petciò il 
forellino si comporta come un corpo nero. Le radiazioni che escono da esso, in quantità 
così piccola da non turbare l'equilibrio. possono venire analizzate spettrometricamente 
in modo da ricavare È,. 

Accanto al problema sperimentale, si presenta il problema teorico di ricavare dai prin- 
cipi noti dell’elettromagnetismo e della statistica la funzione , = 4, (v, T). Essa è pro- 
porzionale secondo il fattore c/4 alla densità specifica 0, di energia (energia per unità di 
volume e di banda di frequenza), alla quale usualmente ci si riferisce in questo tipo di 
considerazioni. 

I principi della termodinamica e quello di relatività permettono di dimostrare che 0, 
dev'essere della forma 


0, = E F o (3.5) 


(legge di Wien) ma non permettono di determinare la funzione F. L'esperienza, con- 
dotta come ora spiegato, aveva fornito questi risultati: 


per v — 0 lo spettro è ben rappresentato da una legge quadtatica 
e,= aly; (3.6) 
per le frequenze elevate invece vale la formula (di Wien) 


e, = Bv'exp(— 6v/T). (3.7) 
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Ambedue queste formule soddisfano alla legge di Wien (3.5), ma soltanto la prima si 
riesce (Lord Rayleigh) a giustificare con le leggi della fisica classica. 

Se si porta in ordinate y = g, T? e in ascisse il rapporto x = 4v/7 si hanno due cur- 
ve rappresentate rispettivamente da 


s0 È & (3.8) 


e (3.9) 


c— 

W 
>| 

das 


che in Fig. 3.2 sono indicate con la punteggiatura e la tratteggiatura. La curva sperimen- 
tale (tratto continuo) è intermedia fra le altre due e converge asintoticamente alla (3.8) 
per x — 0 e alla (3.9) perx — oc. 

Prima di passare alla discussione di tali curve vogliamo ricordare due caratteristiche 
dell’irraggiamento di temperatura che a questo punto si possono dimostrare. Una è la 
legge di spostamento (Wien) che afferma che la frequenza per la quale @, è massima è 
direttamente proporzionale alla rermperatura assoluta 7 (oppure che la corrispondente 
lunghezza d’onda è inversamente proporzionale a T ). Questa si ottiene dalla legge 
(3.5) di Wien, perché se imponiamo la condizione 40,/4v = 0 otteniamo 


o/T33 


Fig. 3.2 - Spettro di emissione di corpo nero: secondo l’esperienza (linea continua) e secondo 
le formule (3.8) (linea punteggiata) e (3.9) (linea tratteggiatta). 


30 F(2) + 0 F(2) £(2)-0 
va \T, dv \T 
dove F' è la derivata di F rispetto all'argomento v/T. Ne segue 


s5(2) + E F(E)-0 
T) D T 


la cui soluzione identifica un valore determinato per v/7T, implicando la proporzionalità 
fra v nel punto del massimo e 7. 

L'altra legge che vogliamo ricordare è quella di Stefan e Boltzmann secondo la quale 
la densità totale dell’energia, cioè 


o=}0.4, 
DI 
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è proporzionale alla quatta potenza della temperatura assoluta. Questa si può dimostra- 
re per via termodinamica tenendo conto del fatto che la radiazione elettromagnetica 
esercita sulle pareti della cavità che la limita una pressiore data da 0/3. Ma risulta anche 
dal fatto che esiste un’wrica curva pet g,/T? = g (v/T). Ne segue infatti 


dove ovviamente l’integrale, essendo g (v/T°) una «funzione universale», è una pura co- 
stante che si indica usualmente con la lettera o (vedi $ 3.3). 


3.2. Tentativo di interpretazione classica dei dati sperimentali 


Senza addentrarci in tutti i dettagli, si può riassumere la spiegazione classica della for- 
mula (3.6) nel modo seguente. 

Il campo elettromagnetico nella cavità si può descrivere per mezzo del potenziale vet- 
tore A(x,y,2,) dal quale si ottengono i campi H, E con le formule,'’ adottando il siste- 
ma misto di unità, 


H = tot A (3.10) 
host (3.11) 
c ;À 


dove non appaiono le costanti che caratterizzano il mezzo perché si suppone di essere 
nel vuoto. Portando queste espressioni dei campi nelle equazioni di Maxwell si può ve- 
dere senza difficoltà che, come del resto è intuitivo, il potenziale vettore A soddisfa a 
un'equazione di propagazione (nel vuoto) che è identica a quella di E ed H, cioè 


2 
VA = È DA . (3.12) 


Siccome forma e materiale della cavità sono indifferenti, prendiamo il caso che più ci 
semplifica il problema. Questo si ha con una cavità cubica le cui pareti siano di un mate- 
riale 100% riflettente, per esempio un conduttore ideale, cioè a conducibilità infinita. 
Lo spigolo del cubo sia L c prendiamo un sistema di coordinate x, y, z come in Fig. 3.3. 
A ogni istante la dipendenza da 1=(x,y,z) del potenziale vettore A si può rappresentare 
con uno sviluppo in setie di Fourier, i cui coefficienti risulteranno funzioni soltanto del 
tempo. Nello spazio a tre dimensioni le funzioni di Fourier prendono la forma 


exp (27:K,-r) 
con 


LA I (3.13) 


1) Il campo elettrico è qui tutto «induttivo». Altrimenti occorrerebbe introdurre anche un potenziale scalare 
(x,9,z. ) che dà in (3.11) un termine —gradp. 
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e n, n, n, interi positivi e negativi. Per ragioni di simmetria il coefficiente temporale 
sarà lo stesso per i due orientamenti opposti del vettore K caratterizzati dagli indici n e 
— n; lo scrivetemo perciò 9,(1)m. dove 7 è il modulo del vettore n e gli n, sono puti 
coefficienti complessi di modulo unitario. Si deve poi tener conto che esistono due dire- 
zioni di polarizzazione indipendenti (normali alla direzione di propagazione) caratteriz- 
zabili con due vetsori u, ed u;. Si arriva così all'espressione 


A= Du g,(!)mexp(277K, 1). (3.14) 


Questa formula rappresenta un campo di onde stazionarie (le dipendenze dallo spazio € 
dal tempo si sono separate) con lunghezze d’onda date da 


i, = 1/K, = (22+ n + n L. (3.15) 
Basta infatti spostarsi dal punto r al punto 


r+ + vers Ki 
K, 


n 


e si constata che l'argomento dell’esponenziale varia di + 277, cioè si percorre un ciclo. 

Per riconoscere il carattere di queste onde o «moti vibratori» e quello del loro contri- 
buto all'energia del campo sono convenienti alcune semplificazioni. Mettiamo che siano 
eccitate due sole componenti di Fourier aventi la stessa polarizzazione u e corrispondenti 
ai vettori 


ko = (è Le .0.0) 
da 


diretti secondo l’asse x (mentre u potremo pensarlo, per esempio, secondo l'asse 7) 


Prendendo n, = — i, n-, = #, dalla (3.14) si otterrà!’ 
A = 2u golf) sen SELE, (3.16) 


Portando questa espressione nella (3.12) si ricava (riordinando i termini) 


dn? n? 3 
POCA Reale seni Dali (3.17) 
che mostra come le ampiezze 9, del campo siano delle funzioni oscillatorie. Nel presen- 
te esempio la frequenza risulta v=c 7,/L. Nel caso generale sarà, per la (3.15), 
Vi = CIA, = (mì + n} + ni)? /L. (3.18) 
Il carattere armonico delle vibrazioni non si limita all'aspetto cinematico, ma si esten- 


de anche a quello dinamico. Per vederlo torniamo all'esempio semplice (3.16) e ricavia- 
mo i campi ad esso associati (si ricordi che u coincide col versore j dell’asse y). Si trova 


1) Si noti che i piani che delimitano la cavità nella direzione dell’asse x cioè x= 0 e x= sono, come si deve, 
dei piani rodali. 
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i J k 
H= rotA = 29,1) È 0 0/= 2g,(#)k 29% cos 2IZX* (3.19) 
dx L di 
0 sen SITI 0 
| È 
E LR - g.(t ) j sen ZUR, (3.20) 
e c A 


L'energia w si otterrà integrando nel volume V della cavità la densità 
© = (1/87) (E? + H?) 
o anche, più rapidamente, moltiplicando per il volume V = ZL? l’espressione della densi- 


tà media © = (1/87) (E? + H?). Si ricava subito dalle (3.19) e (3.20), e ricordando la 
(3.18), 


13 ni v? 
H° = Tg = = 1q9 : 
8T L? 6 


i. Fao L9 
87 in c’ 


da cui segue 
T= + eva) 
e quindi 


w= Lo (+ drv). (3.21) 


4rc? 


Questa espressione ha esattamente la stessa forma dell’energia di un punto materiale 
che compie oscillazioni armoniche di ampiezza g, che è ovviamente 


# (d?° + 4r?v°g°). (3.22) 


Quando invece di uno solo, sono eccitati più modi vibratori, bisognerà prima somma- 
re i campi parziali relativi per ottenere i campi E ed H e poi fare i quadrati di questi ulti- 
mi. Così facendo si trovano accanto ai quadrati dei campi anche i doppi prodotti fra i 
campi relativi a modi differenti. Questi termini si presentano però come prodotti di 
funzioni di Fourier distinte (di x,y,2) e perciò scompaiono quando si va a integrare nel 
volume della cavità, per la ben nota proprietà di ortogonalità di tali funzioni. 

Il risultato finale è che ciascun modo vibratorio contribuisce all'energia totale con una 


1) Quando le ampiezze che descrivono il moto oscillatorio di un sistema sono state scelte in modo che l'ener- 
gia totale si esprima con una somma di quadrati di queste ampiezze e delle loro derivate prime temporali, 
si dice che tali ampiezze forniscono i 2047 mormzali (0 anche che sono le coordinate normali) del sistema 
considerato. Le g, sono dunque le coordinate normali del campo elettromagnetico nel presente problema. 
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coppia di termini del tipo (3.21). Cioè la radiazione nella cavità si comporta come una 
collezione di oscillatori armonici (oscillatori «virtuali» del campo). 

Per esprimere l’energia totale del campo elettromagnetico occorre ora conoscere il nu- 
metro N (v) dv di modi la cui frequenza cade fra v e vr + dv. Per questo torniamo 
all'espressione (3.18) per »v, dalla quale risulta che ogni modo corrisponde a un terna 
d’interi. Ognuna di queste terne si può rappresentate con un punto in uno spazio dove 
si prendono 7., r,, r, come assi coordinati e la densità spaziale di questi punti è unita- 
ria. Il luogo di quelli che hanno frequenza nell’intervallo voluto è lo spazio compreso 
fra la sfera di raggio R = (22+7#î+%#3)"!?= (L/c) v e quella di raggio R+@#R con 
dR=(L/c) dv. Tale spazio contiene un numero di punti 


N (v) dv = 2x4r R?°dR = Culla v dy . (3.23) 
€ 


Il fattore 2 deriva dai due stati di polarizzazione u,, u, delle onde. 
Siccome L* è il volume della cavità, avtemo come densità media dell'energia elettro- 
magnetica nella banda di frequenza fra v e v+ dv 


e, dv = SE vw, dv (3.24) 
e 


dove w, è l'energia media per oscillatore di frequenza v. Secondo il teorema dell’equi- 
partizione della statistica classica (Cap. 2, $ 2.6) tale energia media è #7, qualunque sia 
la frequenza dell’oscillatore. Introducendo questo valore si ottiene la formula (di Ray- 
leigh e Jeans) 


o, = Bue VT, (3 
È 
che è del tipo (3.6). Si noti che dal valore sperimentale del coefficiente di v°T nella 
(3.6), per confronto col valore teorico (87£/c*) si ha modo di risalire al valore di £ e 
quindi al numero di Avogadro. La cosa è attendibile perché la formula riproduce bene 
la dipendenza dello spettro da v e da 7, nel limite v—0. 

D'altra parte, non solo la formula (3.25) si scosta rapidamente dai valori sperimentali 
pet v crescente, ma conduce a un risultato assurdo per la densità totale di energia. Ver- 
rebbe infatti 


Si presenta cioè una divergenza. Questo comportamento aberrante delle formule classi- 
che fu più tardi designato da P. Fhrenfest con la pittoresca espressione «catastrofe 
dell’ultravioletto». 


3.3. Il tentativo di Planck. Quantizzazione dell’energia 


Cercando una formula di interpolazione fra la (3.6) e la (3.7), valide rispettivamente 
per r—=0 e v— co, Planck fu condotto nel 1900 alla formula 


PS 8T pì (3.26) 


È ci exp(4v/k#7T)— 1 
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dove 4 è un’appropriata costante. Questa formula riproduce esattamente l’intero spet- 
tro a qualunque temperatura se si dà ad / il valore 


h = 6.626 x 107” ergs. (3.27) 


Non è difficile vedere che la formula ora scritta contiene implicitamente l'ipotesi che 
l'energia degli oscillatori virtuali del campo elettromagnetico non può variare con conti- 
nuità, ma può prendere soltanto i valori 


w,= 0, hbv,2hv...nbhv.... (3.28) 


Scrivendo la (3.26) si postula perciò la quantizzazione dell'energia di questi oscillatori. 

Ammessa l'applicabilità della statistica classica (cosa che, pur lecita, non è a questo 
punto molto convincente, ma l’intero argomento sarà ripreso con più rigore più avanti), 
la probabilità per un oscillatore di avere l'energia rv sarà data da 


cost. exp (— r4v/£T) (3.29) 
e perciò l'energia media risulterà espressa da 


L exp (— n26v/kT) nbv 
W= — è (3.30) 


pp exp (— nbv/kT) 


Ponendo 
exp(— 4v/kT) = x (3.31) 
la formula precedente diventa 
L nx" 
w, = hv —_ 
Zar 


Quanto alla somma che sta al numeratore, si verifica (eseguendo la divisione indicata 
con la regola dei polinomi) che è 


Resta petciò 


TAO (1—-x)x i X 
(1—- x) 1—-x 


ossia, tornando alla (3.31), si ottiene 
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exp (— Av/kT) _ hv 
1— exp (— dv/kT) exp (2v/k1)— 1 


w, = hv 


(3.32) 


che è la formula di Planck. Introducendo questo valore nella (3.24), al posto del valore 
classico 47, si ottiene subito la legge di Planck (3.26). 

È evidente che questa dà il risultato di Wien (3.7) per v— 00, ma è facile anche verifi- 
care che dà quello di Rayleigh-Jeans per »—-0, nel qual caso la costante h scompare dal 
risultato. Anzi è facile vedere che la stessa espressione (3.32) per 77, si trasforma nel valo- 
re classico 47 per r—-0, sviluppando l’esponenziale al denominatore fino al 1° ordine. 

La formula (3.26) di Plank permette di ricavare esplicitamente le espressioni delle co- 
stanti che entrano nella legge di Wien dello spostamento e in quella di Stefan- 
Boltzmann. Si trova per la legge di Wien: 


hc 
\rT= —— = 0.2898 K 
max 1965 È 98 cm 


dove il valore numerico 4.965 è la soluzione dell'equazione trascendente 


Per la legge di Stefan-Boltzmann si trova 


oe=oI' ; 0 = as = 5.6696 erg s' om? K*. 
eb 


3.4. La nascita del concetto di fotone 


Nel 1905, pochi anni dopo che lo studio del corpo nero aveva imposto a Planck, rilut- 
tante, il risultato della quantizzazione dell'energia, Einstein, allora giovanissimo, 
estrasse dallo stesso materiale sperimentale un’idea se possibile ancora più rivoluzionaria 
e cioè il concetto di quanto di radiazione, ciò che più tardi verrà chiamato fotone (G.N. 
Lewis e A.H. Compton). 

Il ragionamento di Einstein si basa sullo studio delle //utuazioni dell'energia elettro- 
magnetica, facendo vedere che queste seguono la stessa legge che si ha per un gas di par- 
ticelle, provando così che la propagazione dell’energia elettromagnetica ha un insospet- 
tato carattere corpuscolare. 

Si comincia con l’osservare, concetto già allora noto, che il campo elettromagnetico, 
come una collezione di oscillatori le cui ampiezze e fasi fluttuano continuamente, ha un 
carattere statistico che permette di attribuirgli un'entropia S. Siccome ciascun oscillatore 
è praticamente indipendente da tutti gli altri, l’interpretazione statistica dell’entropia ci 
dice che questa sarà additiva rispetto agli oscillatori. Le variabili più appropriate (come il 
calcolo stesso dimostra) per la grandezza 5, che è il contributo di entropia per unità di 
volume e di banda di frequenza, sono g, e v (simboli come nei paragrafi precedenti). Si 
porrà perciò 


CA) 


S=V{s(o, 4. (3.33) 

0 
Per determinare s ragioneremo come segue. All’equilibrio, la distribuzione 0, dev'es- 
sere tale da rendere massima 5 (Cap. 2, $ 2.7) sotto le condizioni assegnate e cioè alla 
data temperatura, o ciò che è lo stesso, per una data energia U. Avremo dunque che 
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l’integrale 


f 5(0., 1) do 


o 


deve essere massimo, sotto la condizione 


(o) 


I Q, dv = È = cost... 


Questo dà l'equazione variazionale 


(co) 


6 | [5(0,,) + \o.] #1 = 0 (3.34) 
0 
dove XA è un moltiplicatore indeterminato e è rappresenta l’effetto di una variazione ar- 
bitaria di g,. Eseguendo viene 


(7) 


j(£ +1) de. 4 = 0 
do, 


cioè 

ds 

= —À 33 
do, (3.35) 


che è indipendente da v. 
D'altra parte si ha dalla (3.33), derivando a volume costante, 


e siccome per il risultato ora ottenuto il primo fattore nell’integrando è indipendente 


da v 


(o 


ds | _d (p80 ds (LL) 
(7). 20) ar da, Li 


Dal primo e terzo membro, ricordando che è 


(08) LL 
\30}, * pe 


si ricava 


Se ora si considera il limite v— co, vale come sappiamo la legge di Wien 
e, = Bv exp(— 4v/kT) 


e risolvendo rispetto a 1/7 si trova 
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e quindi per (3.36) 


da cui segue 


ta 
Il 
| 


k | (Ino, — In Br?) do, , 
hv 


(o) 


avendo supposto nulla l'entropia della radiazione quando la corrispondente densità è 
nulla. Eseguendo l’integrale viene 


sat £ [o, Ino,— e. — e, In Br] di In( - 1) 
v v 


Introduciamo ora le quantità infinitesime S, e U, che sono rispettivamente i contribu- 
ti all’entropia totale e all’energia totale della radiazione relativi alla banda di frequenza 
fra ve v + dv. Sarà 


S= Vsdy ; U,= Ve, dv 


e combinando col risultato precedente otteniamo 


kU U. i 
Sh = d-.1] d bi .37 
5 hv [lo VBvì dv | li 


L'interesse di questa formula sta nel fatto che essa ci dà la dipendenza di S, dal volume 
V. 

Secondo quello che abbiamo visto sulle proprietà statistiche dell’entropia, la probabi- 
lità P che la radiazione considerata, cui compete l’energia U,, si raccolga a un istante 
qualunque in un volume Vi; <V sarà ricavabile dall’equazione 


In P = = na (3.38) 


dove Sii è dato dalla (3.37) con V, al posto di V. 
Vediamo ora quello che si avrebbe per un gas ideale monoatomico. Si può partire dal- 


la formula della termodinamica 


SUP RE i Né InT + N& InV 


dove S» è l'entropia (convenzionale) di uno stato di riferimento generico e N il numero 
degli atomi. Verrà 


kei i(ERi=-SUPia NM nb 


e quindi 


ln pa ft=® a Ni 
pi 7 
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Ma anche più rapidamente e intuitivamente, notando che le molecole di un gas ideale si 
muovono indipendentemente le une dalle altre, la probabilità logaritmica di trovare le 
N molecole tutte nel volume V, sarà 


hv Ea 


Dal confronto dei risultati Einstein conclude che l'energia U, che compete alla banda di 
frequenza 4v (in un campo di frequenze abbastanza elevate perché valga la legge di 
Wien) si comporta come un insieme di corpuscoli indipendenti il cui numero è 


cioè come se fosse suddivisa in corpuscoli (quanti di energia) ciascuno dei quali ha 
l'energia by. 

In un lavoro successivo Einstein mostrerà che l’espressione completa della probabilità 
di fluttuazione contiene due termini, dei quali uno è quello ora trovato che è dominan- 
te per (47/47) — 00, mentre l’altro è dominante per (4v/47) — 0. Quest'ultimo solo 
si può interpretare come dovuto a un sistema di onde «classiche», in cui l'energia è di- 
stribuita con continuità. Nel lavoro del 1905 Einstein prosegue citando altri fatti in ap- 
poggio all'idea dei quanti di energia. L'argomento che è rimasto più famoso è la spiega- 
zione della soglia nell'effetto fotoelettrico, insieme con la predizione che il potenziale 
d'arresto W, doveva essere una funzione lineare della frequenza con un coefficiente an- 
golare indipendente dal materiale considerato 


pe Epbew, 
e 


L’interprerazione dell’equazione è ovvia e si riassume dicendo che ogni elettrone intera- 
gisce al più con un quanto di luce.'! A quel tempo nulla era noto sulla dipendenza 
quantitativa di V, da v e passerà ancora una decina d’anni prima che Millikan - quasi 
incredulo - possa concludere che l'equazione di Einstein è perfettamente verificata 
dall'esperienza. 

Facendo vedere che la quantizzazione si presenta anche nelle fluttuazioni spontanee 
dell'energia elettromagnetica, Einstein mostrava che questo carattere discontinuo è al- 
trettanto intrinseco alla natura delle onde quanto quello oscillatorio che si manifesta con 
la presenza nelle formule del fattore di frequenza v. Qualche anno più tardi (1907), con 
lo studio dei calori specifici dei solidi a bassa temperatura, Einstein mostrerà che la natu- 
ra elettromagnetica delle oscillazioni è irrilevante, perché la quantizzazione si ripresenta 
con le stesse precise caratteristiche nelle vibrazioni elastiche degli atomi, che costituisco- 
no l’agitazione termica nei cristalli. 

Spetterà più tardi (1924) a Louis De Broglie di scoprire per intuizione teorica il princi- 
pio «complementare» e cioè che un carattere ondulatorio si accompagna necessariamente 


1) L'interazione con più di uno alla volta è estremamente meno probabile nelle condizioni usuali dell’e- 
sperienza. 
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a quello corpuscolare (vedi paragrafo 3.11) cosa che fu verificata tre anni dopo sugli elet- 
troni e più tardi anche su corpuscoli «strutturati», come atomi o molecole. 


3.5. L'effetto Compton 


Una delle verifiche più dirette dell'ipotesi dei fotoni è data da questo effetto scoperto 
da A.H. Compton nel 1923 e subito interpretato, indipendentemente, dallo scopritore 
e da P. Debye in base al carattere corpuscolare delle radiazioni. Esso consiste in una inte- 
razione fra radiazione e particelle cariche nella quale si altera l'impulso della particella 
insieme alla frequenza c alla direzione delia radiazione. 


Fig. 3.3 - Schema dell’esperimento Compton: C è il diffusore di grafite ed e l’elettrone emesso. 


Compton lo scoprì nell'interazione fra un fascio di raggi X monocromatici c gli clet- 
troni di un diffusore di grafite, come mostrato in Fig. 3.3. Si constata che una parte del- 
la radiazione X diffusa ha una frequenza diminuita, cioè una lunghezza d'onda X' au- 
mentata rispetto a quella (A) della radiazione incidente, secondo la legge 


A — A = costante (1 — cos d), (3.39) 


dove 3 è l'angolo di diffusione. Questo fenomeno è accompagnato da un’emissione di 
elettroni da parte del diffusore. 

La teoria classica della diffusione, considerando la radiazione diffusa come prodotta 
da cariche elettriche costrette dal campo dell’onda incidente a compiere delle oscillazio- 
ni forzate, non può prevedere alcun cambiamento della frequenza. La cosa si interpreta 
invece molto facilmente col modello fotonico. Basta per questo supporre che il fotone 
diffuso con cambiamento di frequenza abbia interagito con un singolo elettrone del 
diffusore'’ e applicare le leggi di conservazione dell'energia e della quantità di moto al 
sistema elettrone + fotone prima e dopo l'interazione. 

Premesso che l’elettrodinamica classica dimostra che alla propagazione dell’energia 
elettromagnetica W è associata la propagazione di una quantità di moto W/c,° avremo 


1) Che questo è proprio il caso fu dimostrato più tardi direttamente, sperimentando con contatori in coinci- 
denza (uno per rivelare l’elettrone, l’altro per rivelare il fotone diffuso) oppure con la camera di Wilson. 
In ambedue i casi il fotone non si rivela se non occasionalmente, per mezzo di un elettrone emesso in un 
secondo processo Compton, o per effetto fotoelettrico. 


2) Non è difficile verificare questa legge in un caso particolare. Sia ad esempio un'onda piana polarizzata li- 
mearmente che si propaga nel vuoto in una direzione che assumiamo come asse x. Nel vuoto i campi E, H, 
hanno moduli uguali e supponiamo che siano diretti rispettivamente lungo gli assi y e z. Avremo 


E=(0,E,0), H=(0,0,H) ,E=H. 


Supponiamo che questi campi agiscano su una particella avente carica e, che si muove con la velocità v. Il 
solo campo E compirà lavoro e nel tempo 4# avremo 


dL = eE.vdt = eEv,dt. (4) 


La forza esercitata nella direzione di propagazione sarà 
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come quantità di moto iniziale del fotone un vettore di modulo 4v/c orientato come il 
fascio incidente, mentre la quantità di moto iniziale dell'elettrone si può trascurare. 
Nell'interazione il fotone cede parte della sua energia e del suo impulso all’elettrone. 
Nello stato finale avremo perciò un elettrone con impulso p e un fotone con impulso 
bv' /c, in una direzione che fa l'angolo d con quella di incidenza. 

La conservazione dell'energia va formulata in modo relativistico perché in generale la 
velocità dell'elettrone non è piccola rispetto a c. Avremo l’energia Av + 200? nello sta- 
to iniziale e l'energia Av’ + 720° (72 > 720) nello stato finale; dovremo perciò avere 


bv + mo e = hv' + me. (3.40) 
La conservazione dell’impulso, espressa graficamente in Fig. 3.4., fornisce l'equazione 


pre b (1° + v'° — 2 vv così). (3.41) 


Fig. 3.4 - Conservazione dell'impulso relativamente all'esperimento Compton. 


Per ritrovare la legge empirica (3.39) bisogna eliminare p ed 77 dalle formule, ciò che ri- 
chiede un'equazione in più. Questa è la relazione relativistica fra massa e quantità di 
moto che si può scrivere nella forma!’ 


p= (1 - me. (3.42) 
E = e(E+ LvaH, = Lo, H 
G e 
e comunicherà alla particella un impulso £. df dato da 
dp = Edit = £ yHdt. (5) 


c 
Siccome E e H sono uguali si vede, confrontando (4) con (5 ), che si ha 
dp = dLic. 


Ne concludiamo che l'onda è capace di fornire energia e quantità di moto ed è quindi naturale attribuire 
all’onda stessa, oltre all'energia, anche una quantità di moto che sarà data dall’energia divisa per c. 
Non è necessario che l'onda ceda energia per impartire un impulso: un'onda che si rifletta su una superficie 
totalmente riflettente non fornisce a questa nessuna energia, ma le impartisce un impulso pari alla variazio- 
ne dell'impulso di quella parte dell'energia che ha subito la riflessione. Ad esempio se questa energia 
è We l'incidenza è normale, si avrà A p = 2 W/c. Questa è anche l'origine della pressione esercitata dalla 
radiazione ($ 3.1). 


1) Si può ricondurre questa equazione alla familiare nozione #2 = 720/(1 — 12/c°)'!?, tenendo conto che la 
definizione della quantità di moto resta invariata nella meccanica relativistica, salvo a interpretare la massa 
come massa relativistica. Eliminando v dall’equazione p = 727 e dall’equazione ora scritta, si ottiene subito 
la (3.42). 


Le basi empiriche dei concetti quantistici fondamentali 79 


Possiamo riscrivere la (3.40) e (3.41), tenendo conto della (3.42), nel modo seguente 


(m—- mo) = bh V') 


(m — mo) (m + ma) = ves 4 + p'° — 2vv' cos Ù) 
c 


dalle quali resta da eliminate 77. Dividendo membro a membro si ottiene 


b 1 


mo+ ite = È —— (0° + v'° — 2vv' cos Ù) 


e prendendo 72 della prima delle precedenti 


CAO + 27720 = di ld (1° + v'° — 2vv' cosÙ), 
c 


dalla quale è facile ottenere 


mo = h (1— cos 8) = £ L (1 — cos d) 


v— v' Docs. 
v' v 
e ancora 
c( lr (1 — cos 9) 
v' v Mo € 
cioè 
xv-X\= -£ (1— cos d) (3.43) 
Mac 


che è la formula cercata. 
L'esperienza conferma il valore 4/72, della costante al secondo membro. Questa co- 
stante si chiama /unglezza d'onda di Compton per l’eletttone cd ha il valore 


b 


ma € 


= 2.426 x 107° cm. (3.44) 


Il suo ordine di grandezza spiega come mai il fenomeno non è apprezzabile nel campo 
ottico, anche quando sia realizzata la condizione che 4v superi l'energia di ionizzazione 
dell'elettrone. Infatti una diminuzione di lunghezza d’onda dell'ordine di 4/20 rap- 
presenta nel campo ottico una variazione relativa dell'ordine di 10° e come tale rimane 
mascherata dalla «larghezza naturale» delle righe spettrali, cioè della loro naturale non- 
monocromaticità, che è appunto di quell'ordine (vedi $ 3.10). 

In linea di principio l’effetto Compton si può produrre con particelle cariche anche 
diverse dall’elettrone, per esempio con protoni. La lunghezza d'onda di Compton per i 
protoni è però 1/1836 di quella dell'elettrone. Raggi y prodotti artificialmente possono 
avere lunghezze d'onda paragonabili, ma l’esperienza presenta difficoltà tecniche mol 
to notevoli. 
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3.6. Conseguenze del carattere fotonico della luce 


Non è naturalmente possibile interpretare l'ipotesi dei fotoni come un puro ritorno 2 
una teoria corpuscolare delle radiazioni, nello stile di quella di Newton. Da un lato è in- 
fatti ovvio che non possiamo rinunciare alle equazioni di Maxwell e alla teoria ondulato- 
ria che ne discende e che del resto è imposta da tutte le esperienze d’interferenza. D'al 
tro lato vediamo che lo stesso elemento corpuscolare, cioè il quanto 4v, è legato diretta- 
mente a una grandezza come la frequenza che ha significato solo in una teoria ondulato- 
ria. 

Evidentemente quello che ci è imposto è una coeststenza dei due aspetti, ondulatorio 
e corpuscolare, un dualismo che, come si scoprirà più tardi, non è una caratteristica del 
fotone, ma di qualsiasi particella. Non si è trovato fino ad oggi nessun miglior modo di 
operare questa sintesi di due elementi così contrastanti se non attribuendo un significato 
probabilistico a certe grandezze fisiche e precisamente, nel caso presente ai quadrazi det 
campi. Se si considera infatti un'onda monocromatica di frequenza v c si interpreta il 
rapporto 


Q 1) (E? «+ H? 
hv hv 8 


come numero probabile di fotoni per unità di volume, abbiamo quanto basta per conci- 
liare fra loro l'aspetto ondulatorio e quello corpuscolare. 

Si deve tuttavia notare che le probabilità che così si introducono hanno un carattere 
tutto particolare. Si tratta infatti di quadrati (0 somme di quadrati) di grandezze di na- 
tura ondulatoria (qui i campi E, H) le quali pertanto sono capaci di interferire fra loro. 
Soltanto i quadrati dei campi forniscono una probabilità nel senso ordinario, ma non 
così i campi stessi: si dice che questi forniscono delle ampiezze di probabilità, che sono 
grandezze tipicamente caratteristiche della fisica quanustuca. 

È forse bene sottolineare che questo significato probabilistico dei campi d’onda non 
ha nulla a che fare con le fluttuazioni statistiche che i campi possono presentare nel par- 
ticolare problema del corpo nero e che sono un elemento statistico di tipo ordinario che 
viene a sovrapporsi a quello quantistico. 

Con un /aser noi oggi possiamo produrre quello che almeno idealmente è un'onda 
monocromatica persistente limitata a un solo modo vibratorio di una cavità e che perciò 
rappresenta uno stato oscillatorio perfettamente definito, esente da fluttuazioni statisti- 
che. Non per questo l’espressione 


cessa di rappresentare niente più che una densità numerica probabile di fotoni. Questo 
è imposto ovviamente dal fatto che se la radiazione del laser la facciamo interagire (per 
esempio ce ne serviamo per produrre un effetto fotoelettrico) ecco che ci accorgiamo che 
l'interazione avviene pet fotoni. 


3.7. L'atomo di Bohr. Stati stazionari 


Nel 1911, dopo due anni di accuratissimo studio delle deflessioni subite dalle parti- 
celle @ attraversando la materia, Rutherford potè dimostrare che la massima parte della 
massa e la totalità della carica elettrica positiva di un atomo si trovavano al centro di esso 
confinate di una regione piccolissima di cui potè valutare l'estensione intorno ai 107'° 
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cem, cioè circa diecimila volte più piccola del diametro atomico. Nasceva così il modello 
nucleare dell'atomo, oggi familiare a tutti. Questa scoperta fondamentale, mentre sve- 
lava la struttura degli atomi, rese ancora più acuto l'enigma della loro st40iità. 

Fino a quel tempo si era creduto vagamente a una struttura sfaf/c4 in cui gli elettroni 
si sarebbero trovati immersi in un fluido continuo di elettricità positiva (modello di J.]. 
Thomson), ma la dimostrazione che anche l’elettricità positiva aveva una natura part- 
cellare costringeva ad abbandonare ogni idea di staticità. Si può infatti dimostrare (tco- 
rema di Earnshaw) che non esistono configurazioni stabili per un sistema di cariche pun- 
tiformi interagenti secondo la legge di Coulomb. Si doveva dunque trattare di un equi. 
librio dirazzico, con gli elettroni in moto intorno al nucleo, a somiglianza di un minu- 
scolo sistema planetario. Ma un moto che ha luogo in uno spazio finito deve necessaria. 
mente essere accelerato e qui sorgeva una grave difficoltà perché l'elettrodinamica di- 
mostrava, e l’esperienza alla scala mascroscopica lo verificava, che ogni carica elettrica in 
moto accelerato irradia energia sotto forma di onde elettromagnetiche: veniva dunque, 
di nuovo, a mancare la stabilità (benché anche nel modello di J.]. Thomson essa fosse 
affidata a un’ipotetica quanto misteriosa coesione del «fluido positivo»). 

Questa difficoltà mostrava che qualcosa di fondamentalmente nuovo si manifestava 
nella fisica alla scala atomica. Il primo passo nella direzione di questa nuova fisica fu 
compiuto da Bohr nel 1913, postulando l’esistenza negli atomi di st4/ stazionari, in cui 
non si ha irradiazione e controllando questa idea col dedurne quantitativamente i valori 
delle frequenze che appaiono nello spettro dell'atomo più semplice, cioè quello 
dell'idrogeno. Si sapeva che le lince spettrali mostrano una caratteristica regolarità 
(principio di combinazione, 0 di Ritz) per la quale la frequenza di una riga è somma 0 
differenza di frequenze di altre righe. Questo permette di associare a ciascun atomo una 
o più serie di parametri, detti /ermzizi spettroscopici, le cui differenze danno le frequen- 
ze delle righe. Si sapeva inoltre che i termini nel caso dell'idrogeno atomico sono dati da 
una formula semplicissima e cioè 


R/n° (3.45) 


dove » è un numero intero e R una costante (costante di Rydberg). 

Per arrivare a una teoria, Bohr introduce l'ipotesi di stat: stazionare, come delle orbit 
nelle quali l’elettrone dell'atomo d'idrogeno «è dispensato» in qualche modo dal dovere 
irradiare energia e postula che l'irradiazione avvenga invece nel passaggio da uno stato 
stazionario a un altro di minore energia, con l'emissione della differenza d'energia co- 
me un singolo quando #v. Se E,, E, sono le due energie, la frequenza della radiazione 


monocromatica emessa sarà data da 


huge Beh (3.46) 


Il fenomeno opposto ha luogo nell’assorbirzerzo. 
La precedente equazione dà la frequenza vr, come differenza di due termini: 


ig è aa (3.47) 


e quindi rende conto immediatamente del principio di Ritz. Nello stesso tempo i termi- 
ni spettroscopici vengono interpretati come le energie degli stati stazionari divise per 
Di 19 


Lo stato stazionario di energia più bassa si chiama staz0 fondamentale. In assorbimen- 


1) Nell'uso spettroscopico si preferisce riferirsi ai numeri d'onde F = (1/\) invece che alle frequenze 
v = c/X. I termini sono allora dati dai quozienti delle energie per de. 
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to gli atomi partiranno, normalmente, dallo stato fondamentale c potranno raggiungere 
altri livelli energetici assorbendo quelle stesse frequenze che sono capaci di emettere nel- 
le transizioni opposte. '? Questo è un fatto ben noto sperimentalmente (risonanza ottica) 
ed è fra l’altro all'origine delle righe di Fraunhofer nello spettro solare. 

Per l'idrogeno sono conosciute diverse serie di righe e precisamente: 


Serie di Lyman (ultravioletto): v= R 1 == L) n= 2,3,... (3.48) 
1? n° 

Serie di Balmer (visibile): v= R n 2 ni n=34,... (3.49) 
2 n° 

Serie di Paschen (infrarosso): v= R sE si n= 45... (3.50) 
3? n° 


insieme a qualche altra riga di serie superiori. Una serie si presenta con l'aspetto indicato 
nella Fig. 3.5. 


med dd ba 
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Fig. 3.5 - Serie di Balmer nell'atomo di idrogeno con l'indicazione delle varie righe. 


La più alta frequenza (o il più alto numero d'onde) ottenibile in una serie (r= ©) si 
chiama il Uzite della serie. Di regola uno spettro si rappresenta col diagramma dei rela- 
tivi termini, in scala di numeri d’onde che è proporzionale alla scala delle energie. Su 
diagrammi di questo genere si possono indicare le transizioni con altrettante frecce le cui 
lunghezze misurano in numeri d’onde le frequenze delle corrispondenti radiazioni, co- 
me in Fig. 3.6. 

Per concretare la teoria resta da giustificare la forma R/7° per i termini spettroscopici. 
Ciò significa essenzialmente trovare un criterio, che dev'essere per forza di carattere 
quantistico, che permetta di selezionare le orbite stazionarie. 

Bohr considera soltanto or&ite circolari pet le quali è facile ricavare l'energia totale in 
funzione del raggio 7 dell'orbita. Si ha infatti, trascurando il piccolo trascinamento del 
nucleo, cioè considerando questo come immobile in un sistema inerziale 


MV Ze 


(3.51) 


dove si è indicato con Ze la carica del nucleo. Nell’idrogeno è ovviamente Z= 1, ma la- 
sciando Z generico la teoria si può applicare ad esempio anche all’elio ionizzato una vol- 
ta o al litio ionizzato due volte ecc.. Segue dall’equazione ora scritta 


1) A rigore, a causa del fatto che il fotone emesso possiede una quantità di moto, c'è un rinculo dell'atomo 
emettitore con conseguente assorbimento di una piccola frazione 6F dell'energia E, — A; la frequenza 
emessa è perciò un pochino inferiore a quella prevista dalla (3.47). Similmente, nell’assorbimento l'atomo 
viene posto in moto, ma questa volta l'energia 6E dev'essere fornita dal fotone assorbito, che deve avere 
perciò una frequenza leggermente superiore alla (3.47). C'è dunque una differenza 2 8£/% fra le frequen- 
ze che un atomo di massa M è capace di assorbire ed emettere, che corrisponde, com'è facile verificare a 
Av/v = hv/Me®. Questa differenza è tanto piccola che scompare largamente nella larghezza naturale 
delle righe. Non è però così nell’emissione di energia clettromagnetica da parte dei nuc/e;, dove la quan- 
tità di moto del fotone è più alta e, soprattutto, la larghezza naturale Av/v delle righe è molto più piccola. 
I nuclei perciò, di regola, non sono capaci di assorbire raggi y che nuclei identici hanno emesso. 
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Fig. 3.6 - Diagramma dei termini per l'atomo di idrogeno dove le frecce indicano le transizioni 
relative alle varie serie. 


E. ce 1 mat? n de 
2 2r 
È d’altra part 
E a Ze 
por E 
e sommando 
E-k, «Keo ht, (3.52) 
i 2r 
Vogliamo che sia 
apo 4 — (3.53) 
2r n° 


con r intero. Combinando questa equazione con la (3.51) è facile vedere che si ha 
__ ze 
2 h Rn 


cioè il prodotto vr risulta quantizzato e così sarà del momento della quantità di moto 
movr. Siccome questa grandezza ha le dimensioni di una aziore è naturale metterne in 


vrs= n 
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rapporto il quanto direttamente con la costante 4. Bohr trova che si deve porre! 


mMovr = n LA (3.54) 
27 


perché risulti il valore giusto per R. 
Naturalmente è più facile seguire il cammino inverso, cioè postulare la (3.54) e servir- 
sene per eliminare v con la (3.51). Si ha allora un'equazione fra x e il raggio, che chia- 
meremo r,, della z-esima orbita, equazione che risolta per 7, dà 
Z. 
ne h n° 


De 7A2Biara 3.55 
din Ze? ms | 2 


Portando questa espressione nella (3.52) si ricava l'energia 


E, = 27? va UA) =; (3.56) 


che è del tipo cercato e per confronto con la (3.53) dà (caso particolare dell'idrogeno con 
Z=1): 


pe = (3.57) 


che è in pieno accordo col valore sperimentale salvo per un piccolo ritocco dovuto al mo- 
to di trascinamento del nucleo attorno al baricentro del sistema nucleo-elettrone.?? 

Naturalmente nulla vieta che l’elettrone possa avere un'energia maggiore di zero, che 
è il valore massimo consentito dalla (3.56). Ciò significa che l'energia cinetica supera il 
valore assoluto dell'energia potenziale e l’elettrone è quindi libero di allontanarsi dal 
nucleo. In questo caso l'energia non è quantizzata cioè si ha, come si dice, un cozzizzo 
di livelli energetici che si manifesta spettroscopicamente in un debole spettro continuo 
al di là dei limiti delle varie serie. 

Se si elimina r anziché 7 fra le Eqq. (3.51) e (3.54) si ottiene un’espressione per la ve- 
locità v, dell'elettrone sull’orbita 7-esima e cioè 


der : (3.58) 


Introducendo la costante adimensionale a (costante della struttura fine) 


geco = das: (3.59) 
bc 137.04 


—__—_ 


1) La quantità 4/27 si indica col simbolo # («b tagliato»). 


2) L'effetto del trascinamento del nucleo è quello di sostituire nelle formule (3.56) e (3.57) alla massa 720 
dell'elettrone la «massa ridotta»: 


dove M è la massa del nucleo. 
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la precedente diventa 


c n 137.04 n 


al loco (3.60) 


, 


la quale giustifica l’uso della meccanica non relativistica nel problema che stiamo consi- 
derando. 

Un altro risultato interessante riguarda il tempo 7, di percorrimento dell'orbita 
n-esima, o meglio la sua inversa 7,-! (numero di rivoluzioni al secondo). Si ha, utiliz- 
zando la (3.55) e la (3.58) 


T3 = Un _ Ar? Z'etm (3.61) 
i 27% b nè DA 


cioè, numericamente, 
T,' = 6.592 x 10!° Z° n°. (3.62) 


Per l'idrogeno, con 7 = 1,2,3,... questa formula dà delle frequenze che cadono rispet- 
tivamente nell’ultravioletto, visibile, infrarosso e oltre. Il legame con le frequenze delle 
radiazioni emesse apparirà fra un momento. 

È chiaro dalla (3.56) che quando » diventa molto grande, i livelli energetici diventano 
molto fitti e quindi ci si avvicina al comportamento classico dell’energia che varia con 
continuità. Questo passaggio al limite «verso il classico» si manifesta anche in altri modi. 
Prendiamo ad esempio la formula generale 


Dee is (3.63) 


m° n 


per le frequenze emesse nelle transizioni. Anche questa si classicizza quando ambedue i 
numeti 77, 2 sono grandi. In tal caso si ha 


limv= | & (3.64) 


con £ = # — wm2. Confrontando questa formula con l’espressione generale per R 


Ra 2 mez (3.65) 
VA 


e con la formula (3.61) per 7, si vede che è 


: k 
limo = £. 3.66 
REC (3.66) 


Le frequenze £/Tsono le armoniche del moto, cioè quelle che apparirebbeto in uno svi- 
luppo in serie di Fourier delle coordinate in funzione del tempo" e queste, secondo 


1) Un moto circolare uniforme, potendosi realizzare come risultante di due moti armonici ortogonali, non 
comporta, realmente, armoniche superiori. Queste però vengono fuori con le orbite ellittiche le quali, 
come diremo nel paragrafo successivo, danno luogo ai medesimi livelli energetici delle orbite circolari ed 
hanno gli stessi periodi delle orbite circolari aventi un diametro uguale all'asse maggiore dell’ellisse (3° 
legge di Keplero). 
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l’elettrodinamica classica, sono anche le frequenze che appaiono nelle onde irradiate. In 
altri termini le frequenze che si prevedono classicamente per il moto su un'orbita di nu- 
metro quantico 7 elevato, coincidono con quelle che vengono emesse nelle transizioni 
verso successive orbite inferiori; la transizione verso l’orbita di numero # — # corri- 
sponde alla #-esima armonica di Fourier. 

Questa convergenza dei risultati quantistici verso quelli classici, nelle condizioni ap- 
propriate, è del resto una necessità di coerenza logica della fisica e come tale è stata 
enunciata da Bohr come un principio: #/ principio di corrispondenza. 


3.8. Regola di Sommerfeld - Wilson 


Una generalizzazione del metodo di quantizzazione di Bohr è necessaria se si voglio- 
no trattare problemi un po’ meno semplici di quello delle orbite circolari nel campo 
coulombiano. Una simile generalizzazione fu trovata indipendentemente da A. Som- 
merfeld e W. Wilson (1915) e fu più tardi riconosciuta (Wentzel, Kramers, Brillouin) 
come una prima approssimazione della meccanica quantistica rigorosa. Essa si applica 
esclusivamente ai moti periodici e consiste nel quantizzare i cosiddetti integrali di fase. 
cioè gli integrali $ /, 47,, dove »., 4: è una coppia di coordinate canoniche coniugate, 
estesi a un periodo (che può anche essere diverso per le diverse coppie). Si pone infatti 


$ p, dai = mb (3.67) 


con 7, intero o, in qualche caso, intero più una frazione dell'ordine di 1/2. 

E facile verificare che con questa formula si ritrova sia la condizione di Planck per 
l’oscillatore armonico E = # 4v, sia quella di Bohr per le orbite circolari n250r = n5. A 
proposito dell’oscillatore armonico sarà opportuno notare, per applicazioni future, che 
la meccanica quantistica rigorosa conferma l’equidistanza dei livelli, ma conduce per 
l'energia alla formula 


E = (n+ 1)5 
2 


la quale mostra che esiste per l’oscillatore un /irzzte inferiore hv/2 (energia di zero) al 
disotto del quale l'energia non può scendere. 

Sommerfeld applicò il suo metodo al caso delle orbite ellittiche nel campo coulom- 
biano. Le coordinate da adoperare sono quelle polari 7 e 9 nel piano dell’orbita e con 
l'origine (praticamente) nel nucleo. A queste coordinate corrispondono i momenti 


PD. = of P.= mor $. 


La seconda espressione non è che il modulo del-momento angolare e come tale, in un 
campo coulombiano, è costante. L’imposizione della condizione di Sommerfeld 


$p.de = nh 


dà perciò 


come pet le orbite circolari. 
L'altra condizione, cioè 
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$ 0 î dr = n, h 


è alquanto più laboriosa da discutere. Diamo soltanto il risultato finale relativo all’ener- 
gia che è 


Perc __DR__ ; (3.68) 


(2,+ n) 


Il lato più interessante del metodo di Sommerfeld si rivela però quando si imposta il 
problema nello spazio invece che nel piano, scegliendo le coordinate r, 3, g (con l'origi- 
ne, al solito, nel nucleo) alle quali corrispondono i momenti 


P. = Mo, Ps = mor, Ds = mor’ sen'à d 


con le relative 3 condizioni. Quella per f,, cioè 
$p,de = mb (3.69) 


dove si è adoperato per il numero quantico la lettera tradizionale 72, si integra immedia- 
tamente perché anche questa volta p, è una costante. Come si verifica facilmente, essa è 
infatti la componente M, secondo l’asse polare 2 del momento della quantità di moto. 
Si trova dunque 


M,= mf (3.70) 


con 77 intero. Ma nel caso presente l’asse polare è arbitrario. Il risultato, che classica- 
mente non avrebbe senso, va interpretato dicendo che una r255474 di M. in una direzio- 
ne prefissata 2, misura che implica di conferire a questa direzione un carattere fisico che 
la distingua, sia pure di poco, da tutte le altte, non può dare un risultato qualunque 
ma soltanto un multiplo di #. Questa legge è confermata dall’esperienza e si ritrova tale 
e quale nella teoria rigorosa. Ad essa si dà spesso il nome di quantizzazione di direzione 


3.9. Dimostrazione sperimentale degli stati stazionari 


Nello stesso anno 1913 che vede la nascita della teoria di Bohr, gli stati stazionari ven- 
gono scoperti sperimentalmente da Franck e Hertz nelle loro ricerche sull’interazione fra 
atomi ed elettroni. Precisamente, si constata che gli elettroni non possono cedere 
un'energia qualunque a degli atomi coi quali vengono a collisione, ma soltanto certe 
determinate energie o nulla. 

Una tipica esperienza si può descrivere come segue (vedi Fig. 3.7). Del vapore di mer- 
curio contenuto in un tubo T viene attraversato da un flusso di elettroni emessi da un fi- 
lamento incandescente f. Una d.d.p. fra f e la griglia g accelera questi elettroni, men- 
tre un debole campo ritardatore viene stabilito fra g e la placca P. La corrente in funzio- 
ne della d.d.p. fra filamento e griglia mostra un andamento caratterizzato da delle bru- 
sche cadute per certi valori della d.d.p. che nel caso del mercurio sono 4.9, 2 x 4.9, 
3 x 4.9 volt. Queste cadute indicano il formarsi di elettroni che per avere perduto la loro 
energia cinetica sono incapaci di superare il controcampo fra g e P e dimostrano che in 
ciascun urto anelastico l’elettrone perde un'energia di — 4.9 eV. 

L'osservazione spettroscopica del vapore rivela che la comparsa degli urti anelastici è ac- 
compagnata dall'emissione da parte di questo della riga ultravioletta con \ = 2536.52 À 
(riga di risonanza) che corrisponde precisamente a un quanto 
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Ra T 


do. 5 0 


Va-V (volt) 


Fig. 3.7 - Apparato sperimentale per l'esperimento di Franck e Hertz. Nella parte inferiore è 
mostrato l'andamento dell'intensità di corrente in funzione della d.d.p. fra fila- 
mento e griglia. 


hv = 4.86 eV. 


In altre esperienze si cerca di mettere in evidenza l'eventuale formazione di ioni posi- 
tivi. Questo avviene quando gli elettroni raggiungono l'energia di ionizzazione che per 
il mercurio è 10.38 eV. In questo caso il tubo si illumina, perché tutte le righe di varie 
serie, comprendenti diverse righe nel visibile, possono venire emesse nella ricombina- 
zione dello ione con l’elettrone. 

Stati stazionari si rivelano anche nelle esperienze di Stern e Gerlach su i raggi di vapo- 
re di certi atomi che possiedono un momento magnetico (prime esperienze su Ag, nel 
1921). In queste esperienze (vedi Fig. 3.8) un raggio di vapore è sottoposto a un campo 
magnetico fortemente inomogeneo prodotto da due espansioni polari opportunamente 
sagomate P, e P.. L'atomo d'argento nel suo stato fondamentale ha un momento ma- 
gnetico dovuto all'elettrone di valenza e su questo momento il campo inomogeneo ap- 
plica non solo una coppia ma anche una debole forza. Il risultato è che il raggio di vapo- 
re si scinde in due, ben distinti e di uguale intensità, deviati in sensi opposti dal gra- 
diente del campo. Questo significa che le due orientazioni opposte del momento ma- 
gnetico rispetto al campo sono stabili, mentre nessun'altra lo è. Si tratta naturalmente 
delle due orientazioni previste, in questo caso, dalla quantizzazione di direzione del 
momento angolare che è associato al momento magnetico. Questa esperienza costituisce 
perciò anche una verifica della quantizzazione di direzione. Scissioni in più di due fa- 
scetti si ottengono per momenti più elevati, sempre conformemente alle regole previste 
dalla teoria. 

È chiaro che se uno dci due fascetti viene fatto passare in un secondo apparecchio de- 
flettore orientato parallelamente al primo non si scinderà affatto. Non è così, però, se il 
secondo apparecchio è ruotato rispetto al primo intorno all'asse del fascio. Se l'angolo è 
piccolo la maggior parte degli atomi passa indisturbato. Se invece il secondo apparec- 
chio è ruotato di 90° rispetto al primo, il fascio si divide esattamente come nell’attraver- 
samento del primo, mostrando che la riorientazione dei momenti è un processo pura- 


Fig. 3.8 - Schema dell'esperienza di Stern e Gerlach: la geometria del magnete assicura la di- 
somogencità del campo. 
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mente probabilistico. Vediamo perciò anche qui come i due fatti, quantizzazione e pro- 
babilismo, sono legati l'uno all’altro. 


3.10. Probabilità di transizione. Larghezza naturale delle righe spettrali 


Il concetto di stati stazionari conduce necessariamente a quello di srarsizioni fra gli 
stati medesimi. Queste transizioni realizzano nel tempo quel carattere di puntiformità 
che il fotone (ad esempio) realizza nello spazio, cioè sono eventi praticamente istanta- 
nei. 

Che sia così si può mostrare in vari modi, dei quali il seguente è uno dei più convin- 
centi. Se un atomo si porta in un campo elettrico intenso, i suoi livelli energetici vengo- 
no perturbati e in particolare si scindono in gruppetti di livelli (parte più alti e parte più 
bassi del livello originario) che si separano con continuità gli uni dagli altri al crescere 
del campo perturbatore. Questo comportamento si riflette nell’aspetto delle righe spet- 
trali che vengono sostituite da m24/#p/etti di righe (effetto Stark-Lo Surdo). Perciò se un 
fascio di ioni positivi viene fatto passare in un campo elettrico variabile da punto a pun- 
to, le righe emesse si spostano col punto di emissione, ma restano però sempre sottili e 
corrispondono ai livelli quali si hanno nel punto di emissione, mostrando che la transi- 
zione avviene in un fempo brevissimo, durante il quale la variazione del campo a cui 
l'atomo è sottoposto è trascurabile, nonostante che la velocità sia dell'ordine di 10*-10° 
cm s!. In Fig. 3.9 è mostrato l’aspetto tipico di un multipletto dell'atomo di idrogeno: 
la fenditura dello spettroscopio sulla quale si fa formate l’immagine del fascio è paralle- 
la a questo e il campo perturbatore (dell’ordine di 105-10° V/cm) cresce dal basso verso 
l'alto, per poi cadere rapidamente a zero. 

A ciascuna transizione è legata una probabilità di transizione per unità di tempo che 
dipende dagli stati iniziale e finale, ma anche in certi casi da altre circostanze. Per esem- 
pio Einstein fece vedere per primo che la probabilità di transizione dell'emissione di on- 
de elettromagnetiche da parte degli atomi è la somma di due termini dei quali uno 
(probabilità di emzissione spontanea) è determinato soltanto dallo stato iniziale e finale, 
mentre l’altro (probabilità di ezzissione stimolata o di assorbimento negativo) è propor- 
zionale alla densità preesistente, nell'ambiente dove l'atomo si trova, dell'energia elet- 


Fig. 3.9 - Scissione di un multipletto dell'atomo di idrogeno per effetto di un campo elettrico 
crescente dal basso verso l’alto. 
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tromagnetica della frequenza che deve essere emessa." 

Se per semplificare consideriamo possibili solo uno stato iniziale 77 e uno stato finale, 
stabile, #, allora per effetto delle transizioni verso lo stato finale, la popolazione N, de- 
gli atomi nello stato iniziale decresce col tempo secondo la legge 


dN,, = — Nu Tn dt (3.71) 


dove T,, è la probabilità di transizione per atomo e per unità di tempo. Questo conduce 
a un decadimento esponenziale 


Nu (4) = Nm (0) exp (— Tmn 2) (3.72) 
da cui discende (cfr. l'analogo caso del Cap. 1, $ 1.4) che la vita media tm dello stato 77 è 
fg (3.73) 


Un esempio familiare di un simile processo è il decadimento di un nuclide radioatti- 
vo. Tale decadimento è infatti dovuto a una transizione fra due stati nucleari. 

Nel caso della radioattività è una nozione comune che la durata del singolo decadi- 
mento (il cui ordine si può presumere che sia dato dalla dimensione del nucleo divisa 
per la velocità della particella uscente) è trascurabile in confronto alla vita media r. E be- 
ne aver presente che lo stesso avviene, di regola, per l'emissione di un fotone. Normal. 
mente, la vita media di uno stato atomico che decade per emissione di radiazione elet- 
tromagnetica è, nel visibile, dell’ordine di 10°* s. La sottigliezza delle righe nell’effetto 
Stark in campo inomogeneo mostra che la transizione avviene in un tempo certo enor- 
memente minore di 107° s. 

Nell’emissione delle righe spettrali la vita media 7 determina non la durata, trascuta- 
bile (e in principio inosservabile, perché l'osservazione implicherebbe un'interazione 
con una parte di un fotone), della transizione stessa, ma la larghezza della riga emessa, 0 
meglio ancora, la funzione che esprime la dipendenza dell'intensità dalla frequenza, 
oppure dalla lunghezza d'onda. È questa una curva più o meno «a campana» di cui si as- 
segna in generale l’intera larghezza Aw, oppure A, misurata a metà altezza. Varic cau- 
se, come gli urti fra gli atomi emettitori che perturbano i livelli energetici, oppure l’ef- 
fetto Doppler dovuto al moto degli atomi, contribuiscono ad allargare la riga. Esiste pe- 
rò una larghezza minima detta larghezza naturale della riga, che si ha quando siano ri- 
mosse tutte le cause secondarie di allargamento. 

Senza entrare nei dettagli di una tcoria abbastanza complessa (e che qui sarebbe pre- 
matura) ci limiteremo a ricordare che la situazione è 224/0g4 a quella che si calcola per 
un oscillatore classico (per esempio una carica elettrica in moto oscillatorio) che irradian- 
do energia «si smorza». Quando lo smorzamento è piccolo, l'ampiezza presenta un de- 
cadimento esponenziale in modo che il fattore temporale di una componente generica 
dei campi E ed Ho del potenziale vettore si può rappresentare con una funzione del ti- 


po 


x(£) = exp(— y//2) cos ws £ peri >0 (3.74) 


as 
_ 

w 
_ 

Il 


0 peri < 0. (3.75) 


1) L'emissione stimolata, cioè il fatto che la presenza di un fotone faciliti la creazione di un altro fotone (aven- 
te lo stesso vettore di propagazione) è caratteristica della classe di particelle («bosoni») alla quale il fotone 
appartiene e basta, insieme a poche altre ipotesi di carattere generale, a determinarne il comportamento 
statistico, in particolare a condurre alla formula di Planck per il corpo nero (Einstein). 
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Qui w è la pulsazione caratteristica dell’oscillatore e y/2 è la costante di smorzamento. 
Scrivendo y/2, l’inzensità emessa, che è proporzionale di quadrato (medio) del campo 
viene a decadere secondo e°”. 

È evidente che la (3.74) non rappresenta un’onda esattamente monocromatica, che 
sarebbe espressa dal solo fattore cos wy. Si può però rappresentare la (3.74) come una 
somma (in realtà, un integrale) di onde del tipo cos ws scegliendo un dosaggio oppor- 
tuno delle varie w. In sostanza, vogliamo trovare un A (w) tale che sia 


x(2) = {A (4%) cos wi du peri > 0. (3.76) 
0 
Ogni elemento dell’integrale è un'onda monocromatica di cui A (w) du è l'ampiezza 
infinitesima. La risoluzione dell'equazione ora scritta è nota dall'analisi ed è 


A(w)= a | x(#)cos wr di (3.77) 
che si chiama la trasformata coseno della x (1). Il fattore indeterminato a si può fissare 
con una condizione ausiliaria. In generale si sceglie la condizione, detta di rormalizza. 
zione: 


(2) 


{A(0)do=1. (3.78) 


o 


In tal modo la grandezza A (+) 4w rappresenta la frazione infinitesima del numero tota- 
le di oscillazioni la cui frequenza cade fra w e w + 4w. Si noterà che le due funzioni A (+) 
e x(#) sono la trasformata l’una dell'altra. Equazioni analoghe alla (3.76) e (3.77) val. 
gono col seno al posto del coseno.'’ 

Portando le (3.74) e (3.75) nella (3.77) si trova 


A (w) = { e!? cos wolf COS wi di . 
0 


Il prodotto dei coseni si può scrivere 


L 


[cos (W — we) # + cos (W + wo) £ ] 
2 


e l'integrale proposto diventa la somma di due integrali del tipo 


| e" cos gx de = L—- 
1) PD + q' 


’ 


col risultato 


A (0) = y/2 2 y/2 i 
Su [7a + (0 — wo) (1/4) + (0 + a] 


Ma le righe sono in generale quasi monocromatiche, cioè y12 è abbastanza piccolo per- 
ché A (+) abbia un valore sostanzialmente diverso da zero solo in un piccolo intorno del 
punto w= wp. Il secondo termine in parentesi è perciò sempre trascurabile. Il risultato fi- 


1) Trasformate seno e coseno sono casi particolari della formula generale 


® 


A (w = a { x(£)exp (swf ) df 


che è la trasformata di Fourier complessa. Nella formula simmetrica, nel caso complesso, anche le frequen- 
ze w vanno da — 00 a + 0. 
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nale è dunque (ponendo a = 1/7 si soddisfa alla condizione di normalizzazione) 


Alto ta ! . 3.79 
(0) 27 (Y7/4) + (W— wo) | 


Questa è dunque la composizione spettrale della riga. L'i72%e15222 ezzessa per unità d’in- 
tervallo di frequenza risulta indipendente da w, dato il ristrettissimo intervallo in cui w 
può variare. Perciò per l'intensità si può scrivere la formula 


ito di & E 3.80 
cai 27 (Y/4) + (0 — wo) i 


dove I è l'intensità totale della riga. 

Le curve rappresentate dalle (3.79) e (3.80) si chiamano /orenzzizze. Sono curve a 
campana simmetriche rispetto al punto w= we, che cadono a metà del loro valore massi- 
mo nei punti in cui si ha 

(wW—- wo) = y°/4 
cioè per 
= Li 921 


La costante y dà perciò la larghezza (intera) della curva, misurata a metà dell’altezza 
massima (vedi Fig. 3.10). 


Fig. 3.10 - Rappresentazione di una lorentziana centrata a we. 


La teoria quantistica dell'emissione delle righe conduce alle stesse formule (3.79) e 
(3.80) ma interpreta y in termini della probabilità di transizione. Classicamente y espri- 
me il decadimento continuo dell'energia dell’oscillatore che irradia, secondo l’equazio- 
ne 


dW 
— yW. 
di è 


Il quadro quantistico del processo è invece un decadimento discontinuo e statistico del 
numero N di fotoni di frequenza »,,, che si esprime con un'equazione dello stesso tipo 


GN > EN 
di 
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e siccome numero di fotoni ed energia corrispondente sono proporzionali ne segue 
ge Tio (3.81) 


AI principio (Eqg. (3.72) e (3.73)) abbiamo incontrato un caso particolare: quello in 
cui lo stato finale è stabile. In tal caso la probabilità di transizione equivale all'inverso 
della vita media dello stato di partenza. Se lo stato d'arrivo non è stabile, y è in rapporio 
con le vite medie di ambedue gli stati. Si ha 


y= — + — . (3.82) 


Precisiamo che l'ordine di grandezza di 107*s ricordato più indietro, per la vita media 
di uno stato eccitato, si riferisce all'emissione nel visibile di righe non proibite (vedi 
Cap. 5) da parte di atomi che emettono incoerentemente, cioè senza correlazioni di fa- 
se. Nei laser gli atomi, attraverso il giuoco dell'emissione stimolata, vengono costretti a 
emettere coerentemente, col risultato che la durata del fenomeno oscillatorio diventa 
molto più lunga (per la formazione di onde stazionarie) e la luce, corrispondentemente, 


diventa molto più monocromatica. 


3.11. Diffrazione dei corpuscoli materiali. Pacchetti d'onde 


Nel 1924, nella sua «thèse de doctorat», L. De Broglie suggeriva che la spiegazione dci 
fenomeni di quantizzazione - ad esempio l’esistenza dei livelli dell'elettrone nell'idro- 
geno - fosse da cercare in un'estensione del dualismo onda-corpuscolo, così chiaramente 
messo in evidenza nel caso del fotone, a qualsiasi altra particella. 

Notando che per i fotoni il legame fra carattere corpuscolare e ondulatorio si può 
esprimere mediante una relazione fra due quadrivettori !’ e cioè 


P= 5k (3.83) 


dove P è il quadrivettore impulso-energia, che ha come componenti spaziali f., f,. f: € 
come componente temporale il rapporto energia/c, mentre k è il quadrivettore di pro- 
pagazione con le componenti spaziali £,, £,, £, e la componente temporale v/c, De Bro- 
glie postula che quella relazione valga im gererale. Ciò significa che a un corpuscolo 
qualunque in moto con l'impulso (nello spazio ordinario) p e l'energia F è associata 
una propagazione di onde nella direzione di p con una frequenza v data da 


v = E/h (3.84) 
e con la lunghezza d'onda 

\ = 5/p (3.85) 
ossia con vettore di propagazione 

k= p/d. (3.86) 


1) La relatività si formula nel modo più conveniente servendosi di uno spazio a quattro dimensioni. Delle 
coordinate dei punti di questo spazio, tre sono le coordinate spaziali ordinarie, mentre la quarta, a 
meno di un fattore immaginario, è una coordinata temporale. Corrispondentemente i vettori hanno 
4 componenti, con analoghe proprictà rispetto alle trasformazioni degli assi. Il ricorso alla relatività è 
ovviamente necessario per poter trattare i fotoni, che si muovono con la velocità c. 
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Tre anni più tardi, e cioè nel 1927, questo risultato fu verificato sperimentalmente da 
Davisson e Germer che stavano studiando la riflessione di fasci di elettroni di bassa ener- 
gia sulle facce di un cristallo di nichel. Con loro sorpresa essi constatarono che la rifles- 
sione avveniva con la stessa legge della pseudoriflessione dei raggi X, che in realtà è una 
diffrazione, cioè avveniva soltanto sotto certi angoli 8, che soddisfano a una relazione 


del tipo 
= 2dsend, (3.87) 


dove 7 è intero, dè l’interdistanza dei piani reticolari paralleli alla faccia su cui avviene 
la riflessione e XA ha esattamente il valore previsto dalla legge di De Broglie. Nel caso, è 


p= (2meV)" 
e quindi 
h (2 me VY!"? = 7.078 x 10° (V) 0. 


La citcostanza che aiutò i duce ricercatori è che essi lavoravano su un cristallo unico 
(non una lamina policristallina) e con elettroni molto molli. Con un potenziale V = 0.5 
in unità C.G.S. e.s., cioè 150 vole, si ha infatti 


\ = 10°* 


cioè proprio la lunghezza d’onda giusta per avere una facile diffrazione da parte di un 
reticolo che ha una periodicità dello stesso ordine di grandezza. 

Le indagini furono estese ad altri tipi di interferenza e ad altre particelle (H *, He, H, 
Cd, Hg ecc.) confermando in ogni caso la legge (3.87) di De Broglie. Oggi l'interferen- 
za di fasci di elettroni e neutroni fa parte delle tecniche correnti per lo studio dei solidi e 
dei liquidi. 

È chiaro che il carattere ondulatorio richiede, per essere descritto, di associare alle par- 
ticelle una grandezza di tipo oscillatorio che nei casi più semplici sarà uno scalare fun- 
zione delle coordinate della particella e del tempo, che tradizionalmente si indica con la 
lettera y. In analogia con quello che si è visto per i fotoni si dovrà postulare che il qua- 
drato di questa grandezza (quadrato del modulo se y, come generalmente si ammette, è 
complessa), una volta normalizzata con la condizione 


{ly|:40=1, (3.88) 


dà la densità di probabilità di presenza del corpuscolo. Cioè la probabilità elementare 
dP di trovarlo all'istante f nell'elemento di volume #7 intorno al punto x, y, 2 è 


P= \y (gt)? dV. (3.89) 


Per un corpuscolo che ha un impulso ben definito e costante p (e quindi in particolare 
si muove in una regione dove non è sottoposto a forze), la funzione d'onda V si riduce a 
un'onda piana («onda di De Broglie») con vettore di propagazione p/4. Si ha cioè, in 
questo che è il più semplice caso possibile, 


y = cost. exp [i (pr Wir Ji (3.90) 


Se il moto ha luogo in un volume Vla costante moltiplicativa si trova subito dalla (3.88) 


ed è 
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cost = V!?, (3.91) 


n una funzione d'onda del tipo (3.90) la densità di probabilità di presenza è indipen- 
‘e dal punto, cioè la posizione del corpuscolo nello spazio in cui è confinato è com- 
:mente indeterminata. Non è difficile però immaginare una funzione d’onda che 
presenti qualcosa di simile a un corpuscolo in moto (nel senso classico) ricorrendo a 
pacchetto d'onde. 
Un pacchetto d'onde è dato da una sovrapposizione di onde monocromatiche indefi- 
ramente estese che si annullano per interferenza dappertutto fuori che in una certa zo- 
na abbastanza ristretta. Ciò significa che la funzione f(x,?) (per fare un caso unidimen- 
sionale) che descrive il pacchetto è rappresentabile con un'espressione del tipo 


fxt) = | A(k)exp[2ré(£x— vs)] de (3.92) 


con f(x, ) che deve riuscire significativamente # 0 solo in un certo tratto dell’asse x. 
Questa relazione caratterizza f(x,f), nella sua dipendenza da x, e A(£) come trasforma- 
te di Fourier l'una dell’altra. Per la proprietà di tali trasformate, quanto più ristretto è il 
tratto Ax in cui è f(x,f) # 0, tanto più grande riuscirà la larghezza A£ della distribuzio- 
ne spettrale A(£). Il caso analiticamente più semplice si ha prendendo per A(£) una 
gaussiana come in Fig. 3.11 


È ne ei. 


2 
Fig. 3.11 - Funzione gaussiana corrispondente all’equazione (3.93) per Av= 1 e £&=0 


k— Ko) 
A (k) = Ao ex Li 3.93 
uil a 
Si trova allora pet f (x,5 ) in prima approssimazione l’espressione 
(x — vet)? ] ; 
xt)= fexplm —— — | exp [277 (4x — voi 3.94 
ft) = fisp| ag | SPIE x no] (3.94) 
con 
dx ML (3.95) 
2 2 2r 


La velocità vg con cui il pacchetto si muove si chiama ve/oci/à di gruppo ed è data da! 


1) Questo risultato è ottenibile direttamente dalla (3.92) sviluppando v fino al primo ordine in £ — £, ponen- 
do v = » + 06 (£ — £o). Il secondo termine si spezza in due fattori di cui uno è l'onda monocromatica in- 
definita exp [27ré (kx — vod)] e l’altro è un fattore di modulazione che risulta significativamente divers 
da zero soltanto se si prende x = 26 /. 
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dv 
(e ari ranza! E 3.96 
lc! si 


Le singole onde monocromatiche indefinite si propagano invece con la velocità, detta & 


fase, 
ve(v)= È. (3.97) 


Il concetto di pacchetto d'onde si presta molto bene a illustrare il passaggio al limite 
dalla meccanica quantistica a quella classica. Si può dimostrare infatti (teorema di P. 
Ehrenfest) che il baricentro Q del pacchetto che descrive un corpuscolo di massa 77 in un 
campo di potenziale V (x,y,z) si muove con la legge classica 


mito = — grad V. (3.98) 


Questo vuol dire che potremo applicare la meccanica ordinaria quando le dimensioni 
del pacchetto sono piccole in confronto a quelle della sua traiettoria. Esempi: raggi cato- 
dici, corpuscoli in camera di Wilson o a bolle. All’altro estremo abbiamo ad esempio il 
moto dell'elettrone nell’atomo d'idrogeno in cui l’intero spazio dove si muove il corpu- 
scolo si può considerare come un pacchetto d'onde: in un caso come questo il teorema di 
Ehrenfest non ci dice più niente. Un caso intermedio è quello degli elettroni di condu- 
zione nei metalli, in cui si può pensare di avere a che fare con dei pacchetti delle dimen- 
sioni, ad esempio, di una ventina di A. 


3.12. Sovrapposizione degli stati 


Un corpuscolo, in uno stato d’impulso ben definito, è descritto da un'onda monocro- 
matica di De Broglie con \ = 4/p. Un corpuscolo descritto da un pacchetto d’onde, per 
esempio dalla gaussiana (3.94), non ha invece un impulso preciso. In altri termini, mi- 
sure d’impulso ripetute su pacchetti uguali non daranno sempre il medesimo risultato, 
ma daranno dei valori dispersi in un certo campo. Nel caso, la loro distribuzione sarà 
una gaussiana 

2 
29) = mep|- OL (3.99) 
2(Ap/2)? 


ottenibile dalla espressione (3.93) per A(£) ricordando che è p = 44, e caratterizzata da 
una semilarghezza 


DI ng (È i (3.100) 
2 2 


Tornando all'espressione generale (3.92) del pacchetto d'onde, la vediamo costituita 
da una combinazione lineare di funzioni d’onda ciascuna delle quali rappresenta un 
corpuscolo con impulso definito, appartenente al campo di valori in cui l’impulso si di- 
stribuisce. Si suol dire che lo stato descritto dal pacchetto d'onde è una sovrapposizione 
di stati d’impulso ben definito e la combinazione lineare delle corrispondenti funzioni 
d’onda è caratteristica delle situazioni di questo tipo. 

Facciamo altri esempi. In una transizione la funzione d’onda cambi, per esempio, da 
Y. a y,. È da presumere, e lo vedremo confermato, che in regime di transizione lo stato 
sarà descritto da una funzione d’onda o(#)y, + 6 (2) y,, con |a]? + |8|} = 1e dove 
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a(# )|® andrà da uno a zero mentre # cresce indefinitamente e precisamente vi andrà se- 
condo il decadimento esponenziale ricordato al $ 3.10. 

Tipico è anche il caso della polarizzazione dei fotoni. Un nicol 0, un po’ meno perfet- 
tamente, una lamina di polaroide funziona da polarizzatore, cioè lascia passare luce visi- 
bile il cui campo E ha una direzione fissa rispetto all’apparecchio e quindi determina in- 
sieme alla direzione di propagazione un piano che chiameremo piano di polarizzazione. 
La luce che ha attraversato l'apparecchio si dice linearmente polarizzata e questa pro- 
prietà deve essere applicabile anche ai singoli fotoni, dato che si manifesta comunque 
piccola possa essere l'intensità luminosa. Se si fa arrivare la luce polarizzata su un secon- 
do nicol o polaroide (2r4/izzatore) il cui piano di polarizzazione è ruotato di è rispetto 
al primo, intorno alla direzione di propagazione, una frazione cos°d dell'intensità lumi- 
nosa è trasmessa dall’analizzatore. Questo vuol dire che per il secondo nicol lo stato dei 
fotoni polarizzati dal primo si presenta come una sovrapposizione dei due stati secondo i 
quali il nicol classifica i fotoni incidenti: fotoni che vibrano nella direzione «giusta» che 
vengono trasmessi, e fotoni che vibrano nella direzione perpendicolare che vengono in- 
tercettati. Questa sovrapposizione è d'altra parte «soggettiva», perché dipende dalla ro- 
tazione dell’analizzatore e non corrisponde a nessun carattere obiettivo del fascio di fo- 
toni. 

Si noti anche, una volta di più, il carattere probabilistico dei fenomeni. Tutti i fotoni 
sono uguali se possiamo supporre di aver adoperato luce monocromatica. Tutti sono sta- 
ti trattati nello stesso modo dal nicol polarizzatore: eppure una parte di essi viene tra- 
smessa, una parte assorbita, senza che si possa prevedere in anticipo quali fotoni saranno 
trasmessi e quali no. Naturalmente, il carattere probabilistico è inerente all'uso del mo- 
dello fotonico. Infatti la teoria classica interpreta gli stessi fatti in modo completamente 
continuo e deterministico. In essa così è semplicemente il fattore di proiezione del cam- 
po elettrico sulla direzione di vibrazione che gli viene offerta dall’analizzatore (vedi Fig. 
3.12) e l'esponente 2 deriva dal fatto che le intensità (ossia le energie) dipendono dai 
quadrati (medi) dei campi. D'altra parte, sappiamo bene che la struttura fotonica non si 
può ignorare! 


Vi 
x Yi 
x 1 
x / 
x D) 


> 

& direzione di E 

È nell'analizzatore 
È 


Fig. 3.12 - Proiezione del campo elettrico nella direzione di vibrazione dell'analizzatore in 
un'esperienza di polarizzazione. 


3.13. Il principio di indeterminazione 


L'equazione (3.100) del $ 3.12 mostra che fra la lunghezza Ax di un pacchetto d’on- 
de nello spazio ordinario e quella Ap nello spazio dell'impulso, che misurano rispettiva- 
mente l’imprecisione di posizione e di quantità di moto del corpuscolo, sussiste la rela- 
zione 


Ax Ap = h. 
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È questo un caso particolare del primcipio di indeterminazione di Heisenberg che si può 
formulare dicendo che fra le imprecisioni con le quali si possono determinare due coor- 
dinate canonicamente coniugate q, p sussite la relazione 


Aghp=. (3.101) 


Siccome # è molto piccola, questa limitazione non ha alcuna importanza alla scala ma- 
croscopica, ma è invece decisiva alla scala atomica e costituisce uno degli aspetti domi- 
nanti della fisica in questo campo. 

Secondo Bohr, il principio di indeterminazione non è che un esempio della proprietà 
di complementarità per la quale la misura di certe grandezze, 0 la messa in evidenza di 
certi aspetti, preclude più o meno - alla scala atomica - la misura di altre grandezze, o di 
mettere in evidenza altri aspetti. Complementari sono, ad esempio, i caratteri corpusco- 
lare e ondulatorio, che si manifestano infatti sempre in condizioni sperimentali molto 
diverse e mai simultaneamente. 

Risulta dalla meccanica analitica che l'energia E di un sistema e l’istante / in cui la 
possiede sono variabili canonicamente coniugate, benché non si possano far rientrare 
nella definizione data al $ 2.2 del Cap. 2 (Eq. 2.1). Si dovrà dunque avere, per il princi- 
pio di Heisenberg 


AFAI= È. (3.102) 


Una conseguenza di questa disequazione l'abbiamo già incontrata nelle formule 
(3.81) e (3.82) per la larghezza y delle righe spettrali. Infatti da 70 = E, — È si de- 
duce, indicando con A le rispettive incertezze 


eda LAME, rei aedieyd, 
b $ Al Ti or” 


Un'altra conseguenza molto importante della (3.102) è che in generale le fas: delle 
funzioni d'onda non sono determinabili. Questo si può vedere partendo dal concetto di 
De Broglie che a un corpuscolo con energia E va associata una frequenza v = £/5, la 
quale a sua volta implica un fattore ricer: nella funzione d'onda, con un periodo 
b/E. Una determinazione significativa della fase richiederebbe perciò misure aventi una 
risoluzione temporale As tale che 


At « h/E . 


Ma il principio di Heisenberg ci dice che a una tale risoluzione temporale è connessa una 
indeterminazione AE dell'energia tale che 


h <& AF At. 


Moltiplicando membro a membro otteniamo 


1 < AE/E 


che mostra come una simile misura altererebbe completamente lo stato del sistema. Ne 
dobbiamo concludere che in uno stato in cui l'energia è determinata, la fase è completa- 
mente indeterminata. Per conseguenza, il solo 7z044/0 delle funzioni d’onda (o il suo 
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quadrato) è determinabile, o per lo meno questa è la situazione se la misura dev'essere 
eseguita su un singolo sistema." 


1) In una guida d’onda la fase dei campi E, H è perfettamente determinabile. Qui però abbiamo un caso 
limite in cui moltissimi fotoni si trovano tutti'in un medesimo stato. La perturbazione inerente alla misura 
diventa perciò trascurabile in quanto può riguardare solo una frazione trascurabile dei fotoni. La cosa è 


direttamente connessa con la possibilità che i fotoni hanno, ma non tute le particelle hanno, di poter 
condividere in molti il medesimo stato quantico (Cap. 4, $ 4.3). 
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Problemi 


1. Il sole invia verso la terra radiazione di potenza pari a 1400 W m?° (costarze solare); tale valore è 
stato calcolato appena al di fuori dell'atmosfera terrestre. Supponendo che il sole irradi come 
un corpo nero, calcolare la temperatura alla sua superficie sapendo che il suo raggio è di circa 
7 x 10° m e il raggio medio dell’orbita terrestre di circa 150 x 10° km. 


Soluzione. Nell’approssimazione di orbita terrestre circolare, la potenza di emissione del sole risul- 
ta di circa 4 x 1025 W. Poiché la densità totale di energia 0 è data dal rapporto fra la potenza di 
emissione e la superficie totale del corpo emettitore abbiamo 


Q= 6.5 x 10° W m?. 
Applicando la legge di Stefan ($ 3.1) abbiamo 

T = (0/0)'!* = 5819 K 
dove o è la costante di Stefan (= 5.67 x 10° W m° K°*). 


2. L'atmosfera terrestre si comporta come un filtro che, a latitudini intermedie, assorbe circa il 
50% della radiazione solare. Consideriamo un pannello solare di 1 m° di superifice che si trova a 
queste latitudini e posto perpendicolarmente alla radiazione solare. Ricordando che la costante so- 
lare è di 1400 Wm”, calcolare il numero di fotoni che lo colpiscono in un minuto. Si assuma la ra- 
diazione solare come ‘monocromatica con lunghezza d'onda di circa 600 nm. 


Soluzione. Indicando con N il numero di fotoni abbiamo 


:D 
hyv 


dove E è l'energia ricevuta dal pannello e 4v è l'energia di singolo fotone. 
Otteniamo pertanto N = 1.3 x 10? fotoni/min. 


3. Consideriamo una lampada che irradi isotropicamente e il cui flusso medio di fotoni, ad 1 me- 
tro di distanza da essa, è di 2 x 10!' fotoni cm? s°'. Se la lunghezza d'onda dei fotoni emessi è di 
6190 À, quanto è la potenza della lampada? 


Soluzione. Indicando con Mf) il numero di fotoni emessi nell’unità di tempo e con W la potenza 
della lampada abbiamo 


Mo) = 2.5 x 10°° fotoni s"' 
W = 80 watt. 


4. Per estrarre un elettrone dal litio occorre un'energia FE = 2.3 eV. Che lunghezza d’onda biso- 
gna usare per avere effetto fotoelettrico? Usando una lunghezza d'onda di 248 nm, che potenziale 
bisogna applicare per azzerare la corrente fotoelettrica? 


Soluzione. Sia \ la lunghezza d'onda da usare per avere effetto fotoelettrico, abbiamo 


ipa PES sagim. 
E 


Indicando poi con £, l'energia del fotone a 248 nm, con E, l'energia di soglia dell'effetto fotoelet- 
trico e con E; l'energia cinetica dell'elettrone estratto abbiamo 


E =E_—-E=2.7eV 


Per azzerare la corrente fotoelettrica occorre pertanto un potenziale di arresto di 2.7 V. 
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5. Un fotone di 0.2 MeV, dopo aver urtato un elettrone, subisce una deviazione di 30°. Quant'è 
l'energia del fotone diffuso? Quant'è l'energia ceduta all’elettrone? 


Soluzione. La lunghezza d’onda associata al fotone incidente è \ = 4c/E = 6.2 x 107° nm. Indi- 
cando con X' la lunghezza d'onda del fotone diffuso abbiamo ($ 3.5) 


xa Me A + \ = 6.5 x 107 nm. 
Mo € 


L'energia E’ del fotone diffuso risulta quindi E’ = 4c/X' = 0.19 MeV; all’elettrone viene per- 
tanto ceduta un’energia di 0.01 MeV. 


6. Considerare l'atomo di idrogeno nel suo stato fondamentale. Sulla base della teoria di Bohr, 
calcolare la quantità di moto e l'energia cinetica dell'elettrone, l'energia potenziale del sistema 
elettrone-nucleo, l'accelerazione dell'elettrone. 


Soluzione. Nello stato fondamentale 7 = 1 ($ 3.7), quindi risulta 


r= 0.53 À 

p= 2x 107° kgms" 
E.in = 13.6 eV 

Esa = — 27.2 eV 


a=9 x 10°° ms?. 


7. Un atomo di idrogeno compie una transizione dallo stato 7 = 4 allo stato 7 = 1. Quant'è la 
lunghezza d'onda del fotone emesso? A quale serie appartiene questa transizione? 


Soluzione. La transizione » = 4 — # = 1 appartiene alla serie di Lyman (vedi Fig. 3.6). Operando 
come nel problema precedente si calcolano le energie E, e E, dei due stati. La loro differenza ri- 
sulta 


AE = E—- E = 12.5 eV î 
da cui 


he 
AE 


\ = 


= 98nm. 


8. Dimostrare che la frequenza associata alla seconda riga della serie di Balmer è uguale alla som- 
ma delle frequenze della prima riga della serie di Balmer e della prima della serie di Paschen (prin- 
cipio di combinazione di Ritz). 


Soluzione. Riferendoci alla Fig. 3.6 abbiamo 
2? riga Balmerr 7 = 4-2 = 2 


1? riga Balmer: n1= 3-2 = 2 


Il 


1? riga Paschen: n = 4-7 = 3. 


Siano vo, ri e v» le frequenze associate rispettivamente a queste tre transizioni, dall’Eq. (3.63) ot- 
teniamo 


da cui 
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ni ncaft- i (-dlid 


9. Una sfera di massa #2 = 422 g si muove di moto circolare uniforme attorno ad un punto che di- 
sta dalla sfera 25 cm e la sua velocità lincare è di 20 m s'!. Nell'ipotesi di momento angolare quan- 
tizzato, quale numero quantico dovremmo assegnarle? 


Soluzione. Il momento angolare della sfera risulta di 2.11 kg m? s' e nell'ipotesi di quantizzazio- 
ne tale quantità deve essere un multiplo intero di 7 cioè 


n$ = 2.11kgm?s" 
da cui 
n= 2 x 10°. 
10. Perché nell’esperimento di Stern-Gerlach il campo magnetico deve essere inomogeneo? 


11. La forza deviante agente su un atomo soggetto ad un campo magnetico inomogeneo è 


F. = n (SÈ) 


\cdx 


dove z è la direzione del campo, pil vettore momento magnetico dell'atomo e B il vettore di indu- 
zione magnetica. 
Dimostrare che, in un esperimento di Stern-Gerlach, la distanza tra i due fasci deviati è 


dove 5 è la traiettoria del fascio attraverso il magnete, 72 la massa dell'atomo di argento e v la velo- 
cità più probabile. 

Soluzione. L'atomo soggetto ad un campo magnetico subisce un'accelerazione costante; la sua 
equazione di moto è 


d = 1 at 
P. p. 
dove 
a= E/m = aa PR 
Ur dz } v 
quindi 


d= ai = SAI 


12. Un fascio di elettroni, accelerato da una d.d.p. di 2500 V, è inviato su un cristallo la cui inter- 
distanza planare è di 0.82 A. A quale angolo si presenta il fascio riflesso di ordine più basso? 
Qual'è l'angolo di riflessione per neutroni di uguale energia? 


Soluzione.Indichiamo con 72, la massa dell'elettrone (= 9.11 x 107! kg) e con), la lunghezza 
d'onda ad esso associata; abbiamo 
je on e 

(2 my E) 
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Ricordando che 7) = 24 sen d, per \ = )_, € # = 1 otteniamo 
die De. 


Per i neutroni si ha 72, = 1.68 x 107 kg e procedendo come sopra si trova 


13. Che lunghezza d'onda si può associare ad una particella in quiete? 
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14. I] principio di indeterminazione è un limite legato alla natura stessa delle cose e, anche usando 


i più perfetti strumenti di misura. tale limite è invalicabile. 


Discutere questa asserzione in relazione alla scala (microscopica 0 macroscopica) dei sistemi fisici 


considerando alcuni esperimenti ideali. 


4. Richiamo di elementi della 
meccanica quantistica 


4.1. Osservabili, operatori, matrici, funzioni d'onda. 
I postulati fondamentali 


Sono stati necessati profondi cambiamenti negli schemi concettuali della fisica per 
potersi adattare alla complementarità caratteristica della fisica atomica. Di questi cam- 
biamenti probabilmente il più radicale è quello che si ha nel carattere matematico delle 
grandezze fisiche, che cessano di essere delle funzioni di certe variabili (coordinate cano- 
niche, tempo) per diventare degli operatori lineari hermitiani '? che operano sulle fun- 
zioni d'onda, le quali sono funzioni di una parte delle corrispondenti variabili classiche, 
perché infatti non si potranno presentare simultaneamente variabili complementari. In 
un’altra trattazione parallela ed equivalente, al posto degli operatori si considerano del 
le matrici, cioè dei quadri di numeri complessi a doppio indice (elementi della matrice). 
Il legame fra i due enti apparità fra poco. 

Per sottolineare questo cambiamento è stato introdotto per le grandezze fisiche il ter- 
mine di osservabile. Avremo per esempio, per un dato sistema le osservabili: energia. 
quantità di moto, momento elettrico o magnetico, ecc., i cui valori numerici non si pos- 
sono considerare come i valori istantanei di una funzione, come avviene nella fisica clas- 
sica, ma dei risultati di una misura eseguita 44 doc e collegati nel modo che vedremo al 
corrispondente operatore o matrice. 

În contrasto con le osservabili, le funzioni d'onda hanno molto spesso, non però sem- 
pre, un carattere matematico che, formalmente, appare del tutto «classico». Si presenta- 
no infatti molto spesso come soluzioni di equazioni differenziali dello stesso tipo di 
quelle della fisica matematica tradizionale. Il legame fra operatori e funzioni d'onda è 
dato da equazioni del tipo 


Ala Ana LAVIS RSSCATITS] (1) 


dove A è un operatore (lineare, hermitiano, come detto) e A,, un n477er0, cioè un sem- 
plice moltiplicatore. Le soluzioni di equazioni come questa, con opportune condizioni 
al contorno e di regolarità (integrabilità, unicità del valore ecc.) formano dei sistemi 


1) Un operatore A è /imezre se qualunque siano le funzioni fe g e la costante X vale 
AX(f+ g) = X(Af + Ag). 
È hermitiano se si ha 
{ang 4=|FAgd, 


con l'integrazione estesa a un dominio fondamentale in cui le funzioni fe g possono essere soggette a certe 
limitazioni (condizioni al contorno, integrabilità, ecc.). 
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completi! di funzioni ortogonali. Siccome la (4.1) è omogenea, le sue ARI si pos- 
sono sempre moltiplicare per una costante. Ciò permette di normalizzarle e le due pro- 
prietà, orfogomalità e normalizzazione si possono riassumere nell'equazione 


(= 0° sez #7 
let On AT = dmn cOn dm (4.2) 
ta l sez = x. 


L'esempio più familiare di sistema ortonormale è quello delle funzioni di Fourier, che 
sono le soluzioni dell'equazione 


nel dominio (— 4, /), con la condizione al contorno f(— /) = FU). 

È chiaro che qualsiasi data funzione d’onda può essere sviluppata in serie delle fun- 
zioni ortogonali (24tofunzioni) di una certa osservabile (vedi più avanti, ad esempio, 
l'Eq. (4.9)) purché naturalmente le variabili che appaiono in queste autofunzioni ap- 
paiano anche nella funzione da sviluppare. Vedremo fra un momento l’importanza fon- 
damentale di tali sviluppi. 

Gli A, che figurano nell'equazione (4.1) si chiamano 4z/ova/ori dell'operatore A e 
Y» sono le corrispondenti 4ufofurzioni (0 funzioni proprie). La condizione che A sia 
bermitiano assicura che gli A,, sono reali. Si possono avere autovalori discreti oppure 
continui. Nell'esempio delle funzioni di Fourier gli autovalori sono discreti o continui 
secondo che il dominio fondamentale è finito o infinito. Nel secondo caso si passa dalla 
serie all’integrale di Fourier. Le matrici, per le quali si adopeta spesso lo stesso simbolo 
dell’operatore corrispondente (talvolta chiuso in parentesi graffe), sono caratterizzate 
dalla seguente legge di somma e prodotto 


(A + B)mn = Aron + Byn (AB)na = E Ame Ban. (4.3) 


Si noti che il prodotto, di regola, non è commutativo, precisamente come avviene per 
gli operatori, intendendo per prodotto degli operatori C, D il simbolo CD che scritto a 
sinistra del simbolo f di funzione indica che si deve applicare a questa l'operatore D e al 
risultato (cioè a Df) si deve applicare C. L'operatore (o matrice) 


CD — DC 


si chiama il commutatore degli operatori (o matrici) GC, D. 


Il legame fra operatori e matrici è dato dalla formula che esprime l'elemento generico 
Ann= |VLAYW, dr, (4.4) 


con l'i integrazione estesa al dominio fondamentale. Se l'operatore è hermitiano, segue 
dalla (4.4) che è 


Ag AR (4.5) 


1) Un sistema di funzioni ortogonali si dice completo quando permette di sviluppare funzioni / (delle varia- 
bili considerate, nel campo considerato) che soddisfano soltanto a condizioni molto generali, la più impor- 
sar delle quali è che esista e sia finito l'integrale {|f |} #7 esteso a tutto il campo. Questo avviene sempre 
per le funzioni d’onda a causa del loro significato di ampiezze di probabilità che esige la normalizzabilità 
dell’integrale in questione. 
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Se vale la (4.1), e quindi la (4.2), la (4.4) ci dice che gli elementi diagonali A,, di {A} 
coincidono con gli autovalori dell'operatore A, mentre tutti gli altri elementi sono nulli. 
La matrice {A} risulta perciò diagonale. Questo avviene perché abbiamo preso come si- 
stema ortonormale quello delle autofunzioni di A stesso. Se B è un altro operatore, allo- 
ra la matrice {B} formata dagli elementi 


B. = | dx ByW,dr (4.6) 


può essere diagonale oppure no. Si dimostra che il primo caso si ha quando A e B com- 
mutano, cioè l'operatore AB — BA coincide col fattore zero. In caso diverso {B} non è 
diagonale. Nel primo caso le autofunzioni sono tali sia per l’uno che per l’altro operato- 
re. 

Da una matrice hermitiana {B} non diagonale si può ottenerne una diagonale trasfor- 
mando la data con una conveniente matrice S uzitaria cioè tale che! 


$°5= {1} (4.7) 
secondo la legge 
Bg = S'BS. (4.8) 


Spesso si scrive S7! al posto di S*, in vista della proprietà (4.7). Se B..y è diagonale, i 
suoi elementi diagonali sono gli autovalori di B. Ciò può permettere di ricavare gli auto- 
valori di un’osservabile anche senza risolvere direttamente un'equazione del tipo (4.1). 

Per postulato (1° postulato della meccanica quantistica) i risultati possibili di una mi- 
sura di un’osservabile A sono gli autovalori A, del corrispondente operatore o della cor- 
rispondente matrice. Ad esempio i livelli energetici di Bohr (Eq. (3.56)) saranno gli au- 
tovalori dell'operatore energia caratteristico dell'elettrone nel campo coulombiano del 
nucleo. L’autofunzione corrispondente al generico autovalore A, è la funzione d'onda 
che descrive quello stato del sisterna in cui l’osservabile A ha il valore numerico A,. Ne 
segue che si potranno assegnare simultaneamente i valori di più osservabili soltanto a 
condizione che 1 relati, lano C0777 bili (osservabili compatibili). Infatti 
slo in tal caso esse hanno un sisterna ortonormale in comune. La non commutabilità 
degli operatori riflette dunque le proprietà di complementarità delle grandezze fisiche. 

Talvolta, anzi per lo più, a un dato autovalore corrispondono g > 1 autofunzioni li- 
nearmente indipendenti (ortonormalizzabili fra loro e con tutte le altre). Si dice in tal 
caso che l’autovalore è degenere di ordine g. In questi casi occorre misurare simultanea- 
mente altre osservabili compatibili per poter specificare interamente lo stato. 

Nel caso dell'atomo d’idrogeno, come altre osservabili, oltre l'energia, si scelgono 
usualmente il modulo del momento angolare orbitale, una proiezione di questo su una 
direzione data e un’osservabile analoga a quest’ultima relativa al momento angolare in- 
trinseco (spin) dell’elettrone. Dopo di che la misura di qualsiasi altra osservabile o è in- 
compatibile, oppure è superflua perché il risultato si può prevedere a priori dagli ele 
menti già acquisiti. In condizioni come queste si dice che si è fatto UN'OSSETVAZIONe Mas- 
SUA. 

Tornando alle proprietà di commutabilità, si deve notare l’importanza particolare 
della commutabilità con l'operatore energia del sistema (operatore hamiltoniano). Essa 


1) Il simbolo S'è definito da Î,, = Sn». Le due matrici S, S'si dicono zrasposte l’una dell'altra. L'asterisco indi- 
ca che si devono prendere i complessi coniugati di tutti gli elementi. La matrice {1}, o mame unità, è la 
matrice diagonale in cui tutti gli elementi diagonali sono 1, ossia il cui elemento generico è il simbolo di 


Kronecker è, (definito in (4.2). La matrice 3° si dice anche l’aggiunza della S e si nota spesso con St. 
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è caratteristica di quelle osservabili che sono costanti del 72060. 

Resta da precisare in che senso le autofunzioni descrivono lo stato del sistema. Cono- 
scere lo stato del sistema vuol dire in sostanza saper prevedere i risultati della misura di 
una genetica osservabile eseguita su di esso, ossia saper determinare le probabilità da at- 
tribuire ai vari autovalori che possono venir fuori nella misura dell’osservabile data. Ri- 
sponde a questa esigenza il 2° postulato della meccanica quantistica affermando che le 
ampiezze di probabilità relative ai risultati possibili di una misura di 5 su un sisterna de- 
scritto da una funzione d’onda (normalizzata) y si ottengono sviluppando v in serie 
delle funzioni ortonormali g, dell'operatore B 


Yy= Xn. (4.9) 


Esse non sono altro che i coefficienti c, di questo sviluppo, in modo che la probabilità P, 
di ottenere l’autovalore generico B, è 


Pi: ||}. (4.10) 
Il fatto che si abbia 
Sd le=t (4.11) 


come deve essere perché l'affermazione abbia senso, è assicurato dalla normalizzazione 
di y e dal fatto che le g, costituiscono un sistema ortonormale completo. Se y è auto- 
funzione dell'operatore B, corrispondente a un autovalore B,, la serie (4.9) si riduce a 
un solo termine, con un coefficiente di modulo unitario: in tal caso la misura dà con cer- 
tezza il risultato B,. 

La procedura ora descritta si può interpretare «geometricamente» introducendo uno 
spazio generalmente multidimensionale (594220 hilbertiano) in cui ogni versore uscente 
dall'origine rappresenta una funzione normalizzata e in cui ogni sistema ortonormale, 
delle variabili considerate, può interpretarsi come un sistema di versori ortogonali di ri- 
ferimento.!! Il prodotto scalare in tale spazio è definito da 


(Y- 0) = {ved (4.12) 


con l'integrazione estesa al dominio fondamentale in cui le funzioni y e sono definite 
e normalizzate. Siccome i coefficienti di uno sviluppo in serie di funzioni ortonormali 
sono dati proprio da espressioni di questo tipo, si vede che la (4.9) è l’analogo 
dell'espressione v = 2.1 + 2,j + 7: k dello spazio ordinario. 

Il 2° postulato si può anche formulare dicendo che l’ ampiezza di probabilità perché si 
ottenga il risultato generico B, è la proiezione del veztore 41 stato Y sull’asse proprio gn 
corrispondente all’autovalore 8, e conseguentemente la (4.10) si può riscrivere 


0a). (4.13) 


A questo punto si può ottenere abbastanza facilmente un'espressione importante per la 
media <B> dei risultati delle misure di un’osservabile B su un sistema descritto dal 
vettore di stato . La si ricava dalla definizione 


<B> = L,P,B, (4.14) 
1) In quest'ordine di idee, le funzioni ortonormali si chiamano anche 4ssî propri o autovettori dell'operatore 


che le ha fornite, in quanto tale operatore trasforma questi versori dello spazio hilbertiano in se stessi, a me- 
no di un fattore che però resta senza effetto in quanto si impone la condizione di normalizzazione. 
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utilizzando la (4.13). Diamo direttamente il risultato che è 


<B> = ($- BU) = (BV v) (4.15) 


ossia, esplicitamente 
<B = | y'By dr; (4.16) 


< B > si chiama anche il «valore aspettato» (expectazion value) dell’osservabile B. Se Y 
è un asse proprio di B, corrispondente all’autovalore Br, allora <B> coincide con B, € 
la (4.16) verifica questo risultato. 

Per completare questo quadro vogliamo aggiungere qualcosa sugli operatori più co- 
uni. Fondamentale è la scelta degli operatori che corrispondono a una coppia di coor- 
dinate canoniche coniugate p, 9. Per postulato si assume che fra gli operatori /, g si ab- 
bia la relazione di commutazione 


pa — qb = z (4.17) 


Questo postulato è l’espressione matematica del principio di indeterminazione. Si può 
soddisfare in più modi alla (4.17). Riferendosi a un «corpuscolo», il modo più comune è 
quello di porre (x, y, z coordinate del corpuscolo) 


(Ap = *. pe (4.18) 
î dx 


e analoghe per y, z, che si possono riassumere in 


(1)op ei (Pop = cd grad S (4.19) 
Î ‘dg 
Con queste posizioni, e considerando per semplificare il solo moto lungo l’asse x 
l'equazione delle autofunzioni 


(Lp t = 2 V, 
dove con l’apice indichiamo che si tratta di un generico autovalore, diventa 
TU py, 
i dx 


con la soluzione 
Y(x) = cost. cxp (Ar p'%). 


nella quale si riconosce la parte dipendente da x di un'onda di De Broglie. 

Per mezzo della posizione (4.19) si può trasformare in operatore qualsiasi funzione 
delle 4 c p, cioè qualsiasi grandezza della meccanica classica. Particolare importanza ha 
l'operatore hamiltoniano H. Per un corpuscolo di massa 72 in un campo di potenziale 
V (x,y.2) l’espressione che si ricava è 
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H = h° d? 0° d? V 
87° 72 ( dx dy° dz? (x,9,2) (4.20) 


o anche, con notazione leggermente diversa, 


H= — de grad? + V(x,9,2) = — nica V+V(xy, z).| (4.21) 


8T° nm 2 mn 


L'operatore M per il momento angolare orbitale di un corpuscolo si desume dal la for- 
mula classica (p = 72 v) 


M=tAp 
che da 
\ 
M, = yD.— 2h, = 5) at (4.22) 
i\ 0z dy 


con le analoghe che si ottengono ruotando le lettere x, y, z. Alla componente secondo 
l’asse z si può dare una forma semplice prendendo per variabile l’azimut © intorno 
all’asse z. Risulta 


Md (4.23) 
1 de 
con le autofunzioni 
®= —L_ gine (4.24) 
27 


dove 72 deve essere intero perché la funzione sia ad un sol valore. Ciò dà gli autovalori 
M{= mb, m=0,+1,+2,... (4.25) 


Il valore di |7:| non può superare quello di /(= 0,1,2,...) che quantizza il 72044/0 
quadrato M° del momento angolate, cioè quello che appare nell'espressione degli auto- 
valori 


(MY = I(0+ 1)#?. (4.26) 


Questo risultato si ottiene discutendo l’equazione delle autofunzioni per M? (equazione 
delle funzioni sferiche), previo passaggio a coordinate polari d e g. ; 
L'operatore M? commuta con quelli delle componenti, ma questi non commutano fra 
loro. Tutto quello che si può conoscere di un momento angolare è perciò il modulo e 
una delle componenti, conoscenza che è riassunta nei due numeri quantici /, 772. 
Gli operatori corrispondenti allo spir delle particelle non si possono dedurre come 
quelli ora visti a partire dalle espressioni classiche, che non esistono. Si postula che le 
componenti di spin abbiano le stesse proprietà di commutazione di quelle dei momenti 
angolari orbitali. Da questo discende che il numero quantico s, che quantizza il modulo 
dello spin, può prendere non soltanto valori interi ma anche semi-interi (e così corri- 
spondentemente 7,, che quantizza la componente). La differenza fra i valori successivi 
di 777, resta sempre però di un'unità #. Questo è in perfetto accordo con l’esperienza. Si 
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possono anche scrivere esplicitamente delle matrici per gli operatori di spin, ma evitia- 
mo di farlo, rinviando ai testi specializzati. 


4.2. Qualche proprietà e conseguenza dell'equazione generale di 
Schròdinger 


L'equazione generale (0 temporale) di Schròdinger è l'equazione di evoluzione delle 
funzioni d'onda 


iS - Hy (4.27) 
9 


dove H è l’operatore hamiltoniano del sistema. È lecito postulare che le funzioni d'onda 
degli stati stazionari abbiamo la forma 


Y, = exp (= o E) U,(G... Gn) (4.28) 


dove gli argomenti 41 ... gx sono le coordinate lagrangiane del sistema. Questo corri- 
sponde all’idea (di De Broglie) che frequenza ed energia siano legate ancora dalla rela- 
zione E = Av e nello stesso tempo dà una densità di probabilità |4|?, indipendente dal 
tempo, che è quello che ci si aspetta per uno stato stazionario: in particolare fornisce una 
giustificazione dell’ipotesi di Bohr che una particella carica non irradia energia quando 
si trova in uno stato stazionario. Portando l’Eq. (4.28) nell'Eq. (4.27) si ottiene come 
caso particolare l'equazione di Schròdinger per gli stati stazionari, o equazione «senza il 
tempo», e cioé 


Fa, = Eh 


Questa non è che l’Eq. (4.1), cioè l'equazione delle autofunzioni, scritta per l'operatore 
hamiltoniano ed è l'equazione da adoperare per ricavare, in particolare, i livelli energe- 
tici del sistema considerato. 

Tornando all’equazione generale (4.27), osserviamo che l'evoluzione del vettore di 
stato y è ovviamente connessa col concetto di transizione. Tale equazione deve dunque, 
in principio, dare il modo di calcolare le probabilità di transizione. Vediamo, molto 
schematicamente, come questo avviene. 

Il caso più semplice e tipico si ha quando un sistema che si trova in uno dei suoi stati 
stazionari viene sottoposto a una perturbazione." In altri termini, si va a tener conto che 
il sistema è sottoposto a delle forze che non c'erano (o che sono state ignorate) quando si 
sono ricavati gli stati stazionari partendo dall’hamiltoniano imperturbato H°. Queste 
forze corrispondono a dei termini che devono essere aggiunti, o reintegrati, all’hamilto-, 
niano H° e che indichiamo con L. Si può supporre che fra le variabili che entrano in L il 
tempo non figuri esplicitamente. Siccome tanto meno potrà figurare in H°, così l’hamil. 
toniano completo H = H° + L non conterrà il tempo. Questo caratterizza il sistema co- 
me un sisterza isolato, ciò che costituisce senza dubbio un’idealizzazione, ma non, in li- 
nea di principio, una restrizione. Infatti qualunque sistema può essere considerato isola- 
to pur d'includervi tutto quello che importa. Per esempio, un atomo che assorbe radia- 


1) Nelle transizioni «spontanee» (Cap. 3, $ 3.10) la perturbazione è dovuta all'interazione (accoppiamento) 
fra la carica dell'elettrone e il campo elettromagnetico degli oscillatori virtuali di cui al 8 3.2 dello stesso 
capitolo. 
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zione non È certo di per sé un sistema isolato. Ma il sistema atomo + campo di radiazio- 
ne, lo potremo invece considerare tale. In certi casi può anche convenire di introdurre 
una L funzione del tempo, cioè studiare un sistezza aperto, ma qui non lo faremo. 

L'evoluzione del vettore di stato a partire dall’istante (£ = 0) in cui la perturbazione L 
agisce! è regolato dall’equazione 


a = EP +. Da (4.29) 


Per analizzare questa evoluzione in termini di transizioni, sviluppiamo y in serie delle 
autofunzioni 


yo = p(— i E.) e, (9) (4.30) 


del sistema imperturbato. Il vettore di stato a un istante generico sarà allora espresso da 
Wa Zalatta I) 


dove bisogna tener presente che le 9, contengono ancora il tempo, nel fattore tempora- 
le. Le autofunzioni y$, soddisfano all’equazione 


iù sa = HW. (4.32) 


Si noti che 77 (eventualmente non un singolo, ma un grup90 di numeri quantici) non 
numera i livelli energetici, ma i singoli stati: alcuni degli E,, possono perciò essere ugua- 
li, cioè si può avere per certi 72, 72’, E, = E,.. Anzi, siccome l'energia deve essere con- 
servata, le transizioni come si vedrà non possono avvenire che fra stati distinti ma aventi 
la medesima energia. 

Sostituendo lo sviluppo (4.31) nell’equazione d’evoluzione (4.29) e tenendo conto 
della (4.32) si ottiene 


ih Ln è = Do L VW. 


Moltiplicando per W2* e integrando in 47 si trova, tenuto conto dell’ortonormalità delle 
0 


ma 


ife, = Ln Cn(t) Lum &xP Fi (E, — En): (4.33) 


dove gli L,,, sono gli elementi della matrice {L} nel sistema delle 4%, cioè 
Lun = \e&*Lw&dr. (4.34) 


A questo punto si possono risolvere in prima approssimazione le equazioni (4.33) no- 
tando che se la perturbazione è tale, cioè è piccola, i c,, variano solo lentamente col tem- 
po. Sostituendo allora nel secondo membro i loro valori iniziali al posto dei valori effet- 
tivi si ha 


1) Nell'esempio sopra ricordato dell'emissione spontanea, l'accoppiamento col campo elettromagnetico agi- 
sce fino dal momento in cui l’atomo è stato portato nello stato eccitato iniziale. 
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IC bo L î 
0 = — 160 Za Cn (0) Lum XP le (Be (4.35) 
b 


dove l’indice (1) sta a indicare la 1* approssimazione. Queste equazioni si possono inte- 
grare una ad una per dare 


t 


ct = ca (0) — #8 XL, cn (0) Lum fop[} (E, E.) |a 


0 


uenlito Lug . (4.36) 


Supponiamo ora che al tempo # = 0 il sistema fosse nello stato y1,. Ciò significa cn, (0) 
= 0 per ogni 72’ # 72€ in particolare c, (0) = 0, mentre è |o,.(0)|? = 1. La probabilità 
in prima approssimazione che al tempo 7 il sistema abbia compiuto una transizione allo 
stato 40 è allora, secondo la precedente, 
2-2 coffe Fm ) 
5 


(E, — Em)? 


Pin (4) = |A]? = |cw(0)]?|Luml? 


cioè 
senta i) 
muretti (4.3 


72) A] 
2% 


La funzione che qui appare 


considerata come funzione di 


26 


ha, per x = 0, il valore /? e si annulla per la prima volta per x = + x/?, dopo di che 
continua con una successione di massimi decrescenti 


dad & a 
9 7 a SII 


nei punti 
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2 ap 1 E 


Fig. 4.1 - Andamento della funzione (sen #x/x)? per £ = 3 (linca continua) c £ = 1 (linca tratteggiata). 


intercalati ad altrettanti zeri perx = * #(7/9). È donare rappresentata (vedi Fig. 4.1) 
da una curva che ha una «zona significativa» intorno a x = 0, tanto più alta e tanto più 
stretta quanto più 7 è grande. Mentre l’area totale della curva cresce in proporzione a £, 
infatti si ha 


(ce) 


{ sen?6x dei 
gd x 


la larghezza effettiva della curva, che è circa 27/7, svanisce col tendere di 7 all'infinito. 
Ciò riflette nient'altro che la conservazione dell'energia. Che, in principio, si debba 
avere E,, = E, soltanto per # = 00, dipende dall’aspetto temporale del principio di in- 
determinazione ($ 3.13 del precedente capitolo) che per tempi finiti non consente una 
valutazione infinitamente esatta dell'energia (e quindi nemmeno una verifica infinita- 
mente esatta della sua conservazione). 

Si vede dalla (4.37) che PS) (5) non risulta proporzionale a £. Tale equazione non per- 
mette perciò di definire una probabilità di transizione per unità di tempo che sia costan- 
te. Però il fatto che l’area della curva che rappresenta P4 (7) sia invece proporzionale a 
t, come si è osservato, suggerisce che il risultato finale per la probabilità di transizione ri- 
chieda ancora un ‘integrazione sulla variabile x (cioè sulla variazione, formale, dell’ener- 
gia del sistema). E infatti è proprio così. In tutti quei casi che permettono di definire 
una probabilità di transizione per unità di tempo, lo stato iniziale o quello finale, o tut- 
ti e due, appartengono ad un continuo di stati (cioè non sono stati isolati) come implici- 
tamente si era supposto. È più facile spiegare questo fatto su dei casi concreti. Prendia- 
mo ad esempio l’emissione di una particella x da parte di un nucleo, oppure quella di 
un fotone da parte di un atomo. In entrambi i casi, il nucleo e l’aromo passano da uno a 
un altro stato discreto, non così però le particelle emesse, perché lo stato di queste non 
ha una definita quantizzazione. Cerchiamo di precisare che cosa questo vuol dire. Come 
abbiamo fatto per studiare la radiazione del corpo nero (Cap. 3, $ 3.2) si può pensare 
che il processo considerato abbia luogo in una cavità, ad esempio cubica, di dimensioni 
arbitrariamente grandi e a pareti impenetrabili, quest’ultima caratteristica essendo in- 
trodotta perché semplifica i calcoli e non perché abbia uno speciale significato fisico. 
Nel caso dei fotoni, pareti impenetrabili vuol dire che riflettono al 100%. Già sappiamo 
che per le onde fra pareti riflettenti sono possibili tutti i vettori di propagazione della 
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forma (Eq. (3.13) del Cap. 3) 


cielica Py Di 
i. Le L 


con 7, 7, #, interi e L spigolo della cavità cubica. Precisamente lo stesso avremo per le 
onde di De Broglie che rappresentano la particella a lontano dal nucleo. In tutti e due i 
casi i vettori di propagazione, e quindi gli stati possibili, corrispondono ad altrettanti 
punti aventi coordinate intere nello spazio sotteso dagli assi ., #,, 7,. Il calcolo della 
densità di stati AN/dE, cioè del numero di stati per unità d’intervallo energetico, è per- 
ciò perfettamente simile a quello del numero per unità d’intervallo di frequenza delle 
componenti di Fourier del potenziale vettore, incontrato al $ 3.2 del Cap. 3 (nel caso dei 
fotoni, anzi, non si tratta che della interpretazione «fotonica» dei risultati di allora). De- 
duciamo dunque, dalla (3.23), per la densità di stati pet il fotone la seguente espressio- 
ne 


o; (E) dN 87° 4 dv 


v 


dE Tcl de 
ossia 
E) = srpe (4.38) 
e; (E) dE 
ed essendo E = Av = hck, 
_ 81° (4 39 
st lee galli Via 


Per la particella @ il legame fra 4 e l'energia è diverso, avendosi 


4 _ (22 E)!!? 


7 


inoltre in questo caso la y è un semplice scalare e quindi il numero di stati si dimezza 
perché non si ha da distinguere fra due stati di polarizzazione. Si ottiene perciò dalla 
Eq. (4.38) 


ou (E) = 4n1° & di = # (ma)! > Br. (4.40) 


In tutti e due i casi, aumentando il fattore arbitrario ZL? = V, la densità degli stati può 
essere fatta crescere quanto si vuole. Perciò si può dire che si ha un continuo di stati, 
mentre nello stesso tempo ha senso parlare di densità degli stati, il che presuppone la lo- 
ro numerabilità. 

Si vede dunque che gli stati finali dei due processi considerati - stati del sistema com- 
plessivo nucleo + particella a, oppure atomo + fotone - appartengono a un continuo. 
Per ottenere la probabilità di transizione si dovrà dunque integrare la (4.37) su tutti gli 
stati del continuo finale. Il risultato è 


i sen 1 (E, — En) | 
Pan (9) = 3 | |Ll o (E.) de, . 


pe =; 
le 25 
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Per qualunque valore ragionevole di 7, la funzione in parentesi graffa è limitata a una 
regione così stretta di E, che L,,, e 0 si possono ritenere costanti e portarle fuori del segno 
d’integrale. Resta 


Si ha d’altra parte 


Î sen?x7 de = 3 | sen?xz he | sen'y d 
di dux dg 


e infine, essendo 


si ottiene 


Be a |Lu|} 0 (E) #. (4.41) 


Come si vede, qui si ha P,,, proporzionale a f ciò che permette di definire una probabili- 
tà di transizione per unità di tempo indipendente da £ 


Gr» da, (4.42) 
1A 


Si noti che la dipendenza fittizia di o dal volume arbitrario L' della cavità (Eqq. (4.39) e 
(4.40) sparisce dalla formula finale in quanto la stessa grandezza si ritrova al denomina- 
tore nell'espressione di |L,,. |}. Infatti in LL, deve apparire il fattore V°!/? caratteristico 
della normalizzazione della particella libera (Eq. (3.91) del Cap. 3). Spesso la legge 
(4.41) si trova scritta come 


Ta a EL [Lal RL). (4.43) 
5 


La funzione di Dirac è (£) che qui appare è una funzione «impropria» che si può definire 
come una funzione pari del suo argomento È tale che è zero dappertutto fuori che per 
£ = 0, nel quale punto va a 00, ma in modo che sia 


a 


) it (4.44) 


per qualunque valore finito di 4. Si può pensare d(£) come limite di diverse funzioni «or- 
dinarie» di È. La cosa più semplice è prendere il limite della funzione discontinua rap- 
presentata in Fig. 4.2, per e--0. 

Il significato di 7, che appare in (4.43) è un po’ diverso da quello di f,,,. Si tratta in- 
fatti della probabilità di transizione per unità di tempo e d'intervallo d'energia. La tmn, 
in altri termini, dev'essere integrata sul continuo finale per dare la probabilità di transi- 
zione per unità di tempo pm». Il risultato dell’integrazione è proprio l’espressione (4.42) 
perché, qualunque sia la funzione «ordinaria» F (£), si ha 
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-e 008 


Fig. 4.2 - Funzione discontinua avente come limite, per e—-0, la funzione è di Dirac. 


[FSE ©) A = Fb). (4.45) 


Nell'esempio le funzioni ordinarie di E, sono |L,m |" e 0 (E.). L'Eq. (4.43) ha il vantag- 
zio di mettere esplicitamente in evidenza la conservazione dell'energia che resta invece 
sottintesa nello scrivere la (4.41). 

L'equazione di partenza delle considerazioni che precedono è l'equazione di 1° ap- 
prossimazione (4.37) e generalmente tale approssimazione è sufficiente. Perde però si- 
enificato se per qualche ragione (dipendente in generale da qualche simmetria dei cam- 
pi di forza) l'elemento L,, è nullo. In questo caso si passa alla 2? approssimazione che si 
ottiene mettendo c4!° (2) al posto di c,, (£) nella (4.33) e integrando. Il risultato finale è 
che nelle formule per mn € tn l'elemento di matrice L,., viene sostituito come segue 


VERE da a, x (4.46 
ossia 
ipo Lem Len ms (4.47) 


(E-E)XE—E) 


In questo caso la transizione ha luogo se esiste almeno uno stato 7 tale che gli elementi di 
matrice della perturbazione L fra questo e i due stati iniziale e finale sono diversi da ze- 
ro. Non è necessario che l'energia sia conservata fra lo stato intermedio re gli stati inizia- 
le e finale, ma solo fra questi ultimi, come nel caso precedente (sempreché il sistema 
non sia osservato per un tempo così corto da rendere il principio della conservazione 
dell'energia inoperante). 

Un'altra osservazione da fare sull’Eq. (4.37) di PS) (7) è che essa è invariante rispetto 
allo scambio degli indici 77, x, cioè degli stati iniziale e finale (ricordare che È L,,, = 
Li). Questo risultato non si limita alla 1* approssimazione, ma è generale (la verifica 
per la 2? approssimazione è immediata dalla formula (4.47)). Esso mostra che la mecca- 
nica quantistica è altrettanto indifferente al senso del tempo quanto la meccanica ordi- 
naria. Cioè, se una transizione ha un certa probabilità, uguale probabilità spetta alla 
transizione opposta. Questa proprietà va valutata con una certa attenzione. In particola- 
re è bene rendersi conto che da essa sola non segue l’invertibilità di un processo fisico. La 
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velocità con cui un processo fisico si svolge (in una certa direzione) dipende infatti in 
modo essenziale, oltre che dalla probabilità di transizione per unità di tempo, dalla po- 
polazione dello stato di partenza, com'è evidente, ad esempio, dall’Eq. (3.71) del Cap. 
3. Prendiamo a titolo d'esempio il processo 


Ra Ra4 a (4.48) 


nel quale la particella @ riceve l’energia di 4.78 MeV. Supponiamo di avere una quanti- 
tà di Ra tale che si produca in media una disintegrazione al secondo, cioè circa 7.4 x 10!° 
atomi. Ci sono almeno 1-2 particelle a per nucleo nello stato appropriato per compiere 
la transizione considerata, perciò la popolazione dello stato iniziale è — 10!°. Per otte- 
nere una produzione di nuclei di Ra con lo stesso ritmo (uno al secondo) bombardando 
del Rn con particelle @ di 4.78 MeV, occorrerebbe avere altrettante particelle @ che ur- 
tassero altrettanti nuclei in un secondo, cioè un flusso di @ molto più intenso che 10!° 
particelle al secondo, perché normalmente le particelle a consumano la loro energia nel- 
le interazioni con gli elettroni degli atomi e solo un’infima percentuale riesce a raggiun- 
gere un nucleo. Perciò il processo (4.48) è essenzialmente irreversibile, nonostante la 
simmetria delle probabilità di transizione. Ricollegandoci alle considerazioni svolte nel 
$ 2.7 del Cap. 2 si può anche notare che mentre lo stato iniziale della particella @ è uni- 
co, gli stati finali possibili sono moltissimi, non fosse che per le varie possibilità offerte 
alla direzione dell'impulso della particella. Quindi l'entropia (per particella) nello stato 
finale è molto più grande che nello stato iniziale. È essenzialmente questa circostanza 
che produce l’itreversibilità. 


43. Sistemi che contengono particelle uguali 


In questo paragrafo ci vogliamo occupare delle conseguenze dell’i4ex%t2 delle parti- 
celle della stessa specie, un argomento del quale sarebbe difficile sopravalutare l’impor- 
tanza per lo studio della struttura della materia. Anche nell’ambito della fisica classica, 
a nessuno è mai venuto in mente che corpuscoli della stessa natura, per esempio elettro- 
ni o protoni, oppure nuclei di un dato isotopo, si possano distinguere gli uni dagli altri, 
cioè possano portare dei «segni caratteristici». Tuttavia, in fisica classica è sempre possi- 
bile, in linea di principio, seguire un corpuscolo senza perderlo mai di vista, così da 
identificarlo anche dopo che è venuto a collisione con un altro uguale. Questa possibili- 
tà viene a mancare nella fisica quantistica: infatti quando due pacchetti d'onda che de- 
scrivono due corpuscoli uguali C, e C, si sono sovrapposti in una collisione, anche se in 
seguito tornano a separarsi, nessuno può dire quale pacchetto si deve attribuire a GC; e 
quale a C., anzi il problema non ha nessun senso. 

D'altra parte quando si descrive un sistema contenente particelle uguali è necessario 
dare formalmente a ciascuna di esse il proprio simbolo. Così, ad esempio, discutendo 
l'atomo di elio non potremo fare a meno per scriverne l’hamiltoniana di introdurre due 
gruppi di coordinate x, y; 2: 01, x: y» 2: 0: per caratterizzare i due elettroni (0, e 0, so- 
no le coordinate di spin, cioè i valori di s, su una direzione 2 prefissata). Naturalmente 
l’hamiltoniano - e così l'operatore corrispondente a qualunque altra osservabile - riusci 
tà simmetrico, cioè invariante, rispetto allo scambio degli indici (nell'esempio i numeri 
1 e 2) che designano particelle uguali. Avremo cioè, indicando con A l'operatore corri- 
spondente a un'osservabile generica e con P.; l'operatore, detto di perzzutazione, che 
scambia gli indici 1 e 2. 


pics; (4.49) 


Sembrerebbe a prima vista che si dovesse esigere la stessa invarianza per le funzioni 
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d'onda. Questo però non è, per il fatto già ricordato (Cap. 3, $ 3.13) che la fase della 
funzione d'onda che descrive un sistema che si trova in uno stato ben definito è indeter- 
minabile.'’ La condizione di invarianza va invece imposta a ciò che è direttamente osser- 
vabile e cioè al quadrato del modulo della funzione d’onda, ossia alla densità di proba- 
bilità. Se y è una funzione d'onda che contiene (eventualmente insieme ad altri) gli in- 
dici 1, 2 di due particelle uguali, dovrà dunque essere 


Pi VI: = |V?. (4.50) 


Si presenta perciò il problema di sapere qual'è l’effetto di P.. sulla y stessa. Siccome 
l'equazione ora scritta si può anche scrivere come 


(Pio (Pad) = S° 


è chiaro che 
Pog=%Y% (4.51) 
Piyg=-% (4.52) 


rappresentano due soluzioni accettabili. Si può anche dimostrare che sono le uniche. Le 
funzioni d'onda che soddisfano al criterio (4.51) si dicono simzzzetriche, quelle che sod- 
disfano a (4.52) antisimmetriche. Segue dall’equazione di Shròdinger che il tipo di sim- 
metria di una funzione d’onda non può cambiare. Infatti la variazione infinitesima ge- 
nerica #4 della funzione d’onda è data da 


dy= it Hydt 
e questa ha lo stesso carattere di simmetria della y, dato che H è simmetrico rispetto a 


Per sapere se le funzioni d'onda sono simmetriche 0 antisimmetriche non c'è che ri- 
volgersi all'esperienza. E l’esperienza risponde che ambedue i criteri indicati dalle Egg 
(4.51) e (4.52) trovano applicazione e che è la natura dei corpuscoli che decide se deve 
valere (4.51) oppure (4.52). Seguono, per esempio, la regola (4.51) i fotoni, le particelle 
a (rispettivamente spin 1 e 0), l'atomo (neutro) d’idrogeno, la molecola (neutra) 
d'idrogeno (ambedue con spin nullo) ecc.. Seguono invece la regola (4.52) l’elettrone, 
il protone, il neutrone (tutti con spin 1/2) ecc.. Le particelle con funzioni d’onda sim- 
metriche si chiamano patticelle di Bose-Binstein, o bosoni, quelle con funzioni d'onda 
antisimmettiche si chiamano particelle di Fermi-Dirac o ferzzioni. Si può mostrare che 
sistemi composti si comportano come bosoni 0 come fermioni a seconda che il numero 
di fermioni che contengono è pari o dispari. 

La profonda differenza di comportamento di questi due tipi di particelle, almeno 
quando siamo al «limite quantistico», si manifesta chiaramente se si introduce un’ap- 
prossimazione largamente usata che consiste nel trascurare, almeno formalmente ® le 
mutue interazioni. In questo caso si possono costruire le funzioni d'onda partendo da 
autofunzioni valide per le singole particelle. Questo è subito visto nel caso di due parti- 
celle (1, 2), ma vale in generale. Nelle ipotesi poste l’hamiltoniano del sistema si separa, 


1) Come accennato alla fine del $ 3.13, fa eccezione il caso di un sistema di molte particelle, tutte nel medesi- 
mo stato. Questa situazione si può avere soltanto per i bosoni (vedi oltre) ed effettivamente in questo caso 
si può anche esigere y (1,2) = w (2,1) 


2) Con l'artificio di introdurre un potenziale che rappresenta l’effetto medio su una particella dovuno alle for- 
ze esercitate su di essa dalle altre, si può tener conto, almeno in parte, anche delle interazioni 
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cioè si ha 
H(1,2) = H(1) + H;(2) (4.53) 


dove 1 e 2 come argomenti delle funzioni rappresentano ciascuno l’intero gruppo di 
coordinate di una particella incluse quelle di spin. In queste condizioni l'equazione ge- 
nerale di Schròdinger si può risolvere ponendo 


y= vi(1)Y:(2) (4.54) 
con yi; e y: che soddisfano a 
ij = Hdi, ili = Hoya. (4.55) 
Infatti tale equazione, cioè H y = #4 v, con la posizione (4.54) diventa 
Va Hi gi + di Ho yo = i ($4a + Vila) 


che è soddisfatta se le (4.55) lo sono. In generale se si hanno N corpuscoli uguali, la fun- 
zione 


Wa, (1) Ya, (2)... day (N) (4.56) 


è soluzione dell’equazione di Schrédinger se i singoli fattori sono soluzioni delle corri. 
spondenti equazioni particolari (cioè del tipo delle (4.55)). Salvo casi speciali, questa so- 
luzione però non soddisfa alle condizioni di simmetria. Per soddisfare a queste occorre 
combinare linearmente tutte le espressioni che si ottengono dalla precedente permutan- 
do in tutti i modi possibili gli argomenti 1,2,...,N rispetto agli indici, che caratterizzano 
in generale gli stati quantici individuali, 91, 4»... gw. La soluzione simmetrica Y; si ot- 
tiene sommando su tutte le permutazioni 


Var (1) Var (2)... Va (N) 


dove P indica la permutazione generica e N; è un fattore di normalizzazione. La soluzio- 
ne antisimmetrica Y, è data similmente da 


Va (1) Va, (Va N) (4.58) 


Il fattore di segno (— 1)” è + 1 oppure — 1 secondo che la permutazione è pari 0 dispa- 
ri cioè equivale a un numero pari o dispari di scambi degli indici due a due. La somma 
in questa formula non è che lo sviluppo di un determinante e perciò si può anche scrive- 
re 


W= N Lp 


(4.57) 


Ya = NE 1 P 


Vu = N | (A) Va) Van (2) |. (4.59) 


La richiesta proprietà di antisimmetria (cambiamento di segno per ogni scambio di due 
qualunque degli indici 1,2,...,N ) risulta evidente dalla proprietà dei determinanti di 
cambiare segno per lo scambio di due righe o di due colonne. Segue pure dalla stessa 
proprietà che un'autofunzione antisimmetrica non identicamente nulla si ottiene sol. 
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tanto se tutte le autofunzioni y,,, Y4, ... Y,y sono distinte. In caso contrario infatti il de- 
terminante avrebbe due o più colonne uguali c perciò sarebbe nullo. 

È questa una proprietà caratteristica dei fermioni: in un sistema non ce ne possono es- 
sere due con la stessa autofunzione, ossia nello stesso stato quantico, cioè con tutti i nu- 
meri quantici uguali. 

Introducendo i nwzzeri di occupazione n, che danno i numeri di particelle nei vari 
stati quantici, questi, nel caso dei fermioni, non possono essere che 470 oppure zero: 


# = 01 (fermioni). (4.60) 


Questo risultato, scoperto dapprima empiricamente per gli elettroni, si chiama pre: 
pio di esclusione, 0 di Pauli. La connessione con le proprietà di simmetria delle autofun- 
zioni fu scoperta da Dirac. 

Nessuna limitazione esiste per i numeri di occupazione dei bosoni. I loro numeri di 
occupazione possono andare da zero a 00: 


n= 0,1,... 0 (bosoni) . (4.61) 


Per mezzo dei numeri di occupazione si possono esprimere i fattori di normalizzazione 
nelle (4.57) e (4.58), nell’ipotesi che le singole Y, siano normalizzate. Si trova 


1/2 


N; = n ni! n3! Lt (4.62) 
N! 
N = (N12 (4.63) 


4.4. Approssimazione semiclassica 


Un metodo approssimato per risolvere l'equazione di Schrédinger fu introdotto indi. 
pendentemente da Wentzel, Kramers e Brillouin (1926) e si basa su uno sviluppo 
dell’integrale di azione S in serie di potenze di 4. L’approssimazione, detta WKB, risul. 
ta tanto più valida quanto più il sistema si avvicina alle condizioni classiche (S > 7): 
tuttavia, data la relativa semplicità della trattazione, essa viene usata anche quando det- 
te condizioni non sono completamente verificate, al fine di ottenere soluzioni approssi- 
mate di problemi difficilmente trattabili con metodi rigorosi. 

Il metodo WKB è facilmente applicabile nei problemi unidimensionali o comunque 
nei casi in cui l'equazione d’onda è separabile in una o più equazioni differenziali cia- 
scuna dipendente da una sola variabile. In molti casi pratici queste condizioni non sono 
soddisfatte: tuttavia c'è la possibilità di usare l’approssimazione WKB riducendo il pro- 
blema da multidimensionale a unidimensionale assumendo che il sistema si muova solo 
lungo la trazettoria classica. Questa viene determinata, in accordo al principio di minima 
azione, dalla condizione di stazionarietà dell'inzegrale di azione 


‘b 


ò { I(d,q, 4) dt = 0 (4.64) 


‘a 


dove L (q,q,1) è la lagrangiana del sistema, 4, e 4, sono gli istanti iniziale e finale del mo- 
to. Questo problema variazionale conduce, come è noto, a risolvere le equazioni di La- 
grange 


sE 0, Sa 1) (4.65) 
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tante quanti sono i gradi di libertà (numero di variabili indipendenti) del problema. 
Una soluzione dell’equazione di Schròdinger dipendente dal tempo 


die pa POI 4.66) 
3; i (q) ( 


può essere ricercata nella forma 
Y (q, 7) = Aexp[iW(q, 1/3] (4.67) 


dove A è una costante e W (q,7) soddisfa all’equazione (che si ottiene sostituendo (4.67) 
in (4.66)) 


IW ,LvWrsyv- id vwe-0. (4.68) 
di 2M 2M 


Nel limite classico (# — 0) l’Eq. (4.68), che è una conseguenza diretta dell'equazione di 
Schròdinger, si riduce all’equazione di Hamilton-Jacobi della meccanica classica 


SW sHbrd=0, 


dr 
Per un'autofunzione dell'energia 
Y(q, 5) = Y(q)exp(— :E2/3) 


l'azione completa W può essere scritta come W (q, 1) = S(q) — Ft e l’Eq. (4.68) di- 
venta 


BVS- (VS) + 2M(E—V)=0. (4.69) 


Sostituendo un'espansione dell’azione ridotta S in potenze di # nell’Eq. (4.69) 
(S= S + #5 + ...) ed uguagliando uguali potenze di 7, l'Eq. (4.69) si riduce a: 


— ordine zero (8°) 
(VS) = 2M(E-V) (4.70) 
— primo ordine (8°) 
ÎV2S, = 20% :V9I,. (4.71) 
L'Eq. (4.70) è immediatamente integrabile e fornisce la soluzione nel 4mzite classico 
So) = * | 2A E- VP 4. (4.72) 


s 


Qui l’integrazione è estesa alla traicttoria classica (5) che può essere determinata, in ac- 
sordo al principio di Maupertuis (che è una versione semplificata del principio di mini- 
na azione quando il tempo non è esplicitamente considerato), dalla condizione 


sl 2ME-V)Yy?24=0. 


s 


‘approssimazione semiclassica WKB è ottenuta considerando anche l’Eq. (4.71). Fspri- 
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mendo V?5 come ! 


vs Pe 0g 
ds ds 


i) 


dove 4/95 è la derivata direzionale lungo la traiettoria classica il cui vettore unitario è s, 
V.s = d log £/9s essendo Y la superficie normale di un tubo di flusso di s (vedi Fig. 
4.3), l’Eq. (4.71) diventa 


7 So 4} ds 9 log E = 2 IS. 95 
ds ds ds ds ds 


Fig. 4.3 - Rappresentazione schematica di un tubo di flusso di s (cammino classico) la cui superficie normale 
èL. 


Ponendo 95/95 = + [2M (E— V)]!? = + #k, l'Eq. (4.73) può essere integrata € ri- 


sulta 
Si = È log (£4L). (4.74) 
2 
Pertanto, la funzione d'onda nell’approssimazione WKB 


v (q) = A exp [i (So + #5,)/8] 


può essere scritta, tenendo conto delle Eqq. (4.72) c (4.74), come una funzione della 


1) Tale relazione può essere ricavata partendo dalla definizione di derivata direzionale che, per la grandezza 
F, è data da 


Derivando ulteriormente si ha 


SE SUIS i e 


ds 
Nel caso in cui VF è parallelo a s abbiamo 
V(VF.s).s= WFT— |VF|V.s 


ovvero 


E vip Ev. 
ds ds 
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singola variabile s lungo la traiettoria classica, come 


YU) = ALY! exp[® i | k(5) da. (4.75) 
Nelle regioni classicamente proibite (V > E), dove £ = ix = + 9 [2M(V— E)j!?, 
la funzione d’onda diviene evanescente ed è data da 


v= BEL? apl+ |} «(94 (4.76) 
dove B, come A nella (4.75), è un’opportuna costante di normalizzazione. 

Le funzioni d’onda (4.74) e (4.75) sono analoghe a quelle del caso unidimensionale 
eccettuata la presenza del fattore D7!/? che, insieme a 47! = 95/95, governa l'ampiez- 
za della y e implicitamente rende conto della dipendenza dalla deviazione perpendico- 
lare dalla traiettoria classica. Solo nei casi in cui la sezione L di un tubo di flusso di s può 
essere considermta come costante, una semplice analisi WKB (cioè senza tener conto la 
dipendenza di y da L) è corretta. In altre parole, questo richiede che nell’intorno della 
traiettoria classica la divergenza di s sia trascurabile (V:s-0) in modo da avere 
VS, = 9?50/95°, cosicché la funzione d'onda Y(5) risulta essere indipendente da I. 
Quando questa condizione non è soddisfatta una descrizione più esatta della funzione 
d’onda richiede l’uso delle formule (4.75) e (4.76). 

Per verificare questo aspetto per un dato sistema fisico si devono considerare le super- 
fici di azione costante (S, = cost.) e poi considerare una famiglia di traiettorie (raggi) 
nell'intorno del cammino classico che connette due dati punti, analogamente a come 
vien fatto in ottica con la tecnica del r4y-#rzcing. Questo metodo di analisi non è tuttavia 
facilmente attuabile in molti casi pratici. Il problema può essere riconsiderato includen- 
do nell’analisi i contributi di #uzz 7 camzzzizi vicini a quello classico e adottando un op- 
portuno criterio di rormz4lizzazione. Questo modo di procedere trova, come vedremo, 
nel metodo degli integrali di Feynman la sua corretta attuazione; qui accenneremo ad 
una trattazione semplificata del problema. 

Dall’equazione di conservazione del flusso di un fluido di densità P e densità di cor- 
rente j 


CACDIA div j (q,t) = 0 


di 


essendo P(q,5) = |y (q,#)|?, si deduce che in meccanica quantistica la densità (di pro- 
babilità) di corrente è data da'’ 


ilqn= L prvy— ww). 4.77) 
21M 


Sostituendo nella (4.77) la funzione d’onda 


Y (q,5) = A exp {i[S(q) — Er]/#}, 


1) La (4.77) si dimostra, tenendo conto dell’equazione di Schròdinger (4.66) e della sua complessa coniugata, 
come segue: 


d ua DE 4 dl DA «U2 2) 
2 Pl = y ty 5 Vv NAVAINI 
dl (97) dz dt 2M ly d ] 


- È divigewy — vv] 
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si ottiene 


Pre Ao e 
bi = > VI = ll V|? VS | 
CHA) ii (q) ro || (q) 


La corrente corrispondente a un tubo di flusso, la cui sezione normale è 2, è dara da 


1={}2®. 
E 

Consideriamo ora l'intotno di un cammino classico che attraversa una barriera di poten- 
ziale. La funzione d'onda WKB, funzione della singola variabile s lungo il cammino 
classico, è data dalla (4.75). Nella regione (classicamente proibita) di barriera la funzio- 
ne d'onda sarà attenuata secondo il fattore (vedi Eq. (4.76) exp (— |S | /# ) dove S è 
l'integrale di azione tra i due punti d''inversione del moto classico (6 e c dove V= E, vedi 
Fig. 4.4) 


DS 

I ) 
regione di \ cammino 
barriera \ assi09 


\ ci 


bX 
I N 
50! 5 Zout 


Fig. 4.4 - Intorno di un cammino classico che attraversa una barriera di potenziale in uno spazio bidimensio- 
nale. 


feto 3 |PMWP=-EW" 4, 
% 


b 


La densità di corrente incidente sulla barriera è 


1 \y|? dSo _ BA 


"° M ds MX; 
e la corrente incidente 
= Je o > ga = + (4.78) 
dove 
{4E =; 
È, 


€ A? è assunto come costante lungo E (se questo non è vero, A° deve essere sostituito con 
un opportuno valore medio). Analogamente, la densità di corrente uscente dalla barrie- 
ra è data da 


HA? 
ML. 


Sa exp [- 25 (2,9)/5] 


e la corrente uscente 
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IL, = { id = BA° { exp [ 25 (2,0)/8] 4 L (4.79) 
E, ML, Fu 


dove 5 (2,6) = S,.: (E) è funzione di 2, dato che l’integrale d'azione dipende dal cam- 
mino. Nota che E, e L,, non sono variabili, bensì i valori della sezione d’ingresso e di 
uscita del tubo di flusso. 

Si definisce coefficiente di trasmissione di una barriera il rapporto della corrente tra- 
smessa e incidente. Dalle Eqq. (4.78) e (4.79) abbiamo pertanio 


D = È È = le 15-07. (4.80) 


Supponiamo che Z, in uno spazio bidimensionale, possa essere espresso come L= 00 
(in uno spazio ad dimensioni avremo L = 9"'d), dove g è un raggio e è la posizione 
angolare del cammino generico rispetto a quello classico. Abbiamo allora L;, = 0:39, 
x. = 0,3, dove d è la larghezza angolare (supposta costante) del tubo di flusso. In tal 
caso, l’Eq. (4.80) diventa 


D= fexp[- 25,(9)/#]40/3 = | exp[— 25,(9)/81/(9) 49 (4.81) 


dove l'integrazione su è si estende da (— 3/2) a (3/2) e la funzione f(9) = 1/9 per 
— 3/2< 8 < &/2ef(8) = 0 altrove. La funzione (3) ha come limite (8 — 0) la 
funzione è di Dirac, cioè 


lim {f(0) 40 = | 59) 49 = 1. 
-0 


In questo limite, l’Eq. (4.81) diventa 
D= Lexp[— 25,(9)/#]5(9) 49 = exp[— 25,.(9 = 0/7] = Di. (4.82) 


Pertanto, la presente formulazione del coefficiente di trasmissione contiene, come caso 
limite (3 — 0), l’usuale approssimazione di considerare solo un contributo, quello corri- 
spondente alla traiettoria classica. Questa approssimazione è, come vedremo, tanto più 
valida quanto più il sistema è nel limite classico, in cui 8 — 0. Essa inoltre diviene esatta 
(sempre nel limite dell’approssimazione WKB) per problemi multidimensionali separa- 
bili: per esempio, se $,.. è indipendente da 9, bi = 2re D= exp[—(2/#)5S,.]. Più 
in generale, si deve considerare l’Eq. (4.80), 0 (4.81), dove Z,, 0 È deve essere più esat- 
tamente definito. Questo non è un problema di ovvia soluzione (eccettuati i casi di ben 
definiti tubi di flusso), anche se può essere ragionevolmente supposto che è sia confron- 
tabile con la larghezza della funzione 


8 (8) = expf— (2/8) [5 (8) — Sa}. (4.83) 


D'ora in poi ci riferiremo alla variabile 8, che può indicare la posizione angolare del 
cammino o un qualsiasi altro parametro che lo caratterizza. Per valutare l'integrale 
nell’Eq. (4.81), consideriamo un'espansione di S in potenze di è, 


OPE SE 5 e (4.84) 


dove So = Sy, il termine lineare è mancante dato che il cammino classico (9 = 0) è 
estremante per S, Sì = (4°5/49°)s-o, ecc.. Nel caso in cui l’azione è data dall’Eq. 
(4.84), senza termini dell’ordine di &° o maggiori, l’Eq. (4.81) è esattamente valutabile 
c abbiamo 
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D= fexp[— 25(9)/8] 49/9 = (18/d)oxp(-25/8)1d. (4.85) 


Ponendo 9 = 2 (# In 2/55)!?, che corrisponde alla larghezza a metà altezza della fun- 
zione (4.83), otteniamo 


he + (m/ln 2)? exp (— 25/4) = 1.06 exp (— 25/#) (4.86) 


che è praticamente coincidente con il contributo del solo cammino classico. Quando 
l’azione in funzione di 9, Eq. (4.84), non ha una forma esattamente quadratica, se pos- 
siamo trascurare termini dell’ordine di 8? o maggiori, l’Eq. (4.86) costituisce ancora una 
valutazione approssimata del coefficiente di trasmissione (approssimazione di punto sel- 
la). 

L'Eqg. (4.81) può essere ancora impiegata per calcolare il coefficiente di trasmissione 
in situazioni più complesse, come nei casi di due 0 più punti sella vicini nello spazio del 
parametro 3, ottenendo espressioni analoghe alla (4.86) con diversi prefattori numerici. 
Nel caso di due punti sella vicini si devono considerare gli integrali di Airy, mentre nel 
caso di tre punti sella le funzioni parabolico-cilindriche. La Fig 4.5 rappresenta la fun- 
zione £(9) (4.83) per i diversi casi e una plausibile scelta del parametro d. 


4 g(0) 


14 


014 o . nea 
0 è 


(©) 
Qi 


Fig. 4.5 - Funzione g (19) nei casi (4). (2 ) e (c) che rappresentano rispettivamente wo. 440 € /7e pun 


In ciascun caso 3 = 2 (# In 2/5)?! 


4.5. Livelli energetici nel caso semiclassico 


Nell'ambito dell’approssimazione semiclassica, i livelli energetici di un dato sistema 
fisico possono essere determinati imponendo condizioni di continuità per le funzioni 
d'onda (Egg. (4.75) e (4.76) nell’attraversamento dei punti di inversione del moto 
classico. Questo modo di procedere conduce agli stessi risultati che si hanno applicando 
la regola di Sommerfeld-Wilson ($ 3.8 del Cap. 3); nel caso di una buca di potenziale, 
l'equazione che ne determina gli autovalori è data da'’ 


b 


2 {tam [E-V(qR' 44 = (” è 3) b (4.87) 


1) Vedi L.D. Landau e E.M. Liftic, Meccanica Quantistica, Boringhieri, 1969, Cap. 7. 
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dove 4 e 5 sono le coordinate dei punti di inversione nei quali si ha V (4 = ab) = E 

È interessante notare che l'equazione degli autovalori (4.87) può essere riottenuta sul- 
la base di un procedimento che da un lato rappresenta una estensione del metodo di 
Sommerfeld-Wilson, dall'altro anticipa concetti che sono peculiari del metodo degli in- 
tegrali di Feynman, di cui parleremo nel successivo paragrafo. Gli autovalori di un poz- 
zo di potenziale sono descritti, in modo intuitivo e attraente, per mezzo delle orbite pe- 
riodiche. cioè traiettorie che iniziano e terminano con lo stesso valore per le coordinate e 
per i momenti. Limitandosi per semplicità a sistemi unidimensionali, abbiamo che gli 
autovalori del problema sono dati dai poli della funzione 


G(E) x LL expli(S— n2/2)] (4.88) 
orbite 
periodiche 


dove S = S (E) è l’integrale di azione per un'orbita periodica con energia È 


S(E)= $p(4,E)da, 


/ è il numero di punti d’inversione contenuti nella traiettoria e la sommatoria nella 
(4.88) è estesa a tutte le possibili orbite periodiche. Per un singolo pozzo di potenziale 
abbiamo una infinità di tali traiettorie composte di singole oscillazioni. Se So è l’integra- 
le di azione (in unità di # ) per una semi-oscillazione tra i punti d’inversione 4 e è 


b 


n= fatte V(g)R da. 


per un’orbita periodica composta di k oscillazioni complete abbiamo 


S(E) = DkS / = 2k. 


In questo caso, l'Eq. (4.88) risulta 
exp [i(ss _ t)] 


2 
1— exp [(8 _ DI 


i cui poli sono dati da exp [27(So — 7/2)] = 1, ovvero S(E)— 7/2 = nT, cioè 
b 


# Vin LE VR da = (: P 2a 


Co) 


G(E)  L exp pit (Ss 2 2 (4.89) 


che coincide con l’Eq. (4.87). 


Fig. 4.6 - Orbira periodica in un potenziale a due buche: 4 e 4 rappresentano i punti di inversione del moto. 
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L'Eq. (4.88) può essere impiegata in problemi più complessi, come quello di un dop- 
pio pozzo di potenziale. Consideriamo una traiettoria che inizia nel pozzo a sinistra 
(punto 2) e dopo aver attraversato una prima volta la barriera di potenziale e percorso il 
pozzo a destra, inverte il moto nel punto d’inversione Ze infine ritorna al punto d'ini- 
zio (punto d'inversione 4) per riprendere il moto, come indicato in Fig. 4.6. Il contribu- 
to a G (E ) per tale traiettoria è dato da 


exp (15) ab (— So) exp (255) exp E i T]ep (— So) exp (15) exp (i 1) 


(4.90) 
= — exp (— 2 S) exp [25(5; + S)] 


dove S; e S sono integrali di azione relativi al primo e al secondo pozzo, cioè 


st= 6 {[2M(E- VV)? da 


s= 4 |[2M(E- VV)? da 


e 


ed S, l'integrale di azione (immaginaria) relativo all’attraversamento della barriera 


S= 4 |[2MV— E)? da 
b 
Più in generale si avranno traiettorie periodiche di questo tipo ma che consistono di £ 
oscillazioni nel pozzo iniziale prima di effettuare l’attraversamento della barriera: poi. 
una volta penetrate nel secondo pozzo, di £. oscillazioni nel secondo pozzo; poi, infine. 


di 4; oscillazioni una volta ritornate nel primo pozzo. Per queste traiettorie, il contribu. 
to totale a G (E ) è dato da 


= EL cp[- 25, + 248 ($ Lu si 


Kj=1 k5! k3=0 


(4.91) 


+ 2ik, (s = si + 2ek (9 = 2) 
p. 2 


che coincide con quello dato dall’Eq. (4.90) per 4. = £: = 1e 4; = 0. La funzione 
G(E ) è ottenuta aggiungendo alla (4.89), che rappresenta i contributi delle traiettorie 
reali relative ad un solo pozzo, i contributi delle traiettorie complesse (4.91) ottenendo 


GE) exp (2717) exp (— 25 + 272% + 2742) (4.92) 
1— exp (27271) [1— exp (2ri.)}?[1—exp (2722.)] 


dove 


n= n (E) 


Il 


pet] 


reale) fhe-sj. 
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Nel caso di un potenziale a doppio pozzo simmetrico, abbiamo n, (E) = 2. (E) = 
n (E) e l'Eq. (4.92) diventa 


: exp oa), abi [exp at a (4.93) 
— exp (277) [1 — exp (2r)] 


G(E) 


Gli autovalori impertubati, relativi ad ogni singolo pozzo di potenziale, sono dati, come 
sappiamo, dal primo termine della (4.93) (ovvero dalla (4.89)) i cui poli sono determi- 
nati dalla condizione 


#(E) = #(BY= Gia 


Sia E, l’autovalore modificato dalla presenza del secondo pozzo, poco diverso da Ex così 
da avere 


In tal modo abbiamo, ponendo 
(Le - (E), 
dE lx, 
errintE) — g2minlE)) g2rin' (EEE) = 1 + 2ré n'(EE — E) 
ovvero 
1 grn® = — 2rin'(E)(E- E). 


Sostituendo nella (4.93) e ritenendo solo i termini principali, abbiamo, a meno di fatto- 
ri moltiplicativi, 


1 exp (— 25) 
G (E) + 4. 
ae [2rn'(E)}} (E — 5)? a 


L'Eq. (4.94) può essere confrontata con l'espressime quantistica (esatta) della 
G 


E) 


G(E) = Tr((E-H)Y' = L(E-E)" 


che, considerando solo i due livelli energetici F, = Fo — AF/2 ed E, = E + A4F/2, 
diventa 


Uda ù d: L (4.95) 
E--E,+AE/2 E—E,— AFI2 


Sviluppando in serie (di Laurent) abbiamo 


1 i dele alta | * 
Bi E E-E  \E-E 


1 L 1 14 AE, AEIZ \ 4 
E-£ E-E E-E, E— Es 
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e sostituendo nella (4.95) otteniamo 


QURIai [ beagle | (4.96) 


hh; (= 


Fig. 4.7 - Separazione del livello imperturbato £;, nei livelli E, e E, dovuta al «iunnelling» in un potenziale a 
due buche simmetriche. 


Confrontando l’Eq. (4.96) con l’analoga semiclassica (4.94) si può ricavare la separazio- 
ne energetica AF = F, — F, dovuta all’accoppiamento dei livelli imperturbati (vedi 
Fig. 4.7) 


Apa pda, (4.97) 
 r'(E) 


Questa espressione può essere ricondotta ad una forma più comune, valutando r'(£») 
che per un potenziale di tipo parabolico (al quale ogni singolo pozzo può essere assimi- 
lato) risulta (vedi Problema 11) 


(E) = | = i)! 
2' (Ea) (£) al, 


dove w è la frequenza (angolare) relativa ad un singolo pozzo. Otteniamo pertanto (vedi 


anche (4.82) 


AE = Î@ eso = DO pin, (4.98) 
T TT 


Questo risultato, che coincide con quello che si può ottenere, sempre nell’ambito 
dell’approssimazione WKB, facendo uso dell'equazione di Schròdinger, è di notevole 
importanza in molti problemi della fisica molecolare e dello stato solido. La separazione 
di energia AF (rumnelling splitting) può essere interpretata «classicamente» come il pro- 
dotto di 4 per la frequenza di transito (tunnelling) da una buca di potenziale all’altra. 
Si noti tuttavia che l’Eq. (4.98) è sufficientemente accurata solo se AE< #v (il quanto di 
vibrazione che separa il livello imperturbato £, dagli altri livelli imperturbati) ovvero se 
il coefficiente di trasmissione è abbastanza piccolo, D<1. Risultati più accurati si otten- 
gono adottando per il coefficiente di trasmissione un'espressione più perfezionata valida 
anche per livelli situati in prossimità del massimo della barriera di potenziale ! 


D= [1+ exp (25)]" 


relazione che, per S» sufficientemente grande (S0> 1), coincide con l’Eq. (4.82). Voglia- 


1) Vedi ad esempio N. Friman and P.O. Fròman, JWKB Approximation, Notth-Holland, Amsterdam, 
1965, Cap. 9 
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mo infine notare che nel caso di potenziali a doppio pozzo asimmetrici, l’Eq. (4.92) 
conduce a valutare lo spostamento (s4i/7) dei livelli imperturbati dovuto all’accoppia- 
meto tra i pozzi. Con un'analisi analoga a quella effettuata nel caso di doppio pozzo 
simmetrico, si dimostra che tale scostamento è dato da!’ 


e 250 E) 


[27 2i(E.)][27 #3(E0)] (E = Éo3) 


ò, = E Es = (4.99) 


dove E; ed E; ; sono due autovalori impetturbati relativi ai due pozzi disaccoppiati, co- 
me mostrato in Fig. 4.8. Nel caso simmetrico, Fo. = En: = E, FE Eu = E-K: 
= è = A/2, n, = 1, l’Eq. (4.99) coincide con la (4.97). Un'espressione analoga alla 
(4.99) si ottiene per è., la correzione del livello E,,, pur di calcolare l'integrale di azione 
S, tra i punti d’inversione sulla barriera (4,0) relativi all’energia E0.», So = So (E0.:). Per 
<|è |. 


questa ragione in generale avremo |Ò: 


Fig. 4.8 - Spostamento dei livelli imperturbati E)., e Fs,:, in un potenziale a due buche asimmetriche, do- 
vuto al «tunnelling». 


4.6. Il metodo degli integrali di Feynman 


Se è vero, come anticipato all’inizio del $ 4.1, che furono necessari profondi cambia- 
menti nel modo di pensare per attivare ad una corretta comprensione dei problemi alla 
scala atomica, è pure altrettanto vero che la meccanica quantistica, che di tale compren- 
sione ne è lo sttumento, continua a mantenere, anche per il non principiante, qualcosa 
di non completamente soddisfacente. La questione che ne deriva non è facilmente trat- 
tabile. A titolo di curiosità si può ricordare che Einstein, che pure fu fra i fondatori della 
teoria dei quanti, lottò strenuamente (fine anni '20, inizio anni ’30) contro il principio 
di indeterminazione e, pur non riuscendo a contraddirlo, restò riluttante ad accettarlo. 
Sua è la celebre affermazione: «Dio non gioca ai dadi». Oggi nessuno dubita della vali- 
dità di tale principio. La questione semmai è un'altra ed è quella relativa alla meccanica 
quantistica come teoria corzp/eta o meno. Cioè, ci si continua a chiedere se la meccanica 
quantistica ci dice veramente #uzz0 della realtà di un sistema fisico oppure so/o una sua 
parte.) 

In questo contesto, a nostro avviso, bene si colloca il tentativo fatto da Feynman 
(1948) di una originale e nuova formulazione della meccanica quantistica basata su una 


1) Un'espressione quasi identica alla (4.99) è data da W.H. Miller in The Journa! of Physical Chemisiry, 83, 
960 (1979). 


2) Per una discussione approfondita di tali problemi si veda ad esempio: G. Toraldo di Francia, L'Indagine 
del Mondo Fisico, Einaudi, 1976, Cap. IV. 
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stretta connessione con la meccanica classica, e precisamente, col principio di minima 
azione. Per questa ragione, il metodo di Feynman risulta, come vedremo, fortemente 
correlato al metodo WKB il quale ne costituisce un caso particolare. 

Partendo essenzialmente da un rico postulato, si possono riottenere con questo me- 
todo quasi tutti i risultati della meccanica quantistica. La connessione risulta particolar- 
mente evidente nel riottenere, come conseguenza del formalismo, l'equazione di Schrò- 
dinger. L'interesse per questo metodo non consiste solo nel fatto di fornire un approccio 
più intuitivo alla meccanica dei quanti. Esso è divenuto recentemente un 726/040 stan- 
dard col quale trattare convenientemente molti problemi della fisica (dalla fisica dei 
campi a quella dello stato solido) rappresentando in molti casi un metodo più vantag- 
gioso rispetto a quello usuale basato sugli operatori. 

Il problema di valutare la probabilità per un sistema di andare da un generico punto 4 
ad un punto 4, in un dato spazio-tempo (q, #), viene affrontato considerando i contri- 
buti su tutti i cammini (1°) che connettono i due punti. La probabilità P (4, 4) di andare 
dal punto 4 al tempo 4, al punto 4 al tempo 4, è il quadrato del modulo, 


P (6,4) = |K(5,a)}?, 


di un'amzpiezza («ketnel») K (4, 4) che è la somma dei contributi £; (q, # ) di ciascun 
cammino 


K(5,a) = Lk:(q.1). (4.100) 


Si postula che i vari cammini contribuiscano ugua/azenze in ampiezza, ma la fase dei lo- 
ro contributi è data dall’azione classica (in unità di # ), cioè 


k:(q. 1) x exp {iS[g(2)]/} (4.101) 


dove S è l'integrale di azione calcolato lungo il cammino considerato 


‘b 
s={L(q,4,1)&. 
Sebbene, qualitativamente, l'idea di una somma su tutti i cammini sia chiara, l’uso 
dell'Eq. (4.100) richiede un’appropriata definizione di tale somma. Limitandosi, per 
semplicità, ad uno spazio unidimensionale, l’Eq. (4.100) può essere espressa come limi- 
te di un integrale multiplo del tipo 


K(6,4)= lim 53 SER di dr, Pr 4.102 
( e-0 A { { | A A A | 
N- 


dove e = (2, — 1) /Ned A è un’opportuna costante di normalizzazione. L'Eq. (4.102) 
può essere scritta, in forma più compatta, come 


b 


K(6,4) = focus Dx (5) (4.103) 


a 


dove lo speciale simbolo D sottointende il limite e l’integrale multiplo della (4.102). 
Tuttavia, l’Eq. (4.103) risulta ancora di difficile applicazione, eccettuati alcuni semplici 
casi come quello di una particella libera la cui lagrangiana è data da L = 72 X?/2 (vedi 
Problema 13). 

Per una larga classe di problemi, per i quali la lagrangiana è una forzz4 quedratica in 
qe d. la valutazione del kernel risulta notevolmente semplificata in quanto viene a di- 
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pendere prevalentemente dal contributo relativo al cammino classico. Il kernel è dato da 
K(b, 4) = F(4,,t,) exp [#5 (6.418) (4.104) 


dove F (4,, 1.) è una funzione che dipende dagli istanti iniziale e finale e, per stitem: 
conservativi, solo dalla loro differenza T = ht, — ty. In tal modo, la dipendenza del ker- 
nel dalle coordinate spaziali risulta completamente eliminata se non per la presenza, 
nell’esponente della (4.104), di Sj. 

Più esplicitamente, indicando con y lo scostamento di una traiettoria generica x (/ ) 
dalla traiettoria classica  (#), abbiamo ( y (4) = 9 (2) = 0, vedi Fig. 4.9) 


tÀ 
1 ica 
Fig. 4.9 - Schematizzazione dello scostamento y di un generico cammino rispetto 2 quello classico x (/ ) nello 


spazio-tempo (x , / ): 4 e © rappresentano rispettivamente i punti iniziale e finale 


0 th 


F(t,, 4) = lex | ala 3, #) di|Dy) (4.105) 
o ‘a 
dove l'integrale in Dy (#) risulta, in generale, più trattabile rispetto a quello in Dx(£) 
contenuto nella (4.103). 

Per sistemi guasti classici, soltanto i contributi delle traiettorie vicine a quella classica 
hanno importanza (S = $, e i contributi nella (4.100) risultano pressoché in fase). Il po- 
tenziale per dette traiettorie può essere espresso mediante uno sviluppo del tipo 


VA= VE+)= VO +JV0+ L VA + Ù Vv" + ... (4.106) 


dove V, V”, V® indicano le derivate di V rispetto ad x calcolate lungo il cammino clas- 
sico. Se lo scostamento y è molto piccolo, nella (4.106) possiamo trascurare i termini 
dell’ordine di y? c superiori. In tal caso, l’integrando nella (4.103) risulta una forma 
quadratica in y dato che, essendo X estremante, l’azione è data da S, più termini dell’or- 
dine di y° 


Set (9) 


e il kernel risulta del tipo (4.104). Analogamente, se la funzione potenziale V (x) è suf 
ficientemente liscia, la derivata terza (V””) e quelle di ordine superiore potranno essere 


trascurate nella (4.106) e il kernel sarà ancora dato dalla forma (4.104). Questo caso par- 
ticolare del metodo degli integrali di cammino è equivalente all’approssimazione WKB 
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della meccanica quantistica. Nei problemi w24/tidimensionali, valgono espressioni un 
po' più complicate, analoghe alle (4.102)—(4.106), dovendo sostituire la variabile sca- 
lare x con quella vettoriale q. 

Una regola generale relativa ai kernel riguarda gli eventi in successione. Consideriamo 
un punto c, intermedio fra 2 e 2, tale che 


S(b,4=S(,a + S(4,09). 
Per il kernel K (2, @) (vedi Eq. (4.103)) abbiamo 


b 


K(b,d) = fap 


a 


Dx (#); 


- [S( 4 + S(4, 0] 


dividendo l'intervallo d'integrazione in due parti (4, c e c, è ) e integrando su tutti i 
punti x, otteniamo 


Ci b 


K (5,4) = }} cp[i s(6, a|Dx €) | cp[i 5 6,9|px 4) da 


che può essere scritta, più sinteticamente, nella forma 


K(5,4)= | K(cdK(6,6) dk. (4.107) 
L’Eq. (4.107) può essere estesa ad un numero qualunque di eventi in successione e può 
essere usata anche per dare una diversa (formalmente) definizione del kernel che condu- 
ce, tuttavia, agli stessi risultati ottenibili con la (4.102). 
Interpretando il kernel come funzione d'onda nel punto di arrivo, la (4.107) può es- 
sere riscritta come 


Y (x, 4) = | K(0,V (x, 1) da. (4.108) 
che ci dice che l'ampiezza totale per arrivare al punto 5, cioè y (x, 4), è la somma su 
tutti i possibili valori di x, dell’ampiezza totale per arrivare al punto c, cioè Y (x. £.), 
moltiplicata per l'ampiezza pet andare da c a 4, cioè K (5, c) = K (x, 4; %, to). 

Tramite l’Eq. (4.108), possiamo valutare la costante di normalizzazione, A nell’Eq. 
(4.102), e ritrovare con questo formalismo l’equazione di Schrédinger. Scriviamo la 
funzione d'onda nel caso in cui il tempo #, differisca solo di un valore infinitesimo e dal 
valore precedente £,. In tal caso, l'ampiezza K (6, 4) è proporzionale a 


exp (1/5) L (5, a) e 


e la funzione d’onda risulta 


Sa ; ; | 
, i L i Lx, 8) d' 
Y (x, £ + e) i. op[e 7 È 2 x x i 3 JL (x ) dx 


essendo a = (x, t)e 5 = (x, # + €), come in Fig. 4.10. Consideriamo il caso di una 
particella soggetta a un potenziale V (x, #) per la quale 


L= 1M&_-V(x, 1). 
2 
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Fig. 4.10 - Visualizzazione dei cammini per uno spostamento infinitesimo nello spazio-tempo (x, /). 


La funzione d'onda diviene 


Y (x, +e) = { kol vefe==) [col 24; 1° (PE | 


x W(x' 8) de. (4.109) 


Il fattore 


fa sì che contributi apprezzabili all’integrale si hanno solo nell'intorno di x (x — x'), 
scriveremo pertanto |x — x | = n dove n — (e5/M)!?. Sviluppando yin serie di po- 
tenze (al 1° ordine in e, al 2° in n) e ponendo V (x + n/2,#) = V(x, 2), otteniamo 


dy i sei ie 
i = Mn 12% |] n V 09 
Y (x PARSO ii e (x ) 


dg 1,04 
> Pen OE SA LE (4.110) 


La costante A viene determinata considerando solo i termini principali degli sviluppi 
(approssimazione di ordine zero) 


(co) 


ven= {1 cp(ÎME) 4 A 


da cui 


Fa SCO . 1/2 
A = | exp (ME) a -(ratte i (4.111) 


Si noti che A ha le dimensioni di una /uzg4ezza, A = [/]; ne risulta pertanto che il ker- 
nel, Eq. (4.102), ha le dimensioni di [/-']. In tal modo anche le Eqq. (4.107) e (4.108) 
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sono dimensionalmente verificate. 
Completando il calcolo della (4.109) con tutti i termini contenuti nella (4.110), venu- 
to conto che 


1 a A 
A (57 e” 
si ottiene 
dl te be 94 
o% DE. E Proteo Lg 
di ER, sil 6 G)v a) 2iM dx? 
ovvero 
x dv bd 
ol = +V(x, £ 4.112 
di 2M dx | x ( 


che è l'equazione di Schròdinger unidimensionale. 

Data l'equivalenza tra il kernel e la funzione d'onda (il kernel è una funzione d'onda 
che conserva l'informazione delle coordinate di partenza, vedi Egg. (4.107) c (4.108), 
possiamo scrivere l'equazione di Schròdinger per il kernel K (2,1) (dove «2» sta per le 
coordinate del punto di arrivo c «1» pet quelle del punto di partenza) 


% 4 b: è 
n ALZSK(A e — C- Fa De COTE, 1) 
i dh ( 2M 9x3 Sha 


pet & > £. Più in generale abbiamo 


È è K(2,1)-HK(2,1)=0 (4.113) 
i dh 


dove H. opera solo sulle variabili (2). 


Una proprietà di cui gode il kernel, come conseguenza dell'equazione di Scrédinger, 
si esprime tramite la seguente relazione 


(K' (2x0, 4) K (251,4) da = 8(x{— x) (4.114) 


dove K*, il complesso coniugato di K, ha il seguente significato. Moltiplicando l’Eq. 
(4.114) per K (1,3) e integrando su x, si può mostrare che 


{ K° (2,1) K(2,3) & = K(1,3) (4.115) 
dove 4 > 7 > #. Confrontiamo la (4.115) con la (4.107) che qui riscriviamo come 

| K(1,2)K(23) 4 & Kia) (4.116) 
dove #, > £ > #4. Possiamo, come sappiamo, interpretare la (4.116) nel modo seguen- 


te: partendo da 1, K (2,3) dà l'ampiezza al tempo successivo /.; se vogliamo andare a un 
successivo tempo f, occorre integrare su x, il prodotto K (1,2) K (2,3) per ottenere 
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K (1,3). D'altra parte, avendo l'ampiezza a /, se vogliamo andare indietro per trovarla 
ad un tempo precedente ti, < ha, possiamo ottenere ciò tramite il kernel coniugato 
K°* (2,1) secondo l’Eq. (4.115). Possiamo dire pertanto che K* (2,1) «disfa» il lavoro fat- 
to da K (2,1). La Fig. 4.11 visualizza ambedue questi casi. 

Il caso in cui l’hamiltoniana è indipendente dal tempo è di particolare interesse. In tal 
caso l'integrale di azione non dipende esplicitamente dal tempo (vedi $ 4.4) e il kernel 
dipende da T = £ — 41. In conseguenza di ciò le funzioni d'onda dipendono periodica- 
mente dal tempo (autofunzioni dell'energia) 


Fig. 4.11 - Due modi diversi per andare dal punto «3» al punto «1». passando per il punto «2», nello spazio- 


ctempo (x. 7): in (a)con 4 < £ < 4 l'ampiezza di probabilità è data dall’Eg. (4.116) mentre in 
(Bb). con fi <A < A, dall’Eg. (4.115). 


YI) = UE 6 (2) 


dove @ soddisfa all'equazione H è = E è. Una generica funzione (d'onda) potrà espri- 
mersi come combinazione lineare di autofunzioni 


fa)= 2 ad (4.117) 


dove i coefficienti 4, sono dati da 


® 


a,= |M. (4.118) 


-® 


Vale pertanto l'identità 


t:) 
(o) 


fa= td, { 0 ()f(9) 4 = 


0 


= } Pi è, (1) 9I n) {9 H 


da cui si deduce la relazione 
L 6. (991 (9) = dx-9). 


Vogliamo esprimere il kernel come combinazione lineare delle funzioni stazionarie è,. 
La funzione d'onda y, ad ogni tempo 7, può essere scritta come 
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v(x1)= La exp Ls |6, (2). (4.119) 


Sia, al tempo 41, V (x, 4) = 7(®), pertanto per la (4.117) e (4.119) abbiamo 


V(x, 1) = L An Dn (x) = da Cn cxp(— Het 6, (0) 


e al tempo 4 


(014) = E a ap(- Ella - E 4 cp |eet| dA) 
n=l b n=l vo 
Sostituendo ad 4, la sua espressione (Eq. (4.118)) abbiamo 
$isd= | D 6, (2) 6; ( pep|- ii (4.120) 


Questa funzione d'onda può anche essere espressa, per mezzo del kernel (vedi Eq. 
4.108)), come segue 


n 


V(x, 12) = | K(x, 459, 4)f(9) d 


a) 


e dal confronto con la (4.120) si ottiene il risultato cercato 


K(,th;x,t)= È $. (0) 0: ()ep- PERL. (4.121) 
J 


4.7. Calcolo delle fluttuazioni quantistiche 
Abbiamo visto nel paragrafo precedente come, in molti casi, il calcolo del kernel si ri- 
duce a considerare il contributo del cammino di minima azione, exp [(#/3) S.], molu- 
plicato per una funzione F che dipende solo dagli istanti iniziale e finale. Il calcolo di 
detta funzione, Eq. (4.105), non è in generale affatto semplice e va affrontato caso per 
caso. Qui ci limitiamo a considerare alcuni casi significativi, utili nelle applicazioni. 
Per un oscillatore armonico la lagrangiana è data da 


p=-Myq_ Ma pà (4.122) 


Il kernel, espresso tramite l’Eq. (4.104), è dato da (Y = 4 — 4a) 
K (6, a) = F(T) exp [(i/#) Su] 


dove 5, è dato da (vedi Problema 14) 


e Mo [(x2 + xi) cosWT — 2x,%]. (4.123) 
2 sen WI 


La funzione F(7) è data da 
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F(T) = E 3 fr o?) d| Dy(a) (4.124) 


dove y (#) = x(#) — x(#), che rappresenta lo scostamento di una generica traiettoria da 
quella classica, è nullo per # = 0 e # = 7. Possiamo pertanto sviluppare y (#) in serie di 
Fourier con periodo T 


«daino 


e analogamente 


|pa-EEererza fco(2) feta 
o 0 
s(2) d | cos? (74) di 1 z| 7 ) al 


Sostituendo nella (4.124) otteniamo una espressione che può essere fattorizzata in tanti 
fattori quanti sono gli ». Tramite un opportuno cambiamento delle variabili, l'integrale 
di cammino può essere effettuato prendendo le 4, come variabili, anziché le y, come 
nella (4.102) le x,. Ogni singolo fattore è dato da 


(2) -1/2 
{ exp [ iM | 2? A] da, _ | tn è) 
J 258 \T° A vale 
dove la costante A = (27/5/M )!? è data dalla (4.111) ponendo e = a — (x —1)= 1. 


La funzione F(T'), Eq. (4.124), risulta pertanto proporzionale (la costante di propor- 
zionalità è costituita dallo Jacobiano del cambiamento di variabili) a 


N -1/2 N -1/2 N 21/2 

11 dI. - II{2T° Hi {T 

n=1 va 2 n=1l F 2 n=1 AT Ù 
Includendo il primo prodotto, che non dipende da w, nella costante di proporzinalità e 
facendo il limite per N — co del secondo, abbiamo semplicemente 


F(T)« (ene) (4.125) 
WT 


Per w = 0 siamo ricondotti al caso di particella libera per la quale (vedi Problema 13) 
abbiamo 
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I e TI 4.126 
Ce) | 2ri5T 


che rappresenta il coefficiente di proporzionalità nella (4.125) (pet w — 0, F(T) & 1). 
Risulta pertanto 


1/2 
FT) = | Mo (4.127) 
276 sen @T 


che, insieme alla (4.123), fornisce la soluzione completa del kernel per un oscillatore ar- 
monico. 


= è vo 
2 2 


Fig. 4.12 - Potenziale a doppio minimo simmetrico V (linea continua) e potenziale rovesciato V_ (linea 
tratteggiata). 


Come altro esempio di calcolo delle fluttuazioni quantistiche, consideriamo un pro- 
blema più complesso, quello del tunnelling in un doppio pozzo di potenziale. ] risultati 
di questa analisi saranno poi confrontati con quelli ottenuti col metodo semiclassico nel 
paragrafo precedente. Assumiamo una funzione potenziale del tipo (vedi Fig. 4.12) 


292 
Va = 1-(a) i (4.128) 


Xo 


La valutazione dell’ampiezza di probabilità nell’andare da un minimo di potenziale 
(punto 4 di coordinate — (x0/2), — 7) all’altro (punto 5 di coordinate (x/2), 7) im- 
plica la valutazione dell’integrale di azione lungo la traiettoria classica. In questo caso 
(V > E = 0)si tratta evidentemente di una azione immaginaria essendo il moto classi- 
camente proibito. Il problema può essere meglio visualizzato pensando che avvenga in 
un potenziale rovesciato, cioè cambiato di segno, V. = — V, in un tempo immagina- 
rio. Secondo questa pittura, il sistema inizia il moto partendo dalla sommità di un mas- 
simo del potenziale V., posizione metastabile 4, e lo termina nell’altra posizione meta- 
stabile 4. L'equazione di moto è data dall’equazione di Lagrange (Eq. (4.65)), per la la- 
grangiana 


L= 1M& — V.(x) => li +V(, (4.129) 


e con il potenziale dato dalla (4.128) risulta 


+ ox - LI x)-0 (4.130) 
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dove w? = (16 V/M x3), & è la derivata seconda rispetto al tempo, #em2p0 irezzaginario 
7 = it; questo implica un cambiamento del segno che giustifica formalmente la sostitu- 
zione di V con V.. L'integrale della (4.130) è dato da 


x(7) = £ tanh s- (4.131) 
v 


e rappresenta la traiettoria classica in funzione del tempo (immaginario); una soluzione 
di moto del tipo (4.131) è anche denominata «istantone» perché gode di proprietà ana- 
loghe a quelle di una quasi-particella. Il kernel K (4,4) può essere valutato tramite l'Eq. 
(4.104), una volta determinato l’integrale di azione S, e la funzione di fluttuazione 
F(T). La determinazione di quest’ultima rappresenta un problema notevole se condot- 
ta rigorosamente. Qui ci limitiamo ad esporre un procedimento approssimato che con- 
duce tuttavia a un risultato quasi coincidente con quello esatto. 

Tenendo conto delle Eqq. (4.107) e (4.108) possiamo esprimere la funzione d’onda 
nel punto di arrivo, tramite la funzione d'onda nel punto di partenza e un prodotto di 
kernel, come 


y(6,4) = | { K(0,9K(cAU(2, 1) de de (4.132) 


Xi a 


dove c indica un punto intermedio tra 4 e 5. Assumiamo per i kernel un’espressione ap- 
prossimata (tanto più valida quanto più piccolo è l'intervallo di tempo considerato, vedi 


$ 4.6) del tipo 


K(44')= 1 e» È S (44° 4.133) 
(4,4') da: (4) (4.13 


dove C è un’opportuna costante, dipendente dall’intervallo di tempo #. — £ . Sosti- 
tuendo queste espressioni nella (4.132) abbiamo 


v (5,5) = { { 2 exp I [S (4,6) + S(c,A]it (44) dada, . (4.134) 


ni Fe 


L’integrale di azione S (4,4) = S (4,0) + 5 (c,4) può essere sviluppato in serie come 


S(4,04) = S[r(#)] + dl A +... S0(4,4) + 45(5,4) (4.135) 
de la 2 


dove il termine lincare è mancante dato che l’azione So (2, 4) = Si per il cammino x(£) 


è stazionaria. Sostituendo nella (4.134), tenendo presente che attraversando la barriera 
la funzione d’onda è esponenzialmente attenuata come 


VB r)ce[s(t a) 


2/6 2 


1) Questo non è rigorosamente vero in quanto la lagrangiana non è semplicemente quadratica. Tuttavia, 
esprimendo il potenziale come 


V (= V—- DL Max? +0 (24) 
d 


si può vedere che il termine O (x) dà contributi trascurabili. 
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otteniamo 


{ {ZL op[- 4500] Ad = 1. us 


a *c 


Dato che tutte le traiettorie coincidono nel punto iniziale 4 = (— x/2, — T) (come in 
quello finale è = (x0/2, T)), l’integrazione in x, è impropria e può essere eliminata nel- 
la (4.137) tenendo conto che 


{7 {0-44 = 1. 


Quest'ultima relazione può essere giustificata tramite la relazione (4.114) dove 
«2» = (x3,4) rappresenta un punto ad una generica coordinata x; (vedi Fig. 4.13). Se 
l’intervallo di tempo 4—% è sufficientemente piccolo, per la (4.133) abbiamo 
K'K = 1/C? e l’Eq. (4.114) diventa l 4 


Fig. 4.13 - Cammino classico x (7) 0 «istantone» (linea continua) relativo ad un processo di tunnelling in ui 
potenziale a doppio minimo. Le linee tratteggiate rappresentano due generici cammini nell'intor- 
no di quello classico. 


|P ehe 


dato che contributi significativi all’integrale si hanno solo in un intervallo dell’ordine di 
C. L'Eq. (4.136) diviene pertanto, renuto conto della (4.135) arrestata al 2° ordine, 


«183 
C= | ep[— 45(5,4/4] 4 = (276)? (25) (4.138) 
x(t) 


È dx? 


dove il simbolo 3 significa che non possiamo valutare direzzazzente le derivate di Sri 
spetto ad x. Ricordiamo per il kernel K (2,4) vale, in generale (Eq. (4.108)), la relazione 
tra funzioni d'onda 


4 (0,4) = { K(b,4)y (4,6) dra. (4.139) 


Confrontando questa relazione con la (4.134), tenendo conto della (4.135) e (4. 136), 
abbiamo 
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K (5,4) = exp [—S0(5,4)/3] | = exp [— AS (5,9)/#] dx. . 


Sostituendo a C l’espressione (4.138) otteniamo! 


1/2 


e Soa (4.140) 


K (5,4) = 1 esso | 1 
(@ 27% \ dx So 


Abbiamo così ottenuto un'espressione approssimata per il kernel nella quale il fattore 
F(T) (vedi Eq. (4.104)) è rappresentato dalla radice quadrata nella (4.140). Resta ora da 
valutare (3?5/8x?):. Dallo sviluppo dell’azione (4.135), si ha 


2 
i e a 
dx? Jr 2 


ovvero, per la definizione di integrale di azione, 


AS=5-S= [La )4A-|LaXi)d. 


La generica traiettoria x (£) non ha una forzz4 definita: sappiamo solo che appartiene ad 
un intorno della traiettoria classica X (7) e che lo scostamento è nullo all'inizio e alla fi- 
ne. Poniamo pertanto 


Fig. 4.14 - Rappresentazione schematica del cammino classico, X (f ), e di un generico cammino vicino, 
x (2), con relativi scostamenti (4); in (4 ) sono rappresentate le loro derivate. 


dove (Ax)? è la deviazione quadratica media delle traiettorie e analogamente 
% — E = (4%? 
come schematizzato in Fig. 4.14. Facendo la plausibile assunzione che Ax (ovvero lo sco- 


1) Più semplicemente l’espressione approssimata del kernel (4.140) la si ottiene sostituendo la (4.138) nella 
(4.133) e ponendo S = Si. 
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stamento dalla traiettoria) sia proporzionale alla derivata di X (£ ), abbiamo 


(Ax? = (®P(ATY 


(4.141) 
(4%) = (®YP(AT). 
Risulta pertanto 
2 2 Vi 
sr 5, = (£5] J | Ds| (AT) 
dx far 2 SIAT) | reo 2 
dove è?5/6(AT ) è la derivata seconda variazionale data da 
vj 
[ d°S = | 9 LE + Ax È + Aki] dr 
SATY Jo T LAT) Afzi 
= M IG — + 12 E aLe (4.142) 
-7 e TIR 


Prendendo # (£) = x (7) come dato dalla (4.131) e integrando si ottiene, perwT> 2 


DSi D_ 1 x 
Li 2 = 2vV2(ATY o x} Mexp(-220T); 
dx Ji 2 

tenendo conto che Ss, per E = 0 e V dato dalla (4.128), risulta 


20/2 


sf [avea = Lor, (4.143 
6 


x9/2 


e pertanto otteniamo 


2 
O PR Ep 
dx? |]. y 


Sostituendo nella (4.140) abbiamo per il kernel 


1/2 
«[° a (n = N2@AI esp (— J2wT)exp(—So/#) (4.144) 
2 2 Ti 2) 


La grandezza y può essere identificata come la semi-larghezza del fascio di traiettorie; in 
accordo a quanto visto nel paragrafo precedente, abbiamo 


DE foe[- A dA -(2ebat 
25 (AT) M 


che coincide con l’espressione di A, Eq. (4.111), per AT = e. Sostituendo nella (4.144) 
abbiamo infine 
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1/2 1/2 


Ka ,— e se ) exp (— vat) 2 war(45) p(- 2) 


2 2 2r6AT Th 
(4.145) 


Questa espressione è molto simile a quella ottenuta seguendo una procedura rigorosa, 
ma sensibilmente più complessa di quella qui presentata, che fornisce come risultato 


T:£3 1/2 
x(£ RE }- | Gal exp(—- yVoT) v2 at(5 cr(- a) . 


D 2 V 
(4.146) 


Si noti che le due espressioni sono praticamente coincidenti per T = AT e wT = 
1/22. Questo rappresenta un buon accordo quando si consideri che l'ordine di gran- 
dezza del kernel è determinato essenzialmente dal termine exp (—-S»/# ), mentre tutto 
il resto rappresenta il prefattore F (7) che stabilisce la scala. 

I risultati delle Eqq. (4.145) e (4.146) possono essere confrontati con quelli del meto- 
do semiclassico ($ 4.5) cd in particolare con l’espressione del «tunnelling splitting», Eq. 
(4.98). Per fare ciò, occorre esprimere il kernel nella forma data dall’Eg. (4.121). Const- 
deriamo solo i contributi dai due livelli più bassi, la cui separazione in energia è il tun- 
nelling splitting AF, e l'ampiezza della funzione d'onda in ciascun minimo è data da 


“M 
Pol © MI 
{ 2 Ti , 
dove w' = 4/2 w è la frequenza di oscillazione relativa ad ogni singolo pozzo. Sostituen- 
do nella (4.121) abbiamo 


1/4 


x 1/2 


[x s| £ (x2e4| exp (— v2 © T') senh ca . (4.147) 


2 2 Th 


In casi tipici la separazione AF < #w, ovvero TAE/$ < 1. Pertanto è sufficiente consi- 
derare solo il primo termine nello sviluppo del seno iperbolico. Confrontando tale ter- 
mine della (4.147) con la (4.145) otteniamo, per AT = TewT = 1/2V2, 


1/2 
AE = y2wh (ns cp(- SI (4.148) 


Questo risultato del metodo degli integrali di cammino può essere confrontato con 
quello analogo del metodo semiclassico, Eq. (4.98), che qui riscriviamo come 


AE = LP exp = c) (4.149) 

T 6 
dove w' = y2w {w nella (4.148) rappresenta la frequenza di oscillazione della barriera 
rovesciata, V. = — V)ed $S' l'integrale di azione calcolato tra i due punti d'inversione 


(V = E = (1/2) #w'). Si noti che nella (4.148) compare invece l'integrale di azione cal- 
colato tra i due 775747727, Eq. (4.143). Tenuto conto di ciò, si può dimostrare che i due 
trattamenti conducono 2 risultati, Eq. (4.148) e (4.149), pressoché coincidenti. Questo 
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costituisce un'ulteriore conferma dell’equivalenza, per taluni aspetti, dei due metodi, 
ambedue basati su concetti analoghi in connessione con la meccanica classica. Il metodo 
di Feynman, di più larga applicazione e più rigoroso dell’approssimazione WKB, è tut 
tavia di più difficile impiego. 
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Problemi 


1. La funzione f (x) = x exp (— x?/2) rappresenta un’autofunzione dell'operatore 


A=t d° + x. 
dx? 
Calcolare l’autovalore. 
Soluzione. Riferendoci all’Eq. (4.1) abbiamo 
(- og SE exp (— x?/2) = A, x exp (— x?/2) 
dx 


3x exp (— x?/2) = An x exp (— x°/2) 
da cui A, = 3. 


2. Il vettore 


1 
2 
Z 
è un autovettore della matrice 
2 —6 2 
— 6 —1 —2 
— 20 —2 6 


Calcolare il corrispondente autovalore. 


Soluzione. Come nel problema precedente (Eq. (4.1) abbiamo 


2-6 2 1 1 
— 6 —1 —-2 2|=> An|2 
— 20 —2 6 2 2 
e svolgendo 
— 6 1 
— ia A 2 
— 12 2 


quindi A,, = — 6 
3. Teorema di Ebrenfest: il moto di un pacchetto d'onde coincide col moto della corrispondente 


particella classica per un potenziale costante su tutta l'estensione del pacchetto. Prendendo i vetto- 
ri re p (posizione e impulso) come i valori di aspettazione di tali grandezze, dimostrare che 


ga: 
14 m 
Fare uso della seguente formula 


{ grad « - grad v.dr =— | uV°vdr — fu grad è, do 
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dove o è un dominio infinitamente esteso e ricordare che, per un pacchetto d'onde, $ = 0 per 
grandi distanze. 


Soluzione. Dalla definizione di valore di aspettazione ( Eq. (4.16)), 


È > = £ i d 
sil glvavd 


ag n Dr 
| > x + x 3 dr. 


Dall’equazione di Schrédinger abbiamo 


de ad 
di 2 Lai h Ù 
dc Djp 
di 27 di ;7 v 
quindi 
È sais 2 {yo — MW) a) de; 


In base alla farmula data nel testo 


— [au(orye) dr = | erad (ev) erad (4) 47 + (ev grad yi) do 


e 


ni { grad (xy) grad (4°) dr = — { y* VW? (x) dr 


e sostituendo 


d UA 
Lg a * [x Vîy — V? dr . 
dex È Iy bw vega 
Essendo 
2 211107 _ dl dy 
V = = 2% 4 È 
(x Y) > (x 4) E 
si ha 
LR AT.73 
di mn dx 
Poiché 
Pd 
# i dx 


ne segue che 


Questa espressione confrontata con la precedente dà 
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Ego bs: 
m 


di 


4. In meccanica analitica si definisce parentesi di Poisson la seguente espressione 


de dn dn de 
{e,n} = de Ele, A 
oss (da dd: 3) 


dove e € n sono due funzioni arbitrarie delle coordiante 4; € degli impulsi p,. Tali parentesi sono 
proporzionali alle parentesi di commutazione. 
Facendo uso delle parentesi di Poisson dimostrare che gli operatori momento angolare M., M, e M. 
non commutano fra loro e, più precisamente, 


{MM} = M.: {M,,M} = M; {MM} = M. 


Dimostrare inoltre che M? commuta sia con M, che con M, e M,. 


Soluzione. Dalla definizione data abbiamo 


Tae ne (eee IM, — 9M, aut) 


dx dp. dp, dx 


4 (206 GM, _ IM dI) 
dy dd dp, è 


P pe 90M, _ 93M. da). 
9: dp. 9. di 


Ricordando che 


M. = yP: — 2Py 
M, = zh, — XP. 
e facendo tutte le derivate otteniamo 
{M.,M} = xD, — gp. = M. 


e analogamente per le altre componenti. 
Bisogna poi dimostrare che 


{bE, My») = 0. 
Il procedimento è analogo a quello precedente; essendo 
M° = ME + ME + ME = (pap + (ap api + (dp). 


nel caso {M?, M,} otteniamo, per esempio, 


{AP,M} = — 2y(M. py-M, p:) —2Py(3M, — JM.) + 2x( Ps MP. M) 2p:(2M,—xM.) = 0 
E analogamente per gli altri due casi. 


5. Dimostrare che, per una particella libera, l'operatore M? è una costante di moto. 


Soluzione. Si deve dimostrare che M° commuta con l'energia, cioè 


{M,E}= 0 


Richiamo di elementi della meccanica quantistica 151 


dove 


E-Lpage dl) 


2 
Il procedimento è analogo a quello del problema precedente e dopo facili calcoli è verificato. 
6. Dire che cosa si intende per osservazione massima di un sistema. 


7. Nella teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo si suppone che il sistema, all'istante ini- 
ziale, sia in un determinato stato y4,. Ciò significa che si conosce in modo esatto la sua energia. 
Perché questa posizione non è in contrasto con il principio di indeterminazione? 


8 Le autofunzioni di un oscillatore armonico, di frequenza w, nello stato fondamentale e nel pri- 
mo stato cccitato sono, fispettivamente 


1/4 


Vox) = (26) exp (— mwx?/28) 


TT 


3/4 


Vi) = (mM e V2 x exp (— m0x?/25). 


AI tempo £ = 0 sia dato un oscillatore armonico la cui funzione d'onda è la somma delle autofun- 
zioni dello stato fondamentale e del primo stato eccitato; su di esso, fra # = 0 e 2 = £, agisce una 


perturbazione costante del tipo L = À x. 
Dimostrare che la probabilità di trovare l’oscillatore nello stato fondamentale al tempo ? = / è: 


12 


\ ci (0) [ — culiee)| 


|" (5)? = 


V2mwoh w 


Soluzione. Calcoliamo gli elementi di matrice Loo e Loi (Eq. (4.34): 


® CJ 


Loo = { di A x) do dx = | (A x) (22) exp (— m2wx° (b)dx = 0 
T 


Sia 3A 


(2) 


Lo = { di (Xx) di dx = A, 2A { exp (— m2wx°/#) x? dx 
5 2-0 


SI 


-® 


i 


Poiché E — E, = dw, dall'Eq. (4.36) abbiamo 


CRE (i = 2] i 


e) 


quindi 


la Al: = 0) | . aa 


PELO) 


9. Dire se gli elementi elencati sono fermioni o bosoni: H, D, He, Li, Li. 


fr 


Soluzione. I sistemi composti si comportano come bosoni se contengono un numero pari di fer- 
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mioni, si comportano invece come fermioni nel caso opposto. Abbiamo quindi 


H (1 elettrone + 1 protone) : bosone 
D (1 elet. + 1 prot. + 1 neutr.) : fermione 
He (2 elet. + 2 prot. + 2 neutr.) : bosone 
Li (3 elet. + 3 prot. + 4 neutr.) : bosone 
Li* (2 elet. + 3 prot. + 4 neutr.) : fermione 


10. Data una funzione d'onda WKB del tipo 


y (x) = 1 cos( | K &_t| 
e osl| Kawa ; 


dove 


K(x) = > Pe (EV), 


1 
7 


verificare che soddisfa l'equazione di Schròdinger (unidimensionale e indipendente dal tempo) 
all'ordine più basso di #. Ricordare che l'equazione di Schrédinger in tal caso è 


dx) 
dx? 


+ KAYA = 0. 


Soluzione. Poniamo 


x 


fa = ka n14 


abbiamo 


Dobbiamo verificare che 


4, Ka = 0, 
dx? 


all'ordine più basso di 4, per la funzione d’onda WKB: 


N _ 1 Kn dK 
dx 2: dx 


cos [f(A] — K!? sen [f(x]. 


dl e: -5/2 dK dal lt Li 73/2 PK Vl Re 2 
DI Ire) cstfa= 1 e LE csf] 1/0) 


Dalla definizione di K (x) si ha: 
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K 3/2 ac VA 23/8, 


Pertanto, l’ultimo termine risulta quello all'ordine più basso di #, quindi 


di = — K* cos[f(d] 
da cui segue 
LI), KA) VI) = — KP? cos 7(] + K cos [ f()] = 0 
dx? 


11. Calcolare, nell’approssimazione WKB, i valori dell'energia per una particella in un potenziale 
del tipo (oscillatore armonico) 


V (x) = LIE 


Sofazione. Applicando l'equazione agli autovalori (4.87) abbiamo 


b 


2 [ocra =» + 1) 


2 
dove 4 e è (punti di inversione) sono 


— (2E/mo?)!!? 


Si 
Ù 


(2E/mw?)!?? 
e 


1/ 
DX) = Pe(e = mati") | i . 
Calcolando l'integrale abbiamo 


b 


1/2 b 
| d (x) dx = m@ 2A _ x) + E, sen {x n] - E 
a 2\mw mo 2E, J Jo 
pertanto 


E, _ 1 
2r Ar (» Pi vp \e 
da cui 


12. Calcolare, nell'approssimazione WKB, il coefficiente di trasmisione per un potenziale del tipo 
| di 
Xo 

0 


per |x|> x 


V (x) = 


|x| < xo 
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c pet energie tali che O<FE<A . 
Soluzione. Il coefficiente di trasmissione in questo caso (unidimensionale) è dato da ($ 4.4) 


b 


D= epl- è | Vr [-E+ A1- x) & 


dove 4 e 4 sono i punti di inversione e risultano 


Risolvendo l'integrale otteniamo 


Da cp|- (2 A)? ri xo (i — ali 


13. Dimostrare, considerando le Eqq. (4.102) e (4.111), che il kernel di una particella libera è: 


K (6, a) = peeoai op si Ò 


dove x, e x, 4 € 4, sono rispettivamente le coordinate e i tempi iniziali e finali. 
Fare uso del seguente risultato 


® 


faplz&- ep 8 — pf] 4 | 2 exp s - es]. 


o a+b +6 
ZA 
i 
€ 
i 
LR 
4 
Na xh È 
Fig. 4.15 - Il cammino generico che connette i punti 4 e 6 nello spazio-tempo (x , £ ) è rappresentato da una 
spezzata i cui vertici giacciono sugli ASsÌ xi Xi ge Xto 
Il kernel si ottiene come integrale multiplo in Ax, JA, daz/A,..., dxy-/A, dove A è una costante 
di normalizzazione, e passando al limite per e — 0. Tutto ciò viene fe nn indicato con la no- 
tazione | ... Dx£). 


Soluzione. Facendo riferimento alla Fig. 4.15, abbiamo 
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-N/2 Na 

K(5,a)= lim (2xite| { fs { dei ... dxy-, €Xp ba a (2 | 
es m 2hhe 1° 
N- 0 


bob NE 


Consideriamo la 1 integrazione in dx (N = 2): 


21 


(1) {rep ce [Go — n)? + Ga o) 


ma 


DI m n nm : I]. 
» È iù s i P| 2bi (2e) Rit }| 


Ne segue 


SONE | Za [ SETTA | }} | cp| = se 2) 


Il risultato dell’integrazione successiva in 4x> è 


1/52 


4 
m n ; 

ec ra (xa 0) |. 

| 2x6 (3e) ] | 2b1 (36) FE i 


Generalizzando questo risultato dopo N — 1 integrazioni avremo 


=hf2 


K(5,a)= lim [e] cp] e (xy 20) | 


e-0 m 


e poiché Ne = &, — &y © xy — % = % — X otteniamo infine 


21/2 


K (5, 0) = [ter cp[ ui » ta 2] 


m 2bi (1, — £ 


14. Dimostrare che per un oscillatore armonico, di lagrangiana L = (1/2) mx — (1/2) max 
l’azione classica è 


Il 


Ay PE {(x} + x2) cos wT — 2x, x] 


2 sen WT 
dove le condizioni al contorno sono: 


2=0,; X(4) 


li 


Xa 
ty=T,x(4)=%. 


Soluzione. Dall’equazione di Lagrange (4.65) si ricava l'equazione di moto 
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ae .0 


X+w 
la cui soluzione è 
x(#) = A sen w£ + Bcos wf 
e derivando 
FICA) = Auw cos wf — Bw sen wt. 


Pertanto 


L= 1 me [costwf (A? — B?) + sen’wf (B! — A*) — 4AB cos wr sen wt ] 
È 


e l'integrale di azione risulta 


Fr 


| L= Pe (6 B?) Sen wT cos wT 2AB seniu1 | 


0 S. w w 


I valori delle costanti A e B si determinano dalle condizioni al contorno, cioè 


B 


x, = A sen wi, + B cos wh, 


x, = A sen w4, + Bcos wi, = A senwT + x, cos wT 


A = Xx, — % COS WI 


sen wT 


Sostituendo nell’integrale d'azione si trova 


solide (ego 2a] 


5. Atomi. Struttura elettronica ed 
elementi di spettroscopia 


s.1. L’atomo d’idrogeno secondo la meccanica quantistica 


L'equazione di Schròdinger per le autofunzioni dell'elettrone in un campo centrale 
(7) (quale si suppone che sia in molti atomi) è 


ta L Vitm + V(M 4 => Em 4 (5.1) 
p 


love (7) sta per un gruppo di numeri quantici, < è la massa ridotta ($ 3.7 del Cap. 3)er 
la distanza elettrone-nucleo. Con V = — Z e?/r abbiamo il caso coulombiano e con 
7 = 1 il caso specifico dell'idrogeno. 
La discussione dell'equazione, nei dettagli della quale non vogliamo entrare, si fa col 
metodo della separazione delle variabili, prendendo come tali le coordinate r, 3, © 
iell’elettrone e conduce per E < 0, cioè per stati legati, a soluzioni della forma 


Unim = Rat (7) Yim (9,0) (5.2) 


dove i numeri quantici 7, /, 72 obbediscono alla seguente gerarchia: 


Tie Bro (eo 
bs Riise na_-1 (5.3) 
m=0£1,+2.. */ 


e si chiamano rispettivamente: numero quantico principale (n), azirmutale (1) e magne- 
tico (12). 

Tali numeri quantici sono connessi con gli autovalori dell’energia E, del quadrato del 
momento angolare M? e della proiezione M, dello stesso vettore sull’asse polare, dalle 
formule 


(Elo = — R0/#,  R= eci 
(MEI ico Fi L(f * 1) 5? (5.4) 
(Mio = 29. 


Gli autovalori dell’energia sono gli stessi che nella teoria semiclassica di Bohr; quello per 
M. coincide col corrispondente risultato dato dalla regola di Sommerfeld. Il risultato 
per (M ?), i È iNvece caratteristico della meccanica quantistica: esso prevede l'esistenza 
di stati con zzozzento angolare nullo (! = 0). In meccanica classica si ha M = 0 sc il mo- 
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to si riduce a un’oscillazione lungo una retta passante per il centro di forza. Tale soluzio- 
ne delle equazioni del moto ha ovviamente un carattere quasi puramente formale. Gli 
stati con / = 0 della meccanica quantistica sono invece stati come tutti gli altri e si trova- 
no realizzati molto spesso. Ad esempio lo stato fondamentale dell'idrogeno atomico è 
proprio di questo tipo (infatti con 7 = 1, si può avere solo il valore / = 0). Con una no- 
menclatura derivata dalla spettroscopia gli stati con / = 0, 1, 2, 3, 4, ... si chiamano ri- 
spettivamente stati s, f, d, f, g, ... . 

La parte angolare Ta (3, £) dell'autofunzione (5.2) è una funzione sferica e questa è 
una caratteristica di tutti i campi centrali: si può ancora scomporre la funzione sferica 
Y.m (9, ) in due fattori 


Yi (0,0) = Om(Q) e. (5.5) 


pae qui alcune delle più semplici funzioni sferiche normalizzare in modo che 
l'integrale di | Y,,.|°, sulla superficie della sfera di raggio unitario, sia l’unità 


Tg E (stati 5) 
2 VT 
Yo = L /3 così 
2 T 
(stati £) 
Kg È sa JI send exp (+ ie) 
2 27 
(5.6) 
De fa mai così — 1) 
We D sen così exp(+ i) (stati 4) 
3 27 


Yo, > no [IS senta exp (+ 2 e). 
4 var 


Come si vede, gli stati s hanno simmetria sferica, gli altri no. Per gli altri bisogna fare la 
somma dei quadrati dei moduli di tutte le autofunzioni con lo stesso / per ritrovare la 
simmetria sferica. Un’altra proprietà importante delle funzioni sferiche è il loro com- 
portamento quando si passa da un punto sulla sfera di raggio unitario al punto opposto 
rispetto al centro (operazione di inversione). È facile verificare sugli esempi - ma la pro- 
prietà è generale -che le funzioni sferiche con / pari o dispari, rispettivamente, rimango- 
no invariate o cambiano il segno per effetto dell’inversione.! In Fig. 5.1 sono riportati 
alcuni diagrammi polari che danno la dipendenza da & dei moduli quadrati di alcune 
funzioni sferiche. 
La parte radiale R delle autofunzioni risulta dalla discussione dell’equazione 


di E- [o È C+ |lg-0. 6» 
Pi dr dr h? 2 chi 


1) Si noti che nell’inversione le coordinate polari cambiano come segue: 


rr d-on_? o_gtr. 
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al af 


Fig. 5.1 - Diagrammi polari dei moduli quadrati di alcune funzioni sferiche in funzione di è 


In questa equazione accanto al potenziale V (7) figura un termine in r°? che contiene co- 
me parametro il numero quantico azimutale /. Questo termine si può interpretare come 
un potenziale della forza centrifuga. Le soluzioni regolati di questa equazione nel caso 
E < 0 sono del tipo, a meno di un fattore di normalizzazione, 


Ri) = Lala, (5.8) 
dove £ = 20/n e? 
Q= È ri (5.9) 
CA) 


4, raggio della 1? orbita di Bohr, è dato da (formula (3.55) del Cap. 3 con = 1) 


dn L01529 x 10% 0m, (5.10) 
e IMo 


Il simbolo Lf (£) rappresenta un polinomio (di Laguerre, generalizzato) che si può otte- 
nere dalla formula generatrice 


9 = q d° È d? Dì pE 
LO-D- | a ] 6.11) 


con é = 0. Il suo gradoè p—g=7-—/-12=0 ealtrettante sono le intersezioni 
della curva rappresentativa con l’asse (positivo) delle £. Tenendo conto della condizione 


1) La verifica in un caso semplice e cioè nel moto circolare uniforme è immediata. Il termine in questione può 
essere scritto M?/2ur? e dà una «forza» (lungo r) data da 


=’ (M?/2pr?) = M°lurì = pv /r 
; 


che è appunto la forza centrifuga. 


2) La posizione (5.9) non è l’unica adoperata. Altri testi, con lo stesso simbolo @ indicano la grandezza, un 
po’ diversa, 2Zr/n4, dove appare anche il numero quantico principale 7. 
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di normalizzazione | |R |? 7? 4 = 1, le funzioni R più semplici, col loro fattore di nor- 
malizzazione, sono: 


SI 

Il 

a 

Tu 

IU 

DI 

DI 

Ss 

Il 

NS] 
e 
8 JN 
Sa 

I 

dd 


3/2 2 
n= di / DZ: Ra = ci s (2) go, 
930)" | 4 3 


Gli autovalori dell’energia sono determinati dall’imposizione della condizione di fini- 
tezza (in tutto il campo) alle soluzioni dell'equazione radiale e sono legati sia al grado 7, 
del polinomio generalizzato di Laguerre sia al numero quantico azimutale /. Precisa- 
mente si trova 


Elou==HWAan+/5 #01) c®, (5.13) 
Introducendo il numero quantico principale 7 con la posizione 
n+f+1=% (5.14) 
la precedente si trasforma nella formula di Bohr 
E, = — Rb/n°. 
Si tratta di aztovalori degeneri. Infatti secondo le (5.3) a un valore di x possono essere 


associati 2 valori di /(da 0 a # — 1), mentre a ciascun valore di / si possono associare 
2/ + 1 valori di 72 (da — / a + /), tutto senza alterare l'energia. Ci sono dunque 


go(n) = L (2/ + 1) 
autofunzioni col medesimo livello di energia — R4/#?. Si ha subito 


(n 1)x 
2 


+n=n. (5.19) 


go(#) = 21/+ n=2 
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Questi 7? stati associati allo z-esimo livello energetico si chiamano gli orbitali apparte- 
nenti a quel livello. Essi sono rappresentati da altrettante autofunzioni linearmente in- 
lipendenti delle coordinate polari dell'elettrone. Ma, come si è accennato più volte, 
‘elettrone ha anche un grado di libertà interno, e cioè lo spir, che non è associato alle 
coordinate di posizione e comporta due stati possibili per ogni orbitale. Il grado di dege- 
nerazione vero del livello 2-csimo è perciò 


g (n) = 2°. (5.16) 


Anche lo stato fondamentale (2 = 1) è doppso, per effetto dello spin. In Fig. 5.2 ripor- 
tiamo alcuni grafici di autofunzioni radiali c in Fig. 5.3 di distribuzioni della densità di 
probabilità in funzione della distanza dal nucleo. I disegni di Fig. 5.4 danno un'idea 
qualitativa di aurofunzioni in un piano meridiano, dove naturalmente le zone più scure 
rappresentano quelle di massima ampiezza. 


R (7) 


radiali 


autofunzioni 


Ia T T T T “a 
0 4 8 12 16 20 24 
Z r/ao 


Fig. 5.2 - Autofunzioni radiali R (7) per alcuni valori dei numeri quantici # e /. 
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1*orbita di Bohr 
1 


l 


n=1,5=0 


Xr) 


distribuzione radiale r?°R 


0 4 8 12 16 20 24 28 
Zr/ay 


Fig. 5.3. - Distribuzione della densità di probabilità dell'elettrone in funzione della distanza 
dal nucleo, 4rr?|R (7)|?, per alcuni valori dei numeri quantici # e /. 


n=2,1=1,77=0 


Fig. 5.4 - Rappresentazione qualitativa, in un piano meridiano, di autofunzioni per alcuni valori 
dei numeri quantici 7, /e 77. 
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s.2. L’elettrone di valenza negli atomi dei metalli alcalini 


Dopo i sistemi idrogeneoidi (H, He*, Li*, ecc.) il più semplice problema di autovalo- 
ri è dato dall'elettrone di valenza dei metalli alcalini. Infatti il campo di potenziale in 
ui si muove questo elettrone non è molto diverso da un campo coulombiano, tanto che 
si può approssimare con un'espressione del tipo 


V(1) = È — di - 6A 
U 


he è l’inizio di uno sviluppo in serie di potenze di 1/7: il fattore 4 ?/2u è stato inserito 
per comodità. 

La discussione della patte angolare delle autofunzioni resta invariata. Quella della 
parte radiale si basa su un'equazione che, data la dipendenza in 7? del termine addizio- 
nale in (5.17), rimane formalmente identica alla (5.7), e cioè 


1 d (1 dr) 2 [E | È LOU] k=0 (5.18) 
dr h? r 2u ri 


con 
(+1) = (A+ 1) + da. (5.19) 
Si suole mettere /’ nella forma 
dd 
e quindi si trova facilmente, dalla precedente, 
2 va 
A=l+ 1 al((et) e (5.20 
2 2 
col segno + da scartare perché deve essere 


liti. A, = 0, 


a-0 


Il numero, non intero, A, si chiama correzione di Rydberg. 

Nell’equazione delle autofunzioni angolari compare, naturalmente, il vero nu- 
mero quantico azimutale / (intero). Invece nell'espressione dell'energia che deriva 
dalla discussione dell'equazione radiale (5.18) compare il numero quantico alterato 
I" = {— A; col risultato che l’Eq. (5.13) si trasforma in 


RA 
(n, +2 4, + 1) 


Hi = 


Con l’abituale posizione 
n+l+1=%, (5.21 


otteniamo 
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Eni sé (5.22) 
(n — A) 
Il fatto importante che emerge e che era conosciuto empiricamente dalla spettroscopia è 
che i livelli, e quindi i termini spettroscopici, non dipendono più soltanto dal numero 
quantico principale 7, ma anche dal numero quantico azimutale /, in quanto A, ne di- 
pende.! Tenendo fisso / e variando 7 si hanno perciò diverse serie di livelli, invece di 
una sola come nell’idrogeno. 

Tutto questo si spiega ammettendo che negli atomi dei metalli alcalini, che sono chi- 
micamente monovalenti, l’elettrone più esterno (elettrone di valenza) è più debolmente 
legato degli altri e quindi si muove in media a una distanza maggiore dal nucleo. 
L'azione di schermo degli elettroni più interni riduce la carica effettiva del nucleo da Ze 
a e per le regioni lontane, ma è meno efficace per le zone più vicine al nucleo, dando 
luogo a un campo che varia un po’ più rapidamente di quello coulombiano puro, come 
appunto indica la formula (5.17). D'altra parte la simmetria sferica rimane, perché gli 
elettroni interni utilizzano gruppi completi di autofunzioni angolari (cioè gruppi in cui 
mva da — a +) che danno, come si è detto nel paragrafo precedente, una densità 
di probabilità a simmetria sferica. La Fig. 5.5 mostra una valutazione indicativa della di- 
stribuzione radiale degli elettroni interni e dell'elettrone esterno nel sodio. Nella Tabel. 
la 5.1 sono riportati alcuni valori empirici della correzione di Rydberg A. 


distribuzione radiale 


04 
DO 
d» 
ca 
(©) 
mò 
25 
® 


r (A) 
Fig. 5.5 - Distribuzione radiale degli elettroni interni (linea tratteggiata) e dell'elettrone di valen- 


za (linea continua) nel sodio. 


Tabella. 5.1. Correzione di Rydberg per gli orbitali 5, p, 4,7 dell’elettrone di valenza dei me- 
talli alcalini. 


Atomi Z s 77, d f 
Li 3 0.40 0.04 0.00 __ 0.00 
Na 11 1:39 0.85 0.01 0.00 
K 19 219 ba 7.L 0.25 0.00 


1) Per la non perfetta adeguatezza dell’approssimazione (5.17) per il potenziale, la correzione di Rydberg 
empirica dipende un poco anche da 7, oltre che da /. 
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Che A, aumenti col numero atomico Z, cioè col numero degli elettroni nell’atomo, è 
ruitivo a causa della sua origine. Intuitiva è anche la decrescenza di A; quando / cresce 

parità di numero quantico principale ») se si fa attenzione alla (5.21). Si vede che se / 
esce € 77 è costante deve diminuire il numero quantico radiale #,, ossia «il moto lungo 

‘aggio vettore»: l’elettrone quindi si «tuffa» meno nella regione interna e quindi ci si 

icina di più al caso del campo coulombiano puro (A, = 0). 

Il numero quantico principale dell'elettrone di valenza nello stato fondamentale 
ell’atomo non può essere come nell’idrogeno, l'unità. La ragione di questo è nel prin- 
pio di esclusione. Infatti gli stati con # = 1 sono occupati da elettroni più interni. Si 

“rcordi che nell'atomo di Bohr il raggio dell’orbita cresce come #7. Nel sodio, per esem- 

». l’elettrone di valenza nel suo livello più basso ha 7 = 3. Torneremo su questo pun- 

più avanti, a proposito del sistema periodico degli elementi. 


3. Regole di selezione 


Tenuto conto che i livelli dipendono da 2 e da / e che deve essere (Eq. 5.3)) 

> / + 1, il diagramma dei livelli dell’elettrone di valenza dei metalli alcalini prende 
aspetto di Fig. 5.6, cioè si spezza in tante serie corrispondenti a/= 0,1,2,3,...L’uso 
pettroscopico è quello di indicare i corrispondenti termini con le lettere 5, p, 4, f, ... 
recedute dal numero quantico principale. Così, ad esempio, il livello fondamentale 

| Na è 3s e il successivo è 3/ e così via. 

Nel diagramma le lince oblique indicano le principali transizioni osservate e appare 
vidente che si hanno transizioni soltanto fra i termini di colonne adiacenti. Indicando 

n A/ il cambiamento del numero quantico azimutale nella transizione si deve dun- 
ue avere 


‘na legge di questo genere si chiama rego/e di selezione. Essa esprime una condizione 
perché l'elemento di matrice della perturbazione che produce la transizione, che è uno 
iegli elementi dell'espressione (4.41) della probabilità di transizione, non si annulli per 
a transizione considerata. 

Come si è accennato al $ 4.2 del capitolo precedente, la perturbazione, nel caso 
lell’emissione di una radiazione, è data da quel termine dell’hamiltoniano del sistema 
atomo + radiazione che esprime l'interazione fra l'elettrone e gli oscillatori virtuali del 

ampo elettromagnetico. Partendo da questo si può fare uno teoria rigorosa. Esiste però 
anche una teoria semiclassica, dovuta a Heisenberg, che conduce in modo più semplice 
a risultati corretti. Essa consiste nel partire da formule classiche, salvo a sostituirvi certe 
crandezze con degli e/enzenti di matrice delle grandezze medesime. 

Il caso più semplice di irradiazione da parte di un sistema di cariche si ha quando il si- 
stema può essere assimilato a ogni istante a un dipo/o elettrico di momento p = er. La 
potenza itradiata W si deduce dalla formula 


pro 2 e pe de a _ 2_ pr. (5.24) 
r 3 


>» 
w 
9 
bei 
Da 
DD 
o 


Onde monocromatiche vengono emesse quando p è sinusoidale, ossia è dato da 
p = ps sen ut, 


allora la precedente dà 
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D'altra parte la potenza media irradiata dall’atomo è 4v/7 = $w/7, dove 7 è la vita 
media associata alla transizione. Siccome 7 è l’inversa della probabilità di transizione per 
unità di tempo 7,,, ne deriva 


Hedar Tab SE Gin DEI 
30° 
ossia 
sa 2 32 
Tab Gab P' , (5.25) 
350 
dove si è posto 
© = Wa = 9 (EE). (5.26) 


In questa formula bisogna interpretare quantisticamente il fattore f°. Considerazioni 
fondate sul principio di corrispondenza (Cap. 3, $ 3.7) conducono a sostituire il mo- 
mento elettrico classico con la somma dei due elementi di matrice (complessi coniugati) 
Pu + ps calcolati sulle autofunzioni complete, cioè includenti i fattori remporali. Dato 
che il momento elettrico È p = — er (e vettore che va dal nucleo all’elettrone, e valore 
assoluto della carica dell'elettrone) l'elemento di matrice della componente x sarà 


(= e lix, dra = — eexpliwst) | us x, dr 


= — CEXp (1 wp ?)k. 


Si deve dunque fare la sostituzione 
pi — e {exp (i was # ) xa + EXP (1 Was 7) xa] (5.28) 
e analoghe per le altre componenti. Avremo dunque al posto di .? 
p° > è [exp (fWwasf) xa + CxXp(— i0a #) x] + espress. analoghe. 


Passando al valore medio restano solo i doppi prodotti, perché tutto il resto è costituito 
da funzioni oscillanti, a media nulla. Viene perciò 


D- 20 (|x|? + |9as]® + |zoo]?) (5.29) 

e sostituendo nella (5.25) si ha 
NA 4e? 3 Z |2 2 \ 
Ta = = was (|xx]? + |9a0]? + |26]5) (5.30) 

350° 


che è l’espressione che si ottiene anche dalla teoria rigorosa. Notare che l'ordine degli 
indici è senza importanza perché le matrici {x} sono hermitiane e quindi vale x, = xsa 
ecc.. Oltre a dare la probabilità di transizione, questa formula permette anche di preve- 
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dere lo stato di polarizzazione della radiazione emessa. Se per esempio dei tre elementi 
di matrice delle coordinate dell'elettrone soltanto 2,, fosse diverso da zero, ciò indiche- 
rebbe che la radiazione ha la polarizzazione che si calcolerebbe da un oscillatore classico 
che vibra lungo l’asse z. Questo naturalmente può avvenire soltanto se tale asse ha un si- 
gnificato fisico speciale, ad esempio è parallelo a un campo magnetico in cui l’aromo è 
immerso. 

È bene a questo punto aver presente che la rappresentazione del sistema irradiante 
mediante un dipolo costituisce il primo scalino di un processo di approssimazioni suc- 
cessive. In condizioni di elevata simmetria della densità di carica, il momento dipolare 
può risultare nullo. Si va allora ad approssimare il sistema mediante un guedrupolo, 
cioè una coppia di dipoli uguali e opposti, melto vicini, oppute - se anche questo risul. 
tasse nullo - con un ozf4fo/o (due quadrupoli opposti, molto vicini) e così via. Di rego- 
la, l'intensità della radiazione emessa è tanto più debole quanto più elevato è l'ordine 
del prizzo multipolo non nullo. All'incirca il fattore di riduzione è (277/X)? per ogni 
gradino dell’approssimazione, dove r è la dimensione media del sistema irradiante e X la 
lunghezza d'onda. Le cose sono ulteriormente complicate dal fatto che un sistema di ca- 
riche può irradiare non soltanto a causa del campo elettrico delle sue cariche, ma anche 
ii quello magnetico delle sue correnti se queste sono variabili e quindi danno luogo a 
iipoli (o multipoli) magnetici variabili. Di regola, l’irradiazione di dipolo magnetico è 

aragonabile a quelle di quadrupolo elettrico e quindi va considerata insieme a 
ruest'ultimo quando il momento di dipolo è nullo. Le righe che si osservano normal. 
rente nel visibile sono righe di dipolo elettrico che soddisfano a delle regole di selezio- 
e che assicurano la non-nullità del momento dipolare elettrico nella transizione, cioè di 
suegli elementi di matrice che appaiono nella (5.30). Solo eccezionalmente si osserva- 

. nel visibile, righe di multipoli superiori o righe «proibite», in quanto violano le re- 
sole di selezione ora dette. Per questo occorre qualche circostanza che compensi la debo- 
ezza dell'emissione, come ad esempio una grande estensione della sorgente, come av- 
iene per certe nebulose gassose. 

Tornando all’Eq. (5.30), i tre elementi di matrice che vi figurano sono equivalenti 
per ragioni di simmetria, nel caso degli atomi che emettono in assenza di campi este mi 
‘onsideriamo quindi, per esempio, Xas: la sua espressione per gli atomi dei tipi che ab- 
biamo considerato fin qui è data, con le notazioni usuali, da 


nice Î Ri) Y:(9, 0)xR (A) Y, (4, 0) dr (5.31) 


dove 47 = r? send dr d9 dp. Tenendo conto delle proprietà di parità delle funzioni sfe- 
riche Y (8 5.1), la simmetria ci dice subito che gli indici /,, 4, delle due funzioni sferi- 
che non possono avere la stessa parità, perché in tal caso l'integrale in (5.31) si annulla 
come integrale di una funzione dispari (a causa del fattore x). Separando la parte radiale 
da quella angolare si ha 


v n 27 
Xx > { R;(MR(Mr dr { { Y Y, sen? d coso 40 dp 
e si può verificare sugli esempi, pet le Y indicate al $ 5.1, che l'integrale in 494% si an- 
nulla, salvo che si abbia 
A “6 bs| = 1, 
cosa che si può dimostrare in generale. Questa è la ragione della regola di selezione 


(5.23) per il numero quantico azimutale. Tale regola non vale soltanto per gli alcalin 
ma per qualsiasi atomo con un campo centrale e quindi anche per i sistemi idrogeno 
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(H, He*, ecc.) anche se per questi non si manifesta, a causa della degenerazione dei li- 
velli. 

Una variazione di / implica, per la 2* delle (5.4), un cambiamento del modulo del 
momento angolare dell'atomo. La conservazione di tale grandezza nel sistema isolato 
atomo-+ fotone è assicurata dal fatto che il fotone ha esso stesso un momento angolare 
che nelle transizioni di dipolo elettrico ha îl modulo }. 


5.4. Spettri degli alcalini. Spin dell'elettrone. Interazione fra momenti 
magnetici 


Dal diagramma di Fig. 5.6 risulta che le righe del sodio, e così similmente quelle de- 
gli altri alcalini, si possono classificare in diverse serie che si indicano coi simboli seguen- 
ti, i quali esprimono i numeri d’onda delle righe come differenza fra un termine fisso e 
un termine corrente!’ 

35 — np, n = 3,4,5,... serie principale 
3p — nd, n = 3,4,5,... 1? serie secondaria o serie diffusa 


3p — ns, n = 4,5,6,... 2° serie secondaria o serse sottile (shatp) (5.32) 


3d — nf, n = 4,5,6,... serie di Bergmann o serse fondamentale. 


10000] 


20000 


30000, 


400001 


(om) 


Fig. 5.6 - Diagramma dei livelli energetici del sodio (confrontati a quelli dell’idrogeno) con alcu- 
ne transizioni appartenenti a varie serie. 


1) I nomi delle varie serie spiegano l'origine dei simboli s, p, 4, f. Si noterà che la serie detta fondamentale, 
non ha in realtà nulla di particolare, se non che è la prima, in ordine di / crescente, i cui livelli coincidono 
praticamente con quelli dell'idrogeno, per il fatto di avere una correzione di Rydberg trascurabile. 
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Con spettroscopi anche modesti si può vedere facilmente che le righe non sono semplici, 
come prevederebbe la teoria elaborata fin qui, ma sono doppiesti o tripletti (anche se 
guesti ultimi sembrano doppietti perché due delle ire righe restano sempre molto vici- 
ne). Esempio familiare: il doppietto D, D; che costituisce la riga D del sodio, riga 35 — 
3p della serie principale. 

Questa caratteristica fu detta struttura fine delle righe e corrisponde ovviamente a 
un'analoga proprietà dei livelli spettrali. La causa della struttura fine, dopo qualche in- 
certezza iniziale, fu scoperta nel 1926 da Uhlenbeck e Goudsmit che la attribuirono 
all'esistenza di un wz0zzenzo angolare intrinseco dell'elettrone. Questo momento ango- 
lare fu interpretato dai suoi scopritori come dovuto a una rotazione dell’elettrone su se 
stesso (ipotesi «dell'elettrone rotante»), ma non sembra che si possano estendere concetti 
li carattere così macroscopico come la rotazione di un corpo rigido (che è tuttavia valida 
per atomi o molecole) a quelle entità che chiamiamo particelle elementari, com'è ap- 
punto il caso dell’elettrone. 

Per andare d'accordo coi risultati spettroscopici occorre postulare i requisiti seguenti. 
Al momento angolare $ (spin) dell'elettrone è associato un momento magnetico 4 
avente direzione opposta ad S, in accordo col segno negativo della carica) e le proiezioni 
li questi vettori su una direzione fisicamente privilegiata 2 possono prendere soltanto i 
valoti 


deu nad (5.33) 
2 2m0C 


on e misurato in unità elettrostatiche. La grandezza 


Ho = ds 0.927 x 107° erg gauss"', (5.34) 


27020C 


chiamata zzagnetone di Bohr, era già nota come il quarzo (della proiezione) del 720 
mento magnetico delle orbite di Bohr-Sommerfeld. Questo si vede facilmente 
sull'esempio delle orbite circolari, ma vale anche per quelle ellittiche. Si avrà infatti, per 
l'orbita circolare n-esima, p, = 0, dove £, è l'intensità della corrente rappresentata 
dall’elettrone circolante e o, la superficie dell’orbita. Sarà d'altronde #, = e/cT,, con 
T, dato dalla (3.61) del Cap. 3, mentre 0, = wr} si ricava dalla (3.55) dello stesso Ca- 
pitolo. Combinando i risultati si trova 


fe e, (5.35) 


277206 


Si noterà che all'orbita #-esima è associato, nella teoria di Bohr, il momento angolare 
nh. Perciò il rapporto giromagnetico orbitale risulta 


momento angolari m206 
oc = sapore 2, DAG, (5.36) 
momento magnetico é; 


Per il moto intrinseco dell'elettrone l'analogo rapporto è invece la m2e/è: 


che va sotto il nome di aromzalia dell'elettrone. 

L'Eq. (5.33) caratterizza S come un momento angolare avente numero qua 
s = 1/2. Corrispondentemente (Eq. (4.26) del Cap. 4) il quadrato del modulo sar 
da 
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nol 


e analogamente per il momento magnetico. Sarà cioè 


ch 


275€ 


S| = 3 2 ; la] = 3 (5.38) 


Una teoria che assegna all'elettrone precisamente le proprietà ora descritte fu scoperta 
nel 1928 da Dirac in un fortunato tentativo di combinare meccanica quantistica e relati- 
vità. 

Oltre che nella struttura fine, alla cui spiegazione torneremo fra un momento, lo spin 
dell'elettrone si manifesta in modo più o meno diretto in varie esperienze. Abbiamo già 
ricordato lo sdoppiamento dei raggi di vapore in campi magnetici inomogenei ($ 3.9 del 
e 3), esperienza che è stata eseguita oltre che con metalli monovalenti anche con 

l'idrogeno atomico stesso. Ricorderemo ancora, senza entrare nell'analisi che è piuttosto 
complessa, le due esperienze di Barnett e di Einstein-De Haas (1915) sugli effetti 
magneto-meccanici. Nella prima si misura la debole magnetizzazione che si produce in 
un cilindretto di ferro quando viene posto in rapida rotazione intorno al suo asse (gli 
spin degli elettroni tendono, per effetto giroscopico, ad allinearsi con l’asse di rotazio- 
ne). Nella seconda si LL il cilindro di ferro a un impulso di campo magnetico 
longitudinale e si osserva la debole rotazione che accompagna la magnetizzazione. In 
tutti e due i casi l’effetto trovato è /4 72e%à di quello che si prevederebbe adottando il 
rapporto giromagnetico orbitale (5.36). Questo rapporto giromagnettco So è ca- 
ratteristico dello spin dell’elettrone soltanto. Lo vedremo manifestarsi anche nell’effezto 
Zeeman anomalo, ma di ciò diremo più avanti. 

Vediamo ora come l'ipotesi dello spin dell'elettrone spiega la struttura fine. Perché il 
momento magnetico u associato allo spin possa contribuire all'energia del livello, e 
quindi alterarla, occorre che esso si trovi in un campo magnetico nel quale avrà l'energia 
W, = — u- H. Negli atomi un campo magnetico esiste negli stati con / # 0, cioè in 
tutti fuorché negli stati s. Questo si può mostare nel modo seguente. Qualunque cosa 
che si muove in un campo elettrico risente di un campo magnetico, detto «apparente», 
che è dato in approssimazione non relativistica (qui sufficiente) da" 


he Ly, (5.39) 
c 


Nel caso presente l’elettrone è dunque sottoposto a un campo magnetico 


H., = — Lyn LE” versr= —€ ZA) tA 7207 
6 Ida Moac r 
o anche 
H, nr e Za (7) M (5.40) 
MC so 


1) Nel caso particolare questa formula si può giustificare pensando che l’elettrone, con velocità v, «vede» il 
nucleo schermato dagli elettroni più interni come una carica Ze e in moto con la velocità — v. Come tale 
essa equivale a un elemento di circuito 7 AI = — Zef (2/0) v (come si vede passando al limite per una 
distribuzione continua di carica in un cilindretto infinitesimo). Applicando la legge elementare di Laplace 
si trova per il campo prodotto: H, = — [Ze (2/0) vA vers r]/r?, dove Zeg e vers 1/7? si può sostituire 
con E. 
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dove con M si è indicato il momento angolare orbitale. L'energia del momento magneti- 
co dell'elettrone in questo campo sarà perciò 


i e Z 
wW > ea 0) Mu 
MC xo 
ed essendo per l’Eq. (5.37) 
n= —C_ 8 
MC 
verrà 
pr fa yes, (5.41) 
mic ‘ i 


Questa energia è molto piccola in confronto alle differenze d'energia dei livelli più bas- 
si, che sono dell'ordine di qualche eV, e si può valutare predendo Zx = 1,7 = 107 cm. 
Introducendo i valori noti per le altre grandezze si trova 


W = 107% eV. 


Una perturbazione così piccola è dell'ordine delle correzioni relativistiche dell'energia 
dei livelli e perciò queste non si possono più trascurare. La loro valutazione porta a un 
termine correttivo che è — (1/2) W.! Il contributo complessivo AW' all'energia è 
iunque 1/2 (questo fattore (1/2) si chiama fastore di Thomas) dell'espressione prece- 
dente, cioè 


awe 409 mis (5.42) 
2mic* ro È 


Un'energia di questo genere si chiama interazione spin-orbita e rappresenta un termine 
correttivo da aggiungere all'hamiltoniano dell'elettrone. Essa è anche il prototipo 
dell'interazione fra momenti magnetici. Si tenga presente che ogni momento magneti 
co è associato a un momento angolare, sia che la sua origine si trovi in un moto orbitale 
di cariche, sia che si tratti dello spin intrinseco di una particella. 

Lo spostamento del livello è dato dalla media dell'energia AW, Eq. (5.42). Per poter 
calcolate questa media bisogna discutere l'operatore M-S. Questo si fa in base alle pro- 
prietà di commutazione delle componenti dei due vettori, che sono riassunte nelle 
equazioni operatoriali M AM = 24M e SAS = 158. Operando uno sulle coordinate di 
posizione e l’altro su quella di spin, i due operatori M e $ sono invece commutabili fra 
loro. Il risultato della discussione è che M-$ è una costante del moto con gli autovalori 


I 5? 
2 
(M-S).uio = (#0). (5.43) 


1) La ragione per cui le correzioni relativistiche al calcolo dei livelli danno una formula analog 
basata sullo spin dell'elettrone, sta nel fatto che lo spin dell'elettrone è esso stesso una conse 
relatività, come risulta dall’equazione di Dirac. 
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La limitazione / # 0 è necessaria perché per / = 0 viene a mancare il campo magnetico 
apparente, Eq. (5.40), e quindi sparisce l'interazione W. Si trova inoltre che non sono 
più costanti del moto né M?, né M, che lo erano, nell'approssimazione in cui si trascura 
l’interazione spin-orbita. Lo sono in loro vece il quadrato e la componente secondo 2 del 
vettore 


J=M+S (5.44) 


che è il m2orzento angolare totale dell'elettrone. Come tale /? è quantizzato secondo la 
regola 


(eo «LC + 19°, (5.45) 


Per ragione storiche connesse con lo sviluppo di questi concetti, sviluppo che spesso è 
stato tortuoso, / si chiama il ruzzero quantico interno. Esso assume qui (un solo elettro- 
ne di valenza) due valori. 

La corrispondenza fra gli autovalori di M-S, di /? e i valori di / è riportata nella Tabella 
de2: 


Tabella 5.2. Corrispondenza tra 7 e gli autovalori di M-S e /?. 


7 Mv (Pia 
Py 25: (+ +)(- i)b 
2 2 2 2 
{[_ L E ei.. (-4)(1 se 
2 2 2 2 


In un certo senso, la prima colonna di Tabella 5.2 è la più facile a interpretarsi. Essa mo- 
stra una «bivalenza» dell'elettrone simile a quella che si manifesta nelle esperienze di 
Stern e Geralch ($ 3.9 del Cap. 3). Si suol dite che lo spin dell’elettrone può orientarsi 
in modo «parallelo» o «antiparallelo» relativamente al momento angolare orbitale. Que- 
ste espressioni non devono essere prese alla lettera. La situazione, pet quanto sia possibi- 
e visualizzarla, è rappresentata in Fig. 5.7 

La ragione per cui M non è più costante del moto quando si va a tener conto dello spin 
dell'elettrone è evidente: quello che si conserva nel campo centrale in cui avviene il mo- 
to è il zzomzento angolare totale }, somma del momento angolare orbitale M e di quello 
intrinseco S. Intorno a J i due vettori componenti compiono una precessione di Larmor 
sulla quale torneremo a proposito dell'effetto Zeeman. Una volta stabilito che M-S 
nell'espressione (5.42) di AW è costante, la media di AW, cioè lo spostamento del livel- 
lo, viene ad essere data da 


Z. 5 
SAW É MS pon LE peg (5.46) 
2mic* P° 
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Fig. 5.7 - Composizione vettoriale del momento angolare orbitale e di spin per due diverse orien- 
tazioni relative: «parallela» e «antiparallela» (caso di / = 1). 


dove 2° è l’utofunzione calcolata senza tener conto dello spin. L'integrale, cioè 
<Zx (1) °° >, risulta fortemente dipendente da Z, variando circa come Z' e questo 
spiega perché tutte le considerazioni precedenti, che sono valide anche per l'atomo 
d’idrogeno, vengono trascurate in tale caso. Con Z = 1 infatti lo sdoppiamento dei li- 
velli è piccolissimo, per quanto sia possibile metterlo in evidenza con mezzi adeguati. 

Resta da spiegare perché, come si è detto, le righe sono doppietti o tripletti ma mai 
quadrupletti. Le righe sono doppie quando la transizione avviene da/o verso un livello s 
perché quest'ultimo non è sdoppiato (mentre l’altro è sicuramente doppio). Fra due li- 
velli ambedue sdoppiati, le transizioni sono soltanto re a causa di una regola di selezio- 
ne per il numero quantico interno / che è 


Af= +x1,0 (5.47) 


con esclusione del caso j = 0 — 7 = 0. Questa regola esclude una delle transizioni, cioè 
quella fra i livelli estremi. Nella Fig. 5.8 i livelli con / maggiore sono stati segnati più al 
ti. Questo è in accordo col fatto che il coefficiente di M-S nella (5.42) è positivo. Lo spo- 
stamento <AW> del livello risulta perciò positivo o negativo a seconda del segno di 
(M-S)..y che è negativo per il valore più piccolo di j (vedi Tabella 5.2). 


autov 


j= 11/2 
Cai 


Fig. 5.8 - Transizioni fra due livelli sdoppiati; le transizioni permesse sono segnate con tratto con- 
tinuo mentre con la linea tratteggiata si è indicata quella proibita. 
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5.5. Atomi con più di un elettrone di valenza 


Si è visto sull'esempio dei metalli alcalini che l'interazione di un elettrone di valenza 
con gli elettroni più interni è relativamente piccola. Non è tale invece l’interazione fra 
gli elettroni di valenza stessi quando questi sono più d'uno. Una parte importante di 
questa interazione è associata alla mutua orientazione degli spin, cosa che è più facile 
spiegare se si hanno due soli elettroni. Siccome l'interazione diretta fra spin e moto or- 
bitale è piccola - come abbiamo visto nel paragrafo precedente - è possibile separare in 
prima approssimazione i due gruppi di variabili, di posizione (r) e di spin (0), mettendo 
le autofunzioni nella forma 


y = e (1, 12) x (01,02). 


Tutti e due i fattori di questa autofunzione possono essere simmetrici o antisimmetrici 
rispetto allo scambio degli indici 1,2, ma l'esigenza che y sia antinimezietrica impone 
che i caratteri di simmetria di g e x siano 0ppost. 

Non entreremo nella discussione dettagliata delle autofunzioni di spin. Ricorderemo 
soltanto che tali autofunzioni, per sistemi di due elettroni, sono 4 e precisamente: 


4) una antisimmetrica che corrisponde allo stato in cui i due spin sono anziparalleli; 


5) tre simmetriche, che corrispondono ad altrettanti stati con spin para/leli. 


I numeri 1 e 3 si giustificano facilmente pensando che il numero quantico S che quan- 
tizza il modulo del vettore S = S; + $., risultante dei due spin, è zero nel primo caso € 
uno nel secondo. In queste condizioni, la quantizzazione di direzione prevede uno stato 
unico nel primo caso e tre nel secondo, corrispondenti ai tre valori — 1, 0, 1 del numero 
quantico 72,. Il punto essenziale è che passando dallo stato di singoletto 4) agli stati di 
tripletto 4 ), l’autofunzione © deve cambiare, rispettivamente, da simmetrica ad anti- 
simmetrica con conseguente cambiamento della densità |y|? e quindi dell’energia elet- 
trostatica (ed eventualmente anche di quella cinetica) che è un'energia importante. Per- 
ciò le due orientazioni mutue degli spin sono associate a differenze notevoli nell’energia 
della coppia di elettroni, nonostante che l'interazione diretta, cioè l'energia mutua de- 
gli spin (enegia di un momento magnetico nel campo dell'altro) sia molto piccola, ossia 
dell'ordine della struttura fine dei livelli. Questa azione mutua indiretta, dovuta al gio- 
co della simmetria delle autofunzioni, essendo legata all’intercambiabilità delle parti- 
celle - si può mostrare che è legata alla frequenza con la quale esse si scambiano fra 
loro -ha preso il nome di forza di scambio. 

Fu mostrato da Dirac che le forze di scambio si possono formalmente interpretare co- 
me azioni dirette fra i momenti angolari, analoghe all’interazione spin-orbita del para- 
grafo precedente, ma molto più intense. Come l'interazione spin-orbita produce una 
mutua orientazione dei momenti, così le forze di scambio si traducono in speciali regole 
di composizione (scherzi di accoppiamento) fra i vari momenti angolari. Si è in tal mo- 
do contotti al cosiddetto z20de/lo vezzoriale dell'atomo in cui gli stati vengono classifica- 
ti secondo i vari modi in cui i momenti angolari, orbitali e di spin, si compongono tra 
loro. Seguendo l’uso corrente, indicheremo con lettere maiuscole le grandezze che si ri- 
feriscono al complesso degli elettroni di valenza e con lettere minuscole quelle che si ri- 
feriscono ai singoli elettroni. Inoltre indicheremo i momenti orbitali e di spin coi loro 
numeri quantici, scrivendo ad esempio L per il vettore che ha modulo quadrato L (L + 
1) e proiezione da — La + L. 

Uno degli schemi di accoppiamento più semplici è quello detto di Russell e Saunders 
che si presenta frequentemente, specie negli atomi più leggeri. Secondo questo schema, 
gli spin degli N elettroni di valenza si orientano parallelamente o antiparallelamente gli 
uni rispetto agli altri, in modo che il numero quantico S che quantizza la risultanze di 
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spin $S prende il valore 


N 
Fe a (5.48) 
dove si ha 
s= * 1/2. (5.49) 


Con due elettroni si hanno i due casi S = ie S = 0 precedentemente ricordati. Ana- 
logamente, sempre nello stesso schema, i singoli momenti angolari orbitali |; st compon- 
gono fra loro per dare la risultante orbitale 


= Li, (5.50) 


I vettori L ed S si compongono poi fra loro, secondo una regola che ora vedremo, per da- 
re il momento angolare totale dell’atomo 


Jets. (5.51) 


Si è detto momento z0/z/e perché infatti gli elettroni interni costituiscono, di regola, dei 
complessi chiusi nei quali la risultante dei momenti orbitali e quella degli spin sono wz/ 
“e, e nullo è perciò anche il momento magnetico. 

Gli stati con un determinato $S formano dei sistemi di termini molto analoghi al siste- 
ma di termini visto per gli atomi monovalenti, nei quali sistemi i termini «combinano» 
fra loro con analoghe tegole di selezione. In ogni sistema si hanno stati con L = 0, 1. 2 
ecc.. Essi si comportano come gli stati con / = 0, 1, 2, ... visti precedentemente € si in- 
dicano coi simboli S, P,D, .... Abbiamo poi, come nel caso di un solo elettrone una nu- 
merazione dei termini secondo il numero quantico principale (o totale) 7, che è il nu- 
mero quantico dell’elettrone nello stato eccitato (normalmente uno solo degli elettroni 
viene eccitato) oppure, nello stato fondamentale, è il numero quantico principale 
mune degli elettroni di valenza. Vedremo più avanti perché essi hanno tutti lo stesso 
numero principale. Vale per # e L la stessa limitazione vista per l'idrogeno (Eq. (5.3) 
cioè 


DR" Labs La (5.52) 


L'energia di un livello è determinata essenzialmentte da S (ossia il sistema di apparte- 
nenza), Le x. Il numero quantico interno J ha invece un'influenza molto più piccola! e 
perciò, esattamente come / nel caso degli alcalini, specifica la posizione del livello inter- 
namente a un 72z/tip/etto. 1 vari valori di J in un multipletto corrispondono alle diverse 
possibilità di composizione dei due vettori Le $, si tratta perciò di un'interazione spin- 
orbita. La regola è che J prende una successione di valori (positivi) distanti fra loro di 
un'unità fra gli estremi |L — S| e (L + 5). Siccome L'è intero e S intero o semi-intero, 
anche / può esere intero o semi-intero. Però, dati L e Si valori per / non possono essere 
che tutti di un tipo. In un multipletto i termini con / più grande sono di regola più ele- 
vati, come negli alcalini. Il multipletto si dice allora rormzz/e. Negli clementi più pesan- 
ti si possono invece avere inversioni. Anche per i multipletti vale la regola che la separa- 
zione cresce co' numeto atomico degli elementi. Invece che col valore di S, i vari sistemi 
di termini si indicano in spettroscopia per mezzo della zz0/teplicità (25 + 1). Questa è 


1) Essa è dell'ordine dell’1% dell’interdistanza dei livelli più bassi per elementi con Z intorno a qualche de- 
cina, per arrivare all'ordine del 10% per numeri atomici elevati. 
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il massimo numero di componenti che si può avere nei multipletti del sistema. Infatti 
dalla regola di accoppiamento fra L e $ ora ricordata, risulta che se è Z< S il numero di 
valori per Jè (2L + 1); se invece si ha L> S, cosa che è sempre possibile perché L non è 
limitato superiormente (in quanto non lo è #, Eq. (5.52)), il numero di valori per / 
è (25 + 1). Tale è perciò la molteplicità w24ssiz24 dei multipletti del sistema. Per esem- 
pio, di un sistema con $S = 3/2, si dirà che ha molteplicità 4, oppure che è un sistema di 
quadrupletti. In realtà soltanto i livelli D, Fe oltre sono quadrupletti; gli S sono singo- 
letti e i P tripletti. 

Se N è il numero di elettroni di valenza, il valore massimo di S è N/2 e quindi la 
molteplicità massima è (N + 1), cioè di parità contaria a N. Per l'inversione di uno 
spin, S diminuisce di una unità e quindi la molteplicità diminuisce di due unità e così 
via: le varie possibili molteplicità sono dunque tutte pari o tutte dispari a seconda che N 
è dispari o pari. Così gli elementi della 1° colonna del sistema periodico (N = 1) hanno, 
come si è visto, sistemi di doppietti, quelli della seconda colonna (N = 2) hanno sistemi 
di singoletti e sistemi di tripletti. I termini si indicano con simboli del tipo x *P, che si 
legge: 7 tripletto P uno. La lettera maiuscola ha il significato detto, 7 è il numero quan- 
tico principale, l’indice in alto dà la molteplicità e quello in basso il numero quantico 
interno /. 

Le regole di selezione sono simili a quelle viste per gli aromi monovalenti. In generale 
siha AL = + 1, come prima si aveva A/ = + 1, ma non con altrettanto rigore. Di rego- 
la S non cambia, cioè si ha 


45=0 (5.53) 


e questa è la ragione della classificazione dei termini in sistemi. Le transizioni fra livelli 
appartenenti a due sistemi diversi non sono però impossibili, ma sono piuttosto rare; 
perciò un atomo portato, per esempio per urto, in un livello di un certo sistema compie 
per lo più transizioni verso i livelli inferiori dello stesso sistema finendo nel livello più 
basso consentito dalle regole di selezione. Se questo non è il livello fondamentale 
dell'atomo, si dice che si è formato uno stato mezastabile, in quanto mostra una vita 
media anormalmente lunga. Occorre tener presente che questa regola per AS, abbastan- 
za rigorosa per gli atomi di basso numero atomico, lo diventa sempre meno al crescere di 
questo. 

Una regola di selezione molto più rigorosa è quella relativa al numero quantico inter- 
no }, che è (in perfetta analogia con (5.47)) 


A] = + 1,0 (5.54) 


escluso il caso 0—0. 

Un'altra regola di selezione è la regola di Laporte, secondo la quale uno stato in cui 
L/; è pari (indicando con /, i singoli numeri azimutali degli elettroni) «combina» soltan- 
to con uno stato in cui L/; è dispari (e viceversa). Tali stati vengono chiamati rispettiva- 
mente pari e dispari. 

Dei tre vettori J, S, L, il primo solo è una costante del moto, com'è naturale trattan- 
dosi del momento angolare totale di un sistema non soggetto a forze esterne. Gli altri 
vettori pur essendo costanti in modulo non lo sono in direzione e precisamente devono 
pensarsi ruotanti intorni alla direzione di J per un effetto di precessione di Larmor (para- 
grafo seguente). 

L'esempio più semplice dello spettro di un atomo con due elettroni periferici è quello 
dell’elio, nel quale troviamo il sistema dei singoletti (S = 0, spin antiparallelî) con i ter- 
mini 
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Sa a I a do 
%*Py, = 2 dba 
n'D,,n=3,4,9, 
NE fed deb 


e il sistema dei tripletti ($ = 1, spin paralleli) con i termini 


n°S, n= 2,3,4,.. 
n }P. 


n3P,\n 


Il 
> 
PB 
» 


che sono riportati nel grafico di Fig. 5.9. In condizioni ordinarie, le transizioni si hanno 
esclusivamente fra singoletti e singoletti oppure fra tripletti e tripletti, cosicché da prima 
si era creduto all'esistenza di due specie atomiche distinte, attribuendo rispettivamente 
il sistema dei singoletti e quello dei tripletti a due ipotetici elementi «paraelio» e «ortoe- 


3g 3po_ 30 E 
o 4 4 s 4 Ei === 4 0 
49 3 3 L 
-42 2 
#7 “stato 30008 
| Fa metastabile | 
i di 
-80000 
-12H L 
Fi }120000 
PA L 
5 Ortoelio IRORRO 
- 24474! 200000 
(eV) (em) 
Fig. 5.9 - Diagramma dei livelli energetici dell’elio per i termini di singoletto (paraelio) e di tri. 


pletto (ortoelio). Le linee a tratto continuo indicano le transizioni permesse, que 


tratteggiata indica la transizione proibita. 


quella 
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lio». I nomi sono rimasti per indicare i due sistemi di termini. Il livello fondamentale 
dell'atomo è lo 1‘S e appartiene al paraelio. Il livello più basso dell’ortoelio, il 

2°S, si trova a circa 160000 cm°' (corrispondenti a 19.77 eV) sopra al livello fondamen- 
Sa ed è un livello metastabile. L’atomo che si trova in questo livello perde generalmen- 
te il suo eccesso d’energia in qualche collisione. Quando le collisioni sono molto rare, 
cioè in condizioni di grande rarefazione e bassa temperatura (come nelle nebulose gasso- 
se), gli stati metastabili durano così a lungo che anche la piccola probabilità di irradia- 
zione finisce per essere utilizzata e si ha l'emissione di una riga proibita. 

Lo schema d’accoppiamento di Russell e Saunders che abbiamo descritto si può rap- 
presentare simbolicamente con la notazione 


[(81, 82, 83.) (bb, b...)] = (S10) =]. 


Brevemente si dice che è un accoppiamento (S, L). Esso vale quando l'interazione (ap- 
parente) degli spin fra loro e dei vettori orbitali fra loro è prevalente sull’interazione 
spin- orbita. L’unico altro caso semplice di accoppiamento si ha nell'ipotesi opposta, 
cioè quando l'interazione spin-otbita è la più importante. L’accoppiamento allora è de- 
scritto dalla formula 


[(81, 11) (82,1) (5,6)...]= Gi.j. 5.) = 0) =J 


e si chiama accoppiamento (}, j). Questo si avrà per esempio nel caso che si abbiano due 
elettroni di cui uno passa in uno stato elevato di eccitazione, cioè percorre un'«orbita 
molto esterna». La mutua interazione ne risulterà indebolita e ciascun momento magne- 
tico dei due elettroni interagirà di preferenza col campo apparente del proprio moto or- 
bitale. Solo in una seconda approssimazione i duc momenti magnetici risultanti intera- 
giranno fra loro. 


5.6. Gli atomi in un campo magnetico esterno. L’effetto Zeeman 


Più volte nei paragrafi precedenti abbiamo nominato la precessione di Larmor come 
un effetto dovuto al campo magnetico interno eventualmente presente in un atomo. 
Concettualmente è naturalmente più semplice studiare gli effetti magnetici quando il 
campo magnetico è applicato all’atomo dall'esterno. 

Per questo scopo è fondamentale un teorema di elettrodinamica classica dovuto a Lar- 
mor (irlandese, 1857-1942) che qui riportiamo in una forma non del tutto generale ma 
pet noi sufficiente. Si suppone che una carica elettrica e si muova - in assenza di campo 
magnetico - in una regione limitata per effetto di una forza centrale f che non occorre 
specificare. Il moto (le velocità sono supposte non relativistiche) è allora retto in mecca- 
nica classica dall’equazione 


mi = f (5.55) 


essendo 777 la massa della carica ed r il suo vettore di posizione rispetto al centro di forza. 
Se ora facciamo intervenite un campo magnetico costante H l’equazione del moto di- 
venterà 


iNH. (5.56) 


Ma consideriamo ancora il moto 1 assenza del campo magnetico riferendolo invece che 
a un sistema d'assi inerziali (com'è implicito scrivendo la (5.55)) a un sistema di assi ro- 
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tante intorno al centro di forza con una velocità angolare costante w. Questo lascia inva- 
riata l’espressione di f perché infatti non si altera il potenziale @(7) della forza, purché 
l’asse di rotazione passi, come si è specificato, per il centro di forza. È noto però dalla di- 
namica che nel nuovo sistema il moto non appare più dovuto alla sola forza £, ma a que- 
sta si devono aggiungere la forza centrifuga (2wArAw) e la forza di Coriolis 
(27 v.Aw) dove la velocità relativa v, è data da 


Veio (5.57) 


e la velocità di trascinamento v, è 


Ve WALL. (5.58) 
L'equazione del moto nel sistema rotante è dunque 


mt=f+mWwArAw+ 272v.,hw. (5.59) 


Se non ci fosse il 2° termine al 2° membro e v, al posto di v, questa equazione divente- 
rebbe identica alla (5.56) facendo semplicemente 


<H-2m0. (5.60) 
Se si prova a fare questa posizione, risulta che per gli elettroni negli atomi (7 dell'ordine 
di 1078 cm, v dell'ordine di 10° cm s') e per campi magnetici usuali (H uguale al più a 
qualche 10° gauss) w risulta abbastanza piccolo perché sia 


|wAr|=a<, 
ossia, per la (5.57), v, = v, e quindi anche 


|wArAw| <2|vAw|. 


In questa approssimazione la (5.59) diventa davvero formalmente identica alla (5.56). 
Questo vuol dire che il moto in presenza del campo magnetico è uguale a quello in as- 
senza del campo visto però da un sistema che ruoti intorno al centro di forza con la velo- 
cità angolare w che si ottiene dalla (5.60), cioè w = eH/27zc. È quanto dire che al moto 
preesistente si sovrappone una rotazione uguale c opposta a questa. Ossia (teorema di 
Larmor) l’effetto del campo magnetico è quello di sovrapporre al moto preesistente una 
rotazione uniforme con la velocità angolare 


paro CH, (5.61) 


Si tratta appunto della precessione di Larmor. La velocità angolare di questa precessione 
è la metà di quella che si avrebbe nel moto “bero della carica, cioè in assenza della forza 
£ e nello stesso campo magnetico H. Il senso di rotazione è lo stesso nei due casi (regola 
della vite simzstra), cioè la perturbazione prodotta dal campo equivale a creare un 7720- 
mento diamagnetico. 

Proprio questo debole effetto sulle orbite elettroniche degli atomi è l'origine del di4- 
magnetismo, che appare petciò come una proprietà generale della materia. Nei corpi 
paramagnetici, e più ancora in quelli ferromagnetici, il diamagnetismo è mascherato 
dagli effetti molto più forti, di segno contrario, dovuti all’orientarsi dei (preesistenti) 
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momenti paramagnetici. 

L'effetto di un campo magnetico esterno sulle righe spettrali degli atomi fu scoperto 
da Zeeman nel 1896. Esso si manifesta con una scissione delle righe secondo schemi che 
possono essere anche assai complessi e la cui indagine ha avuto una grande importanza 
nello sviluppo della fisica atomica. 

Il caso più semplice si presenta negli atomi in cui esiste un momento angolare orbitale 
L mentre la risultante di spin S è r2//z. In tali condizioni, siccome al momento orbitale 
Là è associato un momento magnetico 


— &£ 15= —w&L (5.62) 
27000 


(Eqq. (5.34) e (5.36), l'atomo acquista in un campo magnetico esterno H diretto come 
l’asse z un’energia 


Wi=puLH=7rbH, (5.63) 


indicando con 77 il numero quantico che dà la proiezione L, di L e che obbedisce alla li- 
mitazione |72| < L. Questa energia va ad aggiungersi all’energia del livello impertur- 
bato ed è normalmente molto piccola in confronto alle differenze d'energia dei livelli. 
Infatti con uo = 107° erg gauss”, anche un campo di 10* gauss dà energie dell'ordine di 
107 eV. In una transizione in cui i valori delle energie imperturbate e quelli di 77 sono 
E°, m., e E0, ms, la frequenza della riga emessa o assorbita sarà 


Ho H 


pa 


(ES + 72, pe H) — (EL + n po H)] = vo + (77 — 723) . (5.64) 


ui 
h 
Nelle transizioni di dipolo elettrico, vale la regola di selezione (vedere il paragrafo suc- 
cessivo) 


Mi m= A4m= £ 1, (5.65) 


quindi al posto della riga di frequenza vo se ne hanno tre - delle quali una di frequenza 
invariata - che formano il cosiddetto irip/ezzo rormzale. Questo caso ($ = 0) ha una no- 
tevole caratteristica, dovuta al fatto che nella formula finale (5.64) la costante di Planck 
sparisce. È infatti 


pertanto l’espressione da che appare in (5.64) diventa 


sd 


Ho H e H 


= = 5.66 
77 4296 di | 


dove si riconosce la frequenza w/27 della precessione di Larmor, ciò che permette di 
scrivere al posto della (5.64), tenuto anche conto delle regole di selezione, 


V=V ,V= VE. (5.67) 


Siccome i risultati quantistici devono ridursi a quelli classici quando si faccia tendere 4 a 
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zero, la scomparsa di 4 dal presente risultato vuol dire che lo si deve poter ottenere an- 
che classicamente. 

Questo fu fatto da Lorentz. Come sempre, trattandosi di render conto di radiazioni 
monocromatiche, si assume come modello un oscillatore armonico, ossia una carica e 
che compie delle oscillazioni sinusoidali lungo una certa direzione r. In un sistema di ri- 
ferimento in cui l’asse z coincide con la direzione del campo magnetico esterno H (vedi 
Fig. 5.10) potremo decomporre il moto della carica in un'’oscillazione armonica lungo 2 
(fra A’ e B') e in una oscillazione armonica nel piano xy (fra A” e B”). Quest'ultima si 


Fig. 5.10 - Schema della scomposizione di un’oscillazione armonica di una carica e, lung; 
rezione r, in un campo magnetico diretto come l’asse 2. 


può pensare a sua volta come sovrapposizione di due moti circolari uniformi di senso in- 
verso. Tutti questi moti hanno la frequenza wp caratteristica dell’oscillatore e. second 
l’elertrodinamica classica, il campo irradiato è la somma dei campi irradiati dai singoli 
moti componenti. L'effetto del campo magnetico H è 72/0 sul moto lungo l’asse 2 (tor- 
za di Lorentz (e/c) vAH = 0), mentre accelerz uno dei moti circolari nel piano x) € 7. a 
lenta l’altro per effetto della precessione di Larmor. La sovrapposizione di una velocità 
angolare w, = eH/27% equivale ad una variazione di frequenza Av = eH/4mm2e = 
v;. Perciò osservando nel senso del campo (effezto longitudinale) avremo: 


a) nessuna irradiazione dal moto lungo 2" 


6) luce polarizzata circolarmente (in versi opposti), con le frequenze vo + », dai due 
moti nel piano xy. 


Osservando invece perpendicolarmente alle lince di H (effetto trasversale) avremo: 


4) luce lincarmente polarizzata (vettore E parallelo al campo magnetico) con la fre- 
quenza vo dal moto lungo l’asse 2 


6) luce linearmente polarizzata (vettore E perpendicolare al campo magnetico) con le 
frequenze vo + v; dai due moti nel piano xy. 


1) Si ha infatti dell’elettrodinamica che l'ampiezza del campo irradiato da un dipolo in una certa dire 
è (a distanza da questo >\) proporzionale al seno dell'angolo che tale direzione fa con quella del 
lo. 
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Le frequenze coincidono, come si prevedeva, con quelle trovate col metodo quantistico: 
il principio di corrispondenza suggerisce perciò che devono valere anche i risultati relati- 
vi alle polarizzazioni. Se ne conclude che le transizioni con Az = + 1 (alle quali corri- 
spondono le frequenze variate) daranno origine a un’emissione di luce con la polarizza- 
zione caratteristica di un’oscillazione elettrica circolare nel piano xy; mentre le transizio- 
ni con A77 = 0 (frequenza invariata) corrisponderanno a un’emissione di luce con la po- 
larizzazione caratteristica di un’oscillazione elettrica lungo l’asse z. Le righe del primo 
tipo di chiamano righe o e quelle del secondo tipo righe r.'? 

Tutte queste previsioni sono perfettamente verificate dall'esperienza. Dal valore os- 
servato per Av = »; si può anche ricavare il rapporto e/77s. Il fatto che venga fuori la ca- 
tica specifica dell'elettrone fornì una delle prime prove che l'emissione delle radiazioni 
da parte degli atomi è dovuta agli elettroni che essi contengono, come }.]. Thomson sta- 
va appunto dimostrando in quegli anni. 

Veniamo otra al caso in cui si ha S # 0. In questo, che è il caso più comune, il calcolo 
dell'energia magnetica dell'atomo non è più così semplice. Ci limiteremo all'ipotesi che 
si abbia l'accoppiamento di Russell e Saunders. Associato a L'abbiamo un momento ma- 
gnetico orbitale. (4, = — wL), mentre associato a S c'è un momento magnetico 
(us = — 2 pio 8) a causa del diverso rapporto giromagnetico. In conseguenza, il momen- 
to magnetico totale 


pi = — ho (L +28) (5.68) 


non risulta parallelo al momento angolare totale J = L + S. Tuttavia tenendo presente 
che i due vettori L e S precedono insieme (pet una sorta di effetto Zeeman interno) in- 
torno alla loro risultante J, concluderemo che la direzione di questo vettore potrà rap- 
presentare la direzione media di u, alla condizione che la frequenza di precessione vy di 
Le S intorno aJ sia grande in confronto alla frequenza di precessione v, di J intorno alla 
direzione di H. La validità delle considerazioni che seguiranno è legata al realizzarsi di 
questa condizione 


v:> DV. (5.69) 


Fig. 5.11 - Modello vettoriale per l’effetto Zeeman anomalo. 


1) Dalle lettere s e p iniziali delle parole tedesche «senkrecht» (perpendicolare) e «parallel», in quanto nell’os- 


servazione trasversale (la più comunemente adoperata) le o appaiono polarizzate perpendicolarmente e le 7 
patallelamene alla direzione del campo magnetico. 
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Siccome la frequenza di Larmor è proporzionale al campo H, questo vuol dire che la pre- 
sente teoria si applicherà all'effetto di campi non troppo intensi. Si tratta ora di calcola- 
re nelle ipotesi poste le proiezioni medie di x, e us su H per poter poi risalire all'energia. 
Basta per questo calcolare le proiezioni medie Ly; e S, dei due momenti angolari e molti- 
plicarle rispettivamente pet — go € — 2fto. 
Introduciamo provvisoriamente un sistema di coordinate polari, con l’asse coinciden- 
e con J, nel quale i versori di L, S, H avranno rispettivamente gli azimut a, = as e 
che sono due (diverse) funzioni lineari di 7. Le componenti di questi versori (vedi Fig. 
5.11) sono riportate in Tabella 5.3. 


Tabella 5.3. Componenti secondo x, y e z dei versori di L, $ e H. 


vers de y z 
£ sen y cos a, sen $ sen az cos 
S sen € COS Ar sen g sen a, COS 
H sen 3 cos ay sen 3 sen ay cos è 


Facendo i prodotti scalari dei primi due versori col terzo e mediando sugli @ troviamo 


cos (L, H) = cosycosd , cos (S, H) = cos £ così 
e quindi 
|L|cosycos®d , = |S] cos cos? 


da cui deduciamo 


Bru = — ho |L| cosy cos d 
(5.70) 
fisu = — 2 ho |S| cos g cos. 
Il cos 8 si può eliminare notando che deve essere 
|J|cos?=/J= 7 
e quindi 
cosg= SL . (21) 


|J] 


Si tenga presente che 72 può prendere anche valori semi-interi. Le differenze Az però 
sono sempre intere. Quanto ai valori di cos © e cos y risulta, dal triangolo OAB di Fig. 


SLI 
= J° +I°—2]Lcosy 


= J° +S°—-2]5cosg 
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dove per semplificare le notazioni abbiamo omesso le sbarre | | ai simboli L, $, /. Segue 
da queste equazioni 


2 IL — 5? 2 $i 2 2 
malaga, $ cos pg = Lia a 
2] 2] 
Tornando alle (5.70) e tenendo conto della (5.71) si ottiene 
A +4 _-S = 2+S:-D° 
pacs ui cla 7 
e quindi sommando 
_ 3]? + S2- I? 
brh F 2 Ho J 2]? 


I simboli J?, S?, L? stanno però per i quadrati dei moduli e perciò la formula ora 
trovata!’ va riscritta 


3J(J+1)+5S(5+ 1) L(L+ 1) 
2J(J+1) 


(5.72) 


Bra 3 mM Po 


Il fattore 
3J(J+1)+5(S+ )-L(£L+1) 
2J(J +1) 


si chiama fattore di Landé. Esso prende il valore massimo di 2 nel caso L = 0, cioè quan- 
do il momento angolare è tutto momento di spin. Prende il valore 1 nel caso opposto, 
cioè quando è S = 0 (c questo riporta alle formule precedenti). A causa della parziale 
compensazione dovuta a orientazioni discordi di Le S si possono però avere anche valori 
di g più piccoli di uno. Per ottenere l'energia magnetica basta ora moltiplicare la (5.72) 
per — H e otteniamo 


(5.73) 


Wi=mgWwH. (5.74) 


Lo stesso risultato si trova rigorosamente applicando la teoria delle perturbazioni della 
meccanica quantistica (vedi $ 5.16). 

Nelle transizioni, ragionando come nel caso precedente, avremo emissione o assorbi- 
mento della frequenza 


vena Le E H = bo + (ga — Bo) eb, e 59) 
h 47T 70 € 


Si hanno le regole di selezione 
Am= 1,0: Aj = # 1,0 (040) (5.76) 


ma, a causa dei diversi possibili valori del fattore di Landé negli stati di partenza e di ar- 


1) Tale formula fu data per la prima volta, proprio in questa forma approssimativa, da A. Landé. 
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rivo, si ha una decomposizione dell’originaria riga multipla che è assai più complessa 
della scissione in tripletto della riga semplice che si aveva nel caso S = 0. Effetti Zeeman 
di questo tipo furono perciò chiamati 4707248. 

Vediamo come esempio l’effetto Zeeman sulle righe D del sodio. In Fig. 5.12 sono ri- 
portati a sinistra i livelli non perturbati, a destra i livelli scissi per effetto del campo ma- 
gnetico,'* con le transizioni permesse dalla regola 


Aj=0, +1 (0+#+-0) 


indicate da frecce. In basso, le righe come si presentano nello spettro. Si vede che dal 
doppietto D, D, prendono origine ben dicci righe: 6 del tipo g e 4 del tipo 7. Si noti che 
il campo magnetico separando gli stati a seconda del loro numero quantico 72 dà a cia- 
scuno di essi, caratterizzato dalla quaterna di numeri quantici 2, L, J, 72, un'energia di- 
versa da quella di tutti gli altri, cioè toglie completamente la degenerazione. La scissione 
di un livello in (27 + 1) livelli perturbati e l’approssimativo valore del fattore di Landé 
si possono controllare con esperienze del tipo di Stern e Gerlach (Cap. 3, $ 3.9), almeno 
per quanto riguarda gli stati fondamentali degli atomi. Ricorderemo soltanto il caso del 
TI con stato fondamentale ?P,,;. La scissione del fascio è ancora in due patti, ma con una 
separazione assai più piccola che con H o Ag. Infatti mentre in questi clementi (stato 
fondamentale ?$,,3) il fattore di Landé è 2, col TI si trova (£L = 1,5 = 1/2,/ = 1/2) 
g =2/3. Con questo valore la proiezione media pu, del momento magnetico sul campo 
risulta tre volte più piccola, come pure la forza deviatrice del campo inomogenco. 


bc na 
> -3/2 
3°Pya 1) }218 


Fig. 5.12 - Effetto Zeeman anomalo nel doppietto DD; del sodio. 


1) I livelli che nascono da un medesimo livello imperturbato del multipletto originario hanno tutti la stessa 
separazione, proporzionale a g, conforme alla (5.74). 
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5.7. Precessione di Larmor e regola di selezione per 77 in un caso semplice 


Abbiamo più volte adoperato nei paragrafi precedenti la nozione di precessione di 
Larmor che abbiamo giustificato in base alla meccanica classica. Per far vedere che la 
precessione di Larmor si ritrova anche nella meccanica quantistica ci contenteremo di ri- 
cavarla in un caso particolare, cioè il moto orbitale di un unico elettrone in un campo 
centrale, nel qual caso la dimostrazione è semplicissima. 

Trascurando lo spin, cosa lecita quando l'interazione spin-orbita è piccola come per 
esempio nell’idrogeno, il campo magnetico esterno H che supponiamo diretto secondo 
l’asse z introduce nell’hamiltoniano un termine in più e cioè — p.H, dove u. è la 
proiezione del momento magnetico orbitale.'? L'operatore corrispondente a questo ter- 
mine è (Eq. (4.23) del Cap. 4) 


— pH= E HA, = sai x ù, im Zi (5.77) 


dove 4 è il magnetone di Bohr. L'equazione di Schròdinger, indicando con H° l’hamil- 
toniano in assenza del campo, è dunque 


Sappiamo che le autofunzioni imperturbate hanno la forma 


o 


V (1,8, 0) = cp(- î È ) 4° (r, 8) cxp (i20) (5.79) 


dove E° è l’autovalore dell'energia c 72 un numero intero. Per verificare la precessione di 
Larmor basta far vedere che l’autofunzione perturbata y si ottiene da y° introducendovi 
un’opportuna rotazione — «, intorno all’asse polare (asse 2) cosa che si realizza sosti- 
tuendo g con 9 — «wr #, cioè inttoducendo un fattore exp (— #20, #), 
yV= Vexp(— 20 2). 

Portando questa espressione nella (5.78) si trova facilmente: 
dal primo membro 

EV 4 mbe (5.80) 
e dal secondo membro 

E% + pomHy (5.81) 
da cui uguagliando si trova: per la variazione dell’energia 

E-E = mha, (5.82) 


e per la velocità angolare della precessione 


1) A rigore, si avrebbe anche un debole termine quadratico in H che però si può generalmente trascurare. 
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CIRIE (5.83) 


h 270000 


Wi = 


dove e è il valore assoluto della carica dell’elettrone (del cui segno si è già tenuto conto 
nello scrivere la (5.77)). Questi risultati sono conformi a quello che si è trovato al $ 5.6 


per l’effetto Zeeman normale. 
Nell'ipotesi del calcolo precedente, cioè che si possa trascurare lo spin, è anche molto 


facile dimostrare la regola di selezione per il numero quantico magnetico Azz = * 1,0. 
L'elemento di matrice per il momento elettrico p sarà 


Pas = — @ ia (5.84) 
Fartorizzando la parte dipendente da g si troverà, ricordando che x = rsen è cos g, y = 
r senò seng, z = 7 cosò, 
2 
Li & { cos gp e'mema)? dop 
0 
2 
Py & { sen g e'lmema)? go (5.85) 
0 


27 


Di x | gi(mb-ma)® de n 


( 


I primi due di questi integrali si possono trasformare come 


2x 


L { (e? SE e) gi(mbrma)€ do 
209 
2r 2r 
= 3 { gi l+mb-ma)€ dp ES { gi(citmbpema)@ de i 
0 0 


Perché questa espressione sia diversa da zero occorre che si abbia 
Mia—-M = +1. 
Analogamente, perché sia diverso da zero il terzo integrale nelle (5.85) occorre che sia 
Mi, —-Mm=0. 


Si sono così ritrovati i tre casi 
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5.8. L'effetto Paschen-Back 


La teoria dell'effetto Zeeman svolta nel $ 5.6 si limita, come si è detto, all'effetto di 
campi abbastanza poco intensi tali che la frequenza della precessione di Larmor »; sia 
molto minore della frequenza di Larmor «interna» v,. Quando questa condizione non è 
soddisfatta, l’effetto del campo magnetico è diverso e prende il nome di effetto 
Paschen-Back. In quel che segue supporremo che il campo sia molto intenso, tale cioè 
da dare il cosiddetto effetto Paschen-Back fozg/e, il caso intermedio essendo molto più 
complicato. Supponiamo inoltre, come prima, l'accoppiamento (L, S). 

Per renderci conto di quello che succede nei campi magnetici intensi, cominciamo 
con l'osservare che la separazione (Av), delle righe, l'energia di perturbazione W, e la 
frequenza di Larmor », sono legate dalle relazioni approssimative 


(Any = ma Wah 


ossia 
h(Av)p = bv:= Wa, (5.86) 
con 
Vv, = _ His 


Questo deve valere anche per l’effetto Zeeman interno che si manifesta con la precessio- 
ne dei vettori L e $ intorno alla risultante J con la frequenza v, e con le diverse orienta- 
zioni mutue dei due vettori, che danno luogo ai livelli del multipletto imperturbato. Le 
scparazioni 4 Av fra questi livelli, la frequenza interna », e l’energia d’interazione W,s 
saranno dunque legate da 


bAv= hv= Wis. (5.87) 
Ne segue, confrontando con la (5.86), che la condizione v, < ry equivale a 
(Av), < Av (5.88) 


cioè la separazione dovuta al campo deve essere piccola in confronto alla separazione ori- 
ginaria delle righe del multipletto: questo è il criterio pratico per ottenere l’effetto Zee- 
man. In altri termini si deve avere 


Wi< Wi. (5.89) 


Quest'ultima relazione fa capire quello che succede quando ci si mette nelle condizioni 
opposte, cioè W, > Wis. 

Infatti i vettori L e S precedono «insieme» nel campo esterno unicamente a causa della 
mutua interazione, perché avendo rapporti magneto-meccanici diversi essi tenderebbe- 
ro invece a ruotare con due frequenze diverse. A questo si arriva quando l’enetgia di 
perturbazione Wi, è grande rispetto all'energia di legame W,s. In queste condizioni 
l'accoppiamento fra L e S si rompe e i due vettori precedono separatamente e assumono 
componenti L,; e Sy indipendenti e costanti nella direzione del campo. Avremo 


Ly = n (207 = —L-L+1,...L), 


Sy = 7s (25 = —S,-S+1,...5), 


Atomi. Struttura elettronica ed elementi di spettroscopia 189 


lle quali corrispondono le proiezioni dei momenti magnetici 
Bru 3 — 71 Ko 
bist = — 2 7725 Po - 
L'energia di un livello generico risulterà perciò alterata di una quantità 
Wi = so + 27256 H + £ 70, ms. (5.90) 


L'ultimo termine, analogo all'interazione spin-orbita (5.42), rappresenta l'interazione 


media fra L e S. 
Nelle transizioni valgono le regole di selezione 


Ams = 0, 47m, = + 1,0. (5.91) 


Se non si tenesse conto del termine £ 7722, #25, che ora si può considerare piccolo, si avreb- 
se un tripletto normale, cioè 


v = Vo reg = Pot Dr. (5.92) 


Tenendo conto del termine £ 772, 7725, che dà un contributo 


(kx ira — ky Mv) Ms 


L 
h 


ila frequenza emessa, si può vedere che le righe che compongono il tripletto sono esse 
stesse multiple, con una struttura analoga a quella del multipletto originario. In fig 
13 è riportato lo schema degli effetti Zeeman c Paschen-Back (totale) di un doppiett 
a separazione più piccola della coppia centrale è dovuta al fatto che in essa, avendosi 
Am = Ans = 0, la separazione è dovuta soltanto alla differenza 4, — £; che è piccola 
La trasformazione dell'uno schema nell'altro al crescere del campo avviene con la con- 
fluenza di un certo numero di righe Zeeman: infatti lo schema Paschen-Back è meno 
ricco di righe. 
Evidentemente, è tanto più facile osservare l’effetto Paschen-Back quanto più stretto 
: il multipletto imperturbato. Per certi elementi, come l'idrogeno, il cui spettro è for- 
mato da doppietti con piccolissima separazione, anche con campi magnetici moderati si 
sserva l’effetto Paschen-Back, ossia un apparente effetto Zeeman normale, benché si 
abbia S # 0. In altri casi, invece, come per le righe D del sodio, in cui la separazione na- 
rurale è forte, risulta difficile osservare l’effetto Paschen-Back totale. 


doppietto normale 


campo debole 


| L e forte 


o I 


“Zina e forte ist Paschen-Back) 
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5.9, Il sistema periodico degli elementi 


Si arrivò verso il 1870, per opera di Mendeleieff e di altri chimici, a riconoscere che se 
si ordinano gli elementi in successione di peso atomicu'? crescente (con qualche inversio- 
ne qua c là) si incontrano delle serie di elementi in cui le proprietà chimiche, come an- 
che quelle spettroscopiche e altre ancora, si corrispondono ordinatamente, come ad 
esempio la serie Li, Be, B, C ecc. e quella Na, Mg, AI, Si, ecc.. 

Si scoprì molto più tardi (— 1913) che la variabile corretta per ordinare gli elementi 
non è il peso atomico (onde le inversioni) ma il numero atomico Z, cioè la carica del nu- 
cleo espressa in cariche elettroniche oppure, se si vuole, il numero degli elettroni 
nell’aromo neutro. 

La spiegazione del sistema periodico fu una delle conseguenze più brillanti della teo- 
ria di Bohr dell’atomo d’idrogeno e rimane sostanzialmente la stessa nella meccanica 
quantistica. Naturalmente non si tratta di una teoria esatta, perché non si è in grado di 
risolvere esattamente (analiticamente) l'equazione di Schròdinger per più elettroni in 
un campo coulombiano. Il problema dell’elio, con due elettroni, è già faticoso e si risol- 
ve ricorrendo a metodi di approssimazione. Con diecine di elettroni qualsiasi trattazione 
analitica rigorosa è impossibile. Si può tuttavia avere una giustificazione convincente 
delle periodicità di struttura, e quindi di proprietà, anche contentandosi di una teoria 
approssimata. 

Essenzialmente ci si basa su due fatti: 1°) il principio di esclusione di Pauli; 2°) la 
possibilità di descrivere il sistema degli elettroni servendosi, in prima approssimazione, 
di autofunzioni (delle coordinate di posizione e perciò dette orbitali atomici) che si rife- 
riscono a un elettrone per volta e quindi, in particolare, sono classificabili mediante i 
numeri quantici », /, 7 del problema dell'idrogeno (criterio che abbiamo già applicato 
agli elettroni di valenza nei paragrafi precedenti). Quest'ultima possibilità si fonda sul 
presupposto che in prima approssimazione ciascun elettrone sia soggetto a un campo 
centrale che risulta dal campo del nucleo e da un campo fittizio che rappresenta l’effetto 
medio degli altri elettroni. Dello spin di questi non si tiene conto direttamente, ma sol- 
tanto attraverso il principio di Pauli esigendo che un dato orbitale atomico possa essere 
assegnato non più che a due elettroni con spin antiparalleli. 

Si può pensare di procedere a un’immaginaria «costruzione» degli atomi più comples- 
si a partire da quello dell’idrogeno aggiungendo ripetutamente un carica positiva al nu- 
cleo e un elettrone. La stabilità del nucleo richiede di aggiungere anche dei neutroni ma 
questo non ha nessun sensibile effetto sulla struttura elettronica dell'atomo. 

Un atomo con carica Z = 2 e un solo elettrone è un sistema idrogenoide (4ydrogen/i- 
ke) in cui lo stato fondamentale è ancora n = 1 e £ = 0, l’unica differenza essendo una 
contrazione (per un fattore 1/2) della scala delle autofunzioni. Quando andiamo ad ag- 
giungere il secondo elettrone, il campo su ciascuno di essi risulterà un po’ modificato, 
ma siccome nell’approssimazione suddettata è ancora un campo centrale, lo stato fonda- 
mentale avrà come prima 7 = 1,/= 0 (orbitale 15) e può essere condiviso dai due elet- 
troni. Siccome l'autofunzione 15 localizza gli elettroni molto vicino al nucleo, si ha un 
sistema molto stabile caratterizzato da un elevato porenzigle di ionizzazione. Questo è il 
potenziale V, tale che si ha 


Vie=W, 


con W, lavoro necesario a portare uno degli elettroni a distanza infinita dall'atomo, in 
uno stato di energia cinetica nulla. Il potenziale di ionizzazione dell'elio è di 24.48 V, 
contro i 13.6 dell'idrogeno atomico. 

Per passare all’atomo di litio bisogna aggiungere ancora una carica + € al nucleo e 


1) Il peso atomico si può definire come la media pesata dalle masse dei nuclidi che compongono la miscela 
isotopica naturale dell'elemento, espressa in una scala in cui la massa del nuclide C'? è 12 unità esatte. 
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un elettrone. A differenza dal caso precedente, questo elettrone non può occupare lo 
stato 15 che è già saturo coi suoi due elettroni e, come stato di più bassa energia, deve oc- 
cupare un livello con # = 2 che sarà un 25, cioè # = 2,/ = 0. Le autofunzioni radiali 
con # = 2 sono più espanse della # = 1, e la differenza è ancora più grande in questo 
caso, rispetto a quella dell'idrogeno (vedi Fig. 5.2) perché gli elettroni 1s risentono di 
una carica efficace più alta. Il risultato è che nel Li abbiamo un elettrone più debolmen- 
te legato degli altri (il potenziale di ionizzazione è 5.39 V). Siccome nelle combinazioni 
chimiche si ha sempre un riarrangiamento degli elettroni periferici degli atomi che si 
combinano, avremo nel litio un elemento chimicamente molto attivo, con tendenza a 
cedere facilmente un elettrone e quindi elettropositivo monovalente, mentre l’elio non 
mostra praticamente nessuna tendenza a entrare in combinazione (gas nobile). 

L’atomo successivo è il Be in cui si hanno due elettroni nello stato 25. Segue il B con 
tre elettroni con # = 2, e cioè due nello stato 25 e uno nello stato 2), e così via. 

Per indicare la struttura elettronica degli atomi si adoperano simboli come il seguen- 
te, per l’atomo di carbonio nello stato fondamentale, 


1 25 2? 


dove gli indici in alto danno i numeri di elettroni nei rispettivi stati. 

I gruppi di autofunzioni con lo stesso # si dice che costituiscono altrettante zore 
shells). Gli elettroni che appartengono a una stessa zona vengono detti eguivdlenti. Si 
chiamano sottozone (subshells) i gruppi di autofunzioni con lo stesso r e /. Una zona si 
dice completa, o chiusa, quando tutte le sue autofunzioni sono assegnate ciascuna a due 
elettroni con spin antiparalleli. Le zone si indicano con le lettere maiuscole dell'alfabeto 
a partite da K. La loro corrispondenza coi valori di # è la seguente 


zona: KILMNOPO.. 


n: 1234567 


Mentre la zona K è completa con l’elio (Z = 2), la L è completa col neon (Z = 10). Zo- 
ne complete sono caratteristiche dei gas nobili. E chiaro che dopo ogni zona completa si 
ricomincia con un elettrone debolmente legato, poi due, tre, ecc. sempre meno debol. 
mente legati, perché la carica nucleare aumenta e con essa l’intensità dei legami, fino a 
vttenere nuovamente una zona completa, che ha la massima stabilità. Da qui risulta evi- 
dente l'origine della periodicità di quelle proprietà che dipendono dagli clettroni più 
esterni, come il comportamento chimico o quello spettroscopico nel visibile e ultravio- 
letto. 

Riportiamo nella Tabella 5.4 le strutture elettroniche come risultano dai dati speri. 
mentali, e in particolare spettroscopici, fino a Z = 36. 


1) Gli stati con # = 2 possono essere 5 (/ = 0) oppure f (/ = 1). L’autofunzione radiale per i primi ha un'am- 
piezza non nulla per 7 = 0, ma non è così per i secondi. Ciò fa sî che l'energia degli stati s sia più bassa di 
quella degli stati », per la più vicina localizzazione dell’elettrone 21 nucleo. 
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Tabella 5.4. Collocazione degli elettroni negli atomi con relativo potenziale di ionizzazione 
L'ultima colonna dà la notazione spettroscopica (vedi $ 5.5) per lo stato fondamenta. 


le. 
DE 
TA Elemento Wi, stato fon- 
(ev) |1e| 25 20| 35 36 3445 4p 44 4f | damenta 
le 
1 H idrogeno 13.59 | 1 265 
2 He elio 24.48 | 2 150 
3 Li litio 5.39 1 | 25,2 
4 Be berillio 9.32 2 | Lo 
) B boro 8.29 2 1 *P.ja 
6 G carbonio L26060) 2 2 "Pi 
7 N azoto 14.53 Zid. | 153,2 
8 O ossigeno 13.61 cal *P, 
9 F fluoro 17.42 25 | *Pi,3 
10 Ne neon 21.56 2 6 | 36 
11 Na sodio 5.14 1 215 
12. Mg magnesio 7.64 | 2 | !S 
13 Al alluminio 5.98 2 si °P, ji 
14 Si silicio 8.15 |(2) (8) 21 (D 3P, 
15 P fosforo 10.48 | 23 Ta 
16 S zolfo 10.36 2 4 °B; 
17 (GI cloro 13.01 2 b) 3Pijt 
18 Ar argon 15.76 26 | !So 
19 K potassio 4.34 1 T AVO 
20 Ca calcio 6.11 2; La 
21 Sc scandio 6.54 1 2 215 
22 Ti titanio 6.82 2 2 15 
23 Vv vanadio 6.74 342 “Ba 
24 Ci cromo 6.76 $ 1 135 
25 Mn manganese 7.43 |(2) (8) (8) Sol SITE 
26. Fe ferro 7.87 6 |2 °D 
DT Co cobalto 7.86 7 2 ‘E; 
28 Ni nichel 7.63 8 | 2 | ?E 
29 Cu rame Die 10 | 1 A 
30 Zn zinco 9.39 10 | 2 LE, 
-—L 
31 Ga  gallio 6.00 2 1 °P,,3 
3 Ge germanio 7.88 2 2 3P; 
33 As arsenico 9.81 |(2) (8) 23 453,0 
34 Se selenio 9.75 2 4 3p, 
35 Br bromo 11.84 p. di “Po 
36 Kr kripton 13.99 2 6 yi 
K L M N n 


Osservando la Tabella 5.4 si vede che il processo di «costruzione» degli atomi continua 
regolarmente col riempimento totale degli stati fino ai 3 che caratterizza l'argon (Z 
= 18). La zona M (x = 3) comprende anche orbitali 34 (/ = 2): ci si aspetterebbe per- 
ciò il riempimento di questi 5 orbitali da parte di 10 elettroni. Invece all’Ar segue DK, 
cioè un metallo alcalino simile al Li e al Na e quindi con un elettrone singolo in una 
nuova zona (N), elettrone che avrà perciò lo stato 45, com'è confermato dalla spettro- 
scopia. Ciò significa che il livello 4s nel K e negli elementi successivi è più basso del 34, 


Atomi. Struttura elettronica ed elementi di spettroscopia 193 


benché nell’idrogeno avvenga il contrario. Questo non è affatto incomprensibile se si 
nensa che la correzione di Rydberg, che determina lo spostamento di un livello rispetto 
a quello corrispondente dell'idrogeno, è tanto più importante quanto più elevata è la 
‘arica nucleare. Nella rappresentazione semiclassica di Bohr-Sommerfeld questa corre- 
zione, che si traduce in un abbassamento del livello, è dovuta al fatto che le orbite ec- 
entriche si «tuffano» nella zona più interna dell'atomo, dove l’elettrone risente di una 
arica nucleare efficace più intensa. Ora, mentre l'orbita 34 ha un numero quantico ra- 
liale n, = #—/—1=0 e sarebbe quindi un'orbita circolare che non si «tuffa» af- 
fatto, la 45 ha #, = 3 e quindi è fortemente eccentrica e come tale le corrisponde 
in'energia più bassa. Nella meccanica quantistica la stessa caratteristica si ritrova per il 
fatto, la 45 ha #, = 3 e quindi è fortemente eccentrica e come tale le corrisponde 
un’energia più bassa. Nella meccanica quantistica la stessa caratteristica si ritrova per il 
Fatto che le autofunzioni s hanno ampiezza non nulla nel nucleo, mentre quelle con / 
finito vanno a zero in tal punto come r' (nel campo coulombiano puro). 

Gli orbitali 34 cominciano a riempirsi con lo Sc (Z = 21) e si completano col Cu (Z 

- 29). Di questi riempimenti «posticipati» di certe sottozone si deve tener conto per 
spiegarsi le lunghezze dei vari periodi. Solo nei primi due (H — He, Li — Ne) queste 
lunghezze sono determinate dal doppio del numero totale di orbitali disponibili (rispet- 
tivamente 2 x 1? e 2 x 22; vedere il $ 5.1, Eq. (5.16). Il terzo periodo (Na — Ar) che do- 
vrebbe corrispondere al riempimento dei 3° orbitali con 7 = 3 e comprendere perciò 
2 x 32 = 18 elementi, ne contiene in realtà solo 8 perché gli orbitali 34 (10 elettroni) 
non si riempiono, come si è detto. Il quarto periodo (K — Kr) dovrebbe contenere 
2 x 4? = 32 elementi, ma ne contiene invece 18, perché né i 44 né i 4f vengono riem- 
piti ma invece si riempiono i 34: resta un «deficit» corrispondente agli orbitali / di 14 
elettroni. E così via. Nel sesto periodo al riempimento ritardato degli orbitali 44 si ag- 
giunge l'analogo fenomeno, ancora più cospicuo, del riempimento dei 4f (dal «Ce 
al Lu) mentre sono già popolati i 55, 59, 54 e 65. Si hanno così 14 elementi le cui 
proprietà sono quasi identiche fra loro e col La che li precede (famiglia dei lantanidi 0 
lelle ferre rare). Lo stesso si produce a partire dal ssTh quando si riempiono gli 
rbitali 5f(famiglia degli a/%izidi ). Gli elementi in cui si riempiono gli orbitali interni 
si chiamano elementi di transizione. 

Osservando la successione degli elementi di transizione da Z = 21 a Z = 30, si vede 
che nel passare dal »4Ni al .sCu gli orbitali 34 assorbono due elettroni e con questo 
la zona M si completa mentre resta un solo elettrone nella zona esterna N. Si ha perciò 
una situazione simile a quella degli alcalini, ma meno accentuata, perché la zona che si 
satura è una zona interna invece che esterna. Infatti il Cu, oltre che bivalente è anche 
monovalente, come gli alcalini. Ad esso segue lo Zn bivalente, il Ga trivalente, ecc., 
cioè si ripete, se anche in forma meno accentuata, la successione dei periodi precedenti. 
Fatti analoghi si presentano nelle serie di transizione successive. Ad esempio l’omologo 
superiore del Cu è lo Ag che è decisamente monovalente, a cui segue Hg che è normal- 
mente bivalente c così via. Verso la fine delle sierie di transizione si trovano elementi co- 
me Fe-Co-Ni, Ru-Rh-Pd, Os-Ir-Pt, le cosiddette trizdi, che sono terne di elementi mol- 
to somiglianti fra loro. 

Per rappresentare il sistema periodico si ordinano gli elementi in più righe orizzontali 
in modo che quelli analoghi vengano a raggrupparsi in colonne verticali chiamate grup- 
pi. Il gruppo zero (valenza zero) è formato dai gas nobili. Se in un gruppo VIII’ mettia- 
mo insieme le triadi ora ricordate, tutti gli altri elementi si classificano nei gruppi IA ... 
VITA in cui la valenza elettropositiva va da 1 a 7 e in altrettanti gruppi 8 che, essendo 
formati da elementi di transizione, mostrano caratteristiche di valenza un po’ meno net- 
te, come si è già accennato. Ciò dipende, in definitiva, dal fatto che le differenze di 
energia fra i livelli 4 e gli s della zona successiva sono piccole cosicché non c'è una di- 
stinzione netta degli elettroni tra quelli facilmente o difficilmente spostabili 


1) A differenza degli altri, questo gruppo comprende tre colonne 
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La valenza e/ettronegativa dei gruppi dal IVA al VIIA (nell’ordirfe, da tetravalenti a 
monovalenti) si spiega con la tendenza delle zone a completarsi per formare zone ester- 
ne chiuse. Questa tendenza è dovuta alle forze di scambio già ricordate al $ 5.5 ed è tan- 
to più accentuata quanto più la zona è vicina a chiudersi. Pertanto si possono formare 
dei complessi con uno o due elettroni in eccesso e cioè degli ioni negativi (es.: CIT, 0°) 
che sono sta4i/i in quanto sono strutture a zone tutte chiuse. Con altri atomi o ioni essi 
non interagiscono (oppure solo limitatamente) attraverso forze di scambio, che sono più 
o meno saturate, ma invece sono capaci di associarsi elettrostaticamente a degli ioni po- 
sitivi per formare ciò che si chiama un legame 4 carattere tonico. 

Per completare l'argomento della struttura degli atomi si deve anche ricordare che esi- 
stono metodi per calcolare la distribuzione degli elettroni in essi. Qui accenneremo sol- 
tanto al metodo del campo autocompatibile (self consistent field ) dovuto a Hartree che 
può essere così riassunto: 


2) si stima, in qualche modo che in principio (in pratica non tanto) è indifferente, un 
campo di potenziale V ‘?(7) dovuto al nucleo e a tutti gli elettroni; 


5) si sottrae da questo il contributo stimato v{'°(r) di un elettrone nello stato 4-esimo 
generico; 


c) si risolve con un metodo numerico appropriato l'equazione di Schròdinger per un 
elettrone nel campo V (7) — !'(7), cioè si determina l’autofunzione 4'? per lo 
stato fondamentale dell'elettrone 4-esimo e questo si fa per tutti gli elettroni dell’a- 
tomo; 


d) si computa la densità di carica (7) = e Lx |" |? e quindi il potenziale V (7) che ne 
deriva; 


T T T T = 1 
0 0.2 04 06 0.8 10 12 14 
r (A) 
Fig. 5.14 - Distribuzione radiale di carica di alcuni ioni, ottenuta col metodo del campo autocom- 
patibile, confrontata a quella dell'idrogeno. Le lettere K, L, M, ... indicano le corri- 


spondenti zone elettroniche costituite da orbitali con lo stesso numero quantico 
A RO OSE 
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\ si confronta V (r) col potenziale di partenza V (7) e dalla differenza ci si regola 
per scegliere muove funzioni V‘®(7) e #%(7) con le quali riprendere il procedi- 
mento. 


Questo processo si ripete quante volte occorre finché il potenziale stimato e quello calco- 
ato coincidono entro limiti ragionevoli. In questo caso le autofunzioni finali, e quindi 
anche la distribuzione di carica, risultano piuttosto buone. Non possono essere «perfei- 
e» perché autofunzioni unielettroniche perfette non esistono. Inoltre, il procedimento 
nella versione semplice che abbiamo descritto non tiene conto delle esigenze di antisim- 
mettria rispetto allo scambio degli elettroni. Perfezionando il procedimento si può arri- 
vare a cotreggere almeno in parte questi difetti. In Fig. 5.14 sono mostrate le distribu- 
rioni radiali che si ottengono per Li*, Na* e K*, insieme alla 15 dell'idrogeno per con- 
‘ronto. Si noti che la scala è molto più grande rispetto a quella di Fig. 5.3. Questo, e il 
fatto che le aree sono state rese proporzionali ai numeri di elettroni, spiega il differente 
aspetto della cuva per l’idrogeno. 


5.10. Gli spettri dei raggi X. Legge di Moseley. Livelli 


Le radiazioni elettromagnetiche emesse nelle transizioni che interessano gli elettroni 
più esterni degli atomi hanno, come si è visto, frequenze che non vanno al di là dell’ul- 
rravioletto. SR: è comprensibile perché gli elettroni periferici risentono una carica ef- 

ficace Ze con Z.g dell'ordine delle unità e d’altra parte sappiamo che nell’idrogeno, 
con Z = 1, la serie spettrale di frequenza più elevata, cioè quella di Lyman, appartiene 
appunto all’ultravioletto. 

Ricordando però l’espressione generale per le frequenze emesse da un atomo idroge- 
noide (Eqq. (3.63) e (3.65) del Cap. 3) 


v -&E [Le (5.93) 


vediamo che frequenze molto più alte si possono ottenere per numeri atomici Z elevati. 
In Fig. 5.15 si è riportata graficamente la relazione fra lunghezza d'onda \ e numero 
atomico Z cioè 


"E 


rod LE a Ci L (5.94) 


per la 1 riga di Lyman (x, = 2,7, = 1)e per la 1? riga di Balmer (1, = 3,73 = 2). Si 
vede che la prima raggiunge il dominio dei raggi X per Z = Bela seconda lo raggiunge- 
rebbe per Z = 18; la teoria è in questo caso troppo qualitativa e in realtà con questo tipo 
di transizione si entra nel campo dei raggi X soltanto col vanadio, con Z = 23. 

Naturalmente perché la (5.93) o la (5.94) si potessero applicare con rigore - a patte le 
correzioni relativistiche che possono essere non trascurabili - occorerebbe che all’atomo 
di carica Z fossero stati strappati Z — 1 elettroni. Per realizzare però condizioni di 
approssimativa validità delle stesse equazioni basta molto meno e cioè basta crare un p0- 
sto vacante in una delle zone più vicine al nucleo, perché allora si rendono possibili tran- 
sizioni verso questa zona che avvengono in condizioni di carica efficace molto intensa 
paragonabili appunto a quelle supposte nel tracciare le rette nella Fig. 5.15. 

Una ionizzazione interna di questo genere si ha, per esempio, alla superficie dell'an- 
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Fig. 5.15 - 
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Relazione fra lunghezza d'onda ) e numero atomico Z secondo la (5.94) per la prima 
riga di Balmer e di Lyman. i dati sperimentali sono presi da: «Amzerican Institute of 
Physics Handbook» (1963). Quelli sulla retta relativa alla prima riga di Lyman sono 
in corrispondenza al valore (Z — 1) dei numeri atomici Z. In questo modo l'accordo 
è praticamente quantitativo (vedi Eq. (5.95)). Per la prima riga di Balmer il confronto 
è soltanto qualitativo e la medesima correzione sarebbe del tutto insufficiente. 


ticatodo in un tubo a raggi X a causa degli urti degli elettroni catodici contro gli atomi. 
Ciò è all'origine dello spettro di righe, caratteristico della natura dell’anticatodo, che si 
sovrappone allo spettro continuo emesso nel frenamento degli elettroni, come mostrato 
nell'esempio di Fig. 5.16. 

In effetti, un atomo che è stato ionizzato nella zona K oppure Lo M ... è un sistema 
eccitato che tende a portarsi in.un livello d'energia più basso. Un primo passo in questo 
senso può essere appunto la transizione di uno degli elettroni appartenenti ai livelli su- 
petiori verso il posto vacante nella zona ionizzata, con emissione dell’eccesso di energia 


Fig. 5.16 - 


intens. 


tungsteno 
(serie K) 


2 (À) 


Spettro di righe a raggi X caratteristico, per la serie K dal tungsteno, sovrapposto a 
quello continuo dovuto al frenamento degli elettroni. 
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Fig. 5.17 - Rappresentazione schematica delle transizioni X relative alle varie serie. 


sotto forma di un quanto di radiazione. Questo elettrone si muove nel campo del nucleo 
parzialmente schermato dagli elettroni più interni. Se la transizione avviene dalla zona 
I alla zona K è chiaro che avremo l'analogo della 1% riga di Lyman con una carica effica- 
ce Zg = Z— 1. Avremo l'analogo della 2* e 3* riga della stessa serie se il livello di par- 
‘enza è Mo Ne così via. Le righe corrispondenti si chiamano K,, Ks, K, (vedi Fig. 5.17) 
< avranno approssimativamente le frequenze 


cos 2/1 1 
Ka : V Ru(Z- 1) È al 
Kgs:v= KR i ci (5.95 
8 x ( ra 3? 


K,:v = Ra(Z— Dia = s 


Queste righe formano la serie K. Analogamente avremo le serie L, M ... ecc. dalle transi- 
zioni che terminano sulle rispettive zone. 

È chiaro che potremo riconoscere nei vari elementi chimici le righe delle varie serie e 
seguire la variazione della frequenza di una data riga, per esempio la K., da un elemen- 
to all’altro. Segue dalla 1* delle (5.95) che è 


Pa 
VP&, 3 3i VR (Z-1) 
e analoghe espressioni valgono per le altre righe. Per la L, si ha approssimativamente 
vata sa VR (Z— 74). 


Questo legame lineare fra la radice della frequenza di una daia riga e il numero atomico 
Z si chiama /egge di Moseley (1913). Essa è abbastanza bene verificata per le serie Ke L, 
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meno bene - cioè con più forti deviazioni della linearità - per le serie più molli M, N, O 
Tcia.oh 

Lo spettro di raggi X è determinato dallo schema dei livelli dell'atomo ionizzato (in- 
ternamente) e dalle regole di selezione che fissano le transizioni possibili fra di essi. Sup- 
poniamo che la ionizzazione abbia avuto luogo nella zona K, cioè che uno dei due elet- 
troni K sia stato asportato. Il simbolo spettroscopico dello stato di questa zona, che ini- 
zialmente era 1'!5,, diventerà 1?5,,, ed è ovviamente lo stesso che se si fosse portato un 
elettrone nella medesima zona vuota. Quello che è meno ovvio, ma risulta dal modello 
vettoriale (come spiegato in fondo al paragrafo) è che lo stesso accade se si toglie un elet- 
trone a una qualunque zona completa ma, nelle zone superiori, bisogna tener conto 
della sottozona alla quale è stato tolto l’elettrone e il simbolo spettroscopico e quindi i 
numeri quantici L, S, ] sono gli stessi che si avrebbero con un solo elettrone presente in 
quella sottozona (le altre sotto-zone essendo complete non influiscono su L, $, J ). Ciò 
fa sì che i livelli dell'atomo ionizzato siano formalmente simili a quelli degli atomi con 
un solo elettrone di valenza (8 5.2), con la differenza che l'energia dell'interazione spin- 
orbita, che determina la scissione dei liveli, è qui molto più grande dato che (formula 
(5.46)) Z.x è grande e r è piccolo. Come sappiamo ($ 5.4) i livelli s (cioè con / = 0) non 
vengono scissi dall'interazione spin-orbita, mentre tutti gli altri vengono sdoppiat. 
Nella zona L abbiamo orbitali 5 e p e quindi avremo 3 livelli. Di questi, il primo (5) no- 
tato L,, col simbolo spettroscopico 2 ?$,,:, è il più elevato poiché corrisponde a ionizza- 
re il sottolivello più profondo e questo conferisce all’atomo ionizzato un'energia mag- 
giore. Segue lo Ly, 2 ?P,,», a una distanza dal precedente che praticamente non dipende 
da Z in quanto è dovuta alla differente localizzazione dell'elettrone asportato che si tra- 
duce in una differenza di schermaggio. Segue poi il livello Ly; indicato con 2 ?P,,;. I pri- 
mi due, cioè L, e L,,, formano fra loro un cosiddetto doppietto di schermaggio (scree- 
ning doublet), mentre Ly; e Ly; formano un doppietto di spin (spin doublet), in quanto 
la separazione è dovuta alla diversa orientazione mutua di l e s e quindi cresce rapida- 
mente al crescere di Z, in accordo con la formula (5.46) sopra ricordata. 

Analogamente, nella zona M troviamo gli orbitali 3 s, 39, 34 dei quali il primo dà 
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Fig. 5.18 - Schema dei livelli in un atomo pesante. Le frecce indicano le transizioni di lacuna 
nello spettro di emissione di raggi X. Le corrispondenti transizioni elettroniche avven- 
gono in senso inverso ma in uno schema dove l'ordine dei livelli è invertito. 
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un singoletto e gli altri un doppietto ciascuno, col risultato di avere 5 livelli M. Diventa- 
no 7 nella zona N negli elementi (con Z = 71) in cui questa zona è del tutto completa, 
cioè comprendente 4s, 4, 44, 4f. Nella successiva zona O si trovano al più complete le 
sotto-zone 55, 52, 54, che comportano 5 livelli. E così via. 

La spettrografia X dà, come si vede, la possibilità di accertare il riempimento delle va- 
rie zone negli aromi. Essa è anche un valido mezzo di analisi chimica in quanto consente 
il riconoscimento di elementi presenti anche in tracce. In Fig. 5.18 è riportato lo schema 
qualitativo dei livelli K, ZL, M, N in un atomo pesante. Le frecce indicano le transizioni 

sservate. Si noti che queste si devono interpretare come spostamenti della lacuna esi- 
stente nella struttura elettronica dell'atomo. 

Le regole di selezione, come si verifica sulla figura stessa, sono analoghe a quelle nel 
visibile, cioè 


4g = 1,2,3,... , A/=*1 , A4f=*1,0 (0#+0). 


Quanto si è visto nel corso del paragrafo è in accordo con l’ipotesi che l'accoppiamento 

dei vettori elettronici nelle zone chiuse sia un accoppiamento (j, j). D'altra parte una zo- 
i nelle zone ct j 

na chiusa ha J = 0 sicché si dovrà avere 


J=Zj=0. 


È chiaro che quando si asporta un elettrone e quindi manca nella somma il relativo j,, la 
risultante Lj non è più zero, ma — j,. Siccome però il segno del vettore non ha effetto 
icuno su i numeri quantici /, s questi saranno 1 medesimi che se si avesse un singolo 
lettrone coi numeri quantici di momento orbitale e di spin uguali a quelli dell’elettro- 
ne scomparso. 

Per chiudete l’argomento si può ricordare che accanto alle righe che rientrano nello 
chema ora descritto si presentano talvolta delle deboli righe in posizioni leggermente 
postate (righe «satelliti»). Queste sono dovute ad atomi w24/tiplamente tonizzati, cioè 
on più di una lacuna nell’interno. Se per esempio ci sono due lacune, una nella zona X 
una nella ZL, si potrà avere ugualmente la transizione di un elettrone dalla zona / nella 

zona K, che dà luogo a una riga K,. Questa però ha una frequenza un po’ diversa dal 
normale perché la presenza della lacuna extra, benché non prenda parte alla transizione, 
altera ovviamente i livelli, ma ha solo un piccolo effetto sulle differenze fra questi. 


$.11. Raggi X. Assorbimento 
L'assotbimento di una radiazione monocromatica segue com'è ben noto una legge 
esponenziale funzione dello spessore attraversato. Così se ln e I sono le intensità prima e 
lopo aver attraversato lo spessore x (misurato nella direzione della propagazione) si ha 
IJ= het (5.96) 
che definisce il coefficiente di assorbimento lineare «. Con x misurato in cm, y risulta 


espresso in cm. Questo è il coefficiente usualmente adoperato nel visibile. 
Nel campo dei raggi X è più pratico scrivere la legge precedente nella forma 


Tak p[- a cx) 


dove ox rappresenta lo spessore espresso in unità di massa per unità di superficie 
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(usualmente g/cm?) e 


prende il nome di coefficiente di assorbimento massico (mass absorption coefficient). La 
maggiore praticità deriva dal fatto che l'assorbimento dei raggi X dipende unicamente 
dalla massa e non, per esempio, dallo stato di aggregazione e altre circostanze simili del 
materiale assorbitore. Anzi non dipende, o per lo meno quasi per nulla, neanche dallo 
stato di combinazione chimica, presentandosi quindi come una caratteristica propria 
dell’aromo. Di ciò si approfitta per riscrivere ancora la legge di assorbimento nella forma 


up Ma x o Na 
e Ni M, 


I=L cp 


dove AM, è il peso atomico dell'elemento e N, il numero di Avogadro. L'espressione 


o Na 
Ma 


rappresenta il numero di atomi per unità di superficie dell’assorbitore e corrispondente- 
mente 


4 Ma 
e Na 


prende il nome di coefficiente di assorbimento atomico. 

Il coefficiente di assorbimento dipende dal numero atomico dell’elemento assorbitore 
e dalla lunghezza d’onda della radiazione. Esso varia entro limiti assai vasti come mo- 
strato in Tabella 5.5. 


Tabella 5.5. Alcuni valori di u/g, espressi in g°' cm’, per vari elementi e varie lunghezze d'onda. 
p g p g 


Elem. V MA) = 0.1 0.5 1 2 10 
B 5 0.14 0.22 0.76 4.70 500 
Al 13 0.16 1.90 14.1 93.0 500 
Cu 29 IZ 18.4 130 96.0 5000 
Sn 50 120 11.8 86.0 470 3400 
Pb 82 3.50 53.0 75.0 428 3100 


Ci sono diverse cause di assorbimento, o attenuazione, dei raggi X quando questi si 
propagano in un mezzo materiale, che dominano ciascuna in un particolare campo di 
lunghezze d’onda della radiazione e di numeri atomici del materiale. Quello che dà 
maggiore informazione dal punto di vista strutturale è l'assorbimento dovuto all'effetto 
fotoelettrico prodotto dai raggi X negli atomi irradiati. 

Nell’assorbimento fotoelettrico il fotone X sparisce e la sua energia va spesa a liberare 
un elettrone per lo più dalle zone interne le quali, se il quanto della radiazione ha 
un'energia sufficiente, hanno una molto maggiore probabilità di venire ionizzate. L’as- 
sorbimento fotoelettrico produce delle caratteristiche discontinuità nelle curve del coef- 
ficiente di assorbimento in funzione della lunghezza d’onda ogni volta che 4v = 40/X 
uguaglia l'energia di ionizzazione di uno dei livelli X. Un comportamento analogo si ha 
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nelle curve in cui il coefficiente di assorbimento di una radiazione di lunghezza d'onda 
data è messo in grafico in funzione del numero atomico Z dell’elemento assorbitore, pet 
il fatto che i potenziali di ionizzazione delle zone profonde variano uniformemente al 
variare di Z.! 

In Fig. 5.19 sono riportate due curve tipiche. Le discontinuità vi sono indicate, come 
l'uso, coi simboli dei livelli X ai quali corrispondono. 

Un esame attento mostra che esiste una s/72//%7r2, sia continua che discontinua, di cia- 
scuno degli scalini che sembrano semplici nella curva (X). Questo è dovuto al fatto che 
il livello in cui l'elettrone viene portato nel processo di assorbimento non è univocamen- 
re determinato, ma è uno dei tanti livelli non occupati dell'atomo o della struttura (ad 
esempio cristallina) a cui l'atomo appartiene. Essendo questi livelli molto più fitti dei li- 
velli di partenza (o addirittura continui), risulta che le differenze d'energia e quindi gli 
spostamenti introdotti nella curva y(X) sono piccoli, ma possono fornire interessanti in- 
formazioni. 
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Fig. 5.19 - Andamento del coefficiente di assorbimento massico (4) in funzione della lunghezza 
d’onda e atomico (4) in funzione del numero atomico. 


L'assorbimento fotoelettrico, con la creazione di una lacuna in una zona interna, dà la 
possibilità all’aromo di emettere una qualunque delle righe che hanno origine quando 
a lacuna si sposta verso livelli dove la sua energia è più bassa, cioè si porta in zone più 
periferiche dell'atomo. L’assorbimento fotoelettrico è perciò accompagnato dall'emis- 
sione di almeno alcune delle righe o serie dello spettro caratteristico (0 anche di tutte, sc 
l'energia del quanto è sufficiente). La radiazione emessa in questo modo si chiama 74- 
diazione secondaria o di fluorescenza. 

Si noterà che manca nel campo dei raggi X lo spettro di assorbimento di righe che è 
tanto comune nel visibile (si pensi ad esempio alle righe di Fraunhofer). Infatti per ve- 
dere in assorbimento quelle righe che si osservano in emissione bisognerebbe che l’elet- 
trone che assorbe il quanto incidente si portasse in un livello che è normalmente già oc- 
cupato da un altro elettrone. Questa differenza fra raggi X e visibile è perciò, se ce ne 
fosse bisogno, una ulteriore riprova del principio di Pauli. 

Restando nel dominio delle radiazioni X caratteristiche degli atomi (cioè per 
\ > — 0.1 À)l'assorbimento fotoelettrico è la principale causa di attenuazione per tut- 
ti gli elementi eccettuati i più leggeri, cioè quelli con Z < — 15. Se in questo campo si 


1) Si dovrà infatti avere, approssimativamente, 


hencoedl ic 
H(Z 0) sa A 


dove # e / sono i numeri quantici del livello e 0, costante di schermo, è praticamente indipendente da Z 
I grafici VW, = f(2) sono quasi rette. 
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Fig. 5.20 - Coefficiente massico di assorbimento in funzione di \}. L’assorbimento fotoelettrico 7 
è caratterizzato da due diversi valori del parametro 4, a destra e a sinistra dello spigolo 
di assorbimento. 


mette in grafico uno dei coefficienti di assorbimento in funzione di \° si ottengono dei 
risultati del tipo di quelli in Fig. 5.20, i quali da un lato e dall’altro dello spigolo di as- 
sorbimento si possono esprimere con la formula 


Um=T+0, 7= 4). (5.97) 


Il termine principale 7, della forma 4°, è il coefficiente (massico) di assorbimento fo- 
toelettrico. Il termine più piccolo 0, che è molto meno dipendente da X ed è chiamato 
coefficiente (massico) di diffusione (scattering), rappresenta il contributo di un altro ti- 
po di attenuazione del fascio X primario. Nei fenomeni di diffusione infatti il quanto di 
radiazione incidente non viene distrutto, ma viene deviato fuori del fascio incidente, sia 
per un processo di diffusione classica, senza cambiamento di frequenza, sia per effetto 
Compton (Cap. 3, $ 3.5), con diminuzione della frequenza. Perciò si può ancora scin- 
dere o in due termini 


O = Tlass + Compton - (5.98) 


Nel campo dei raggi X caratteristici, 7 risulta circa proporzionale a Z *, abbiamo quindi 


rete i; 


MESI 


Î» 


I coefficienti c; sono dei parametri caratteristici dei vari livelli X e la somma è da esten- 
Ta a tutti i livelli dell'atomo assorbitore, con l'avvertenza che, indicando con \, la so- 

glia di eccitazione del generico livello s-esimo, ogni termine è da includere soltanto per 
; < A; (da cui le discontinuità). Valori orientativi per alcuni coefficienti c; sono i se- 
guenti: 


co 1:59 x 107 
cr = 1.1 x 10° 
Cry = 3.4 x 10° 


Crm = 2,2 x 10° 


Cir 3 © 1.7 x 10° 
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(da adoperare con \ espresso in À per ottenere 7 in g° cm°). 

Per quel che riguarda 0,,,, se ne può dare una valutazione trattando gli elettroni co- 
me se fossero liberi, valutazione che per energie un po’ elevate del quanto X sarà in ge- 
nerale lecita per la massima parte degli elettroni atomici. Sotto l'effetto del campo E 
dell'onda incidente un elettrone libero, non relativistico, acquista l'accelerazione 


a= elmo 
e perciò irradia un potenza (sottratta all’onda incidente) 


deg _ 2e dE° 
30 30. mi 


D'altra parte essendo i vettori E, H dell’onda uguali in modulo e perpendicolari fra loro 
e alla direzione di propagazione, il vettore di Poynting (c/47) EAH che dà il flusso 
d'energia, ossia l'intensità / espressa in erg cm”? s°', sarà 


Pro Bi 
ir 


Sostituendo nella formula precedente si ha dunque (formula di J.J. Thomson) 


2 
e-s(2)1- 87 R?I, 
3 \mwe 3 


indicando con R, l’espressione e? /206° che è il cosiddetto raggio classico dell'elettrone 
Ammettendo come si fa usualmente l’ipotesi della «buona geometria», cioè che il fascio 
incidente sia perfettamente parallelo e che il rivelatore perda tutta quella parte della ra 
diazione che subisce un cambiamento qualunque (purché finito) di direzione, è ch 
che la potenza W andrà sottratta a quella che il rivelatore è capace di segnalare. 

Nell'attraversamento di uno spessore di dell’assorbitore (espresso in g cm è) la perdita 
precedente andrà moltiplicata per il numero di elettroni per unità di superficie dell’as- 
sorbitore. Tale numero, se w è il loro numero per cm? e o è la densità, sarà (2/0) ds e 
perciò avremo nell’attraversamento una perdita di intensità 


da cui ricaviamo l’espressione del 04, 


ge SEA, (5.99) 
3 Q 


Questa espressione, indipendente dalla lunghezza d'onda, dà pet 04, valori che si aggi- 
rano intorno a 0.2 g°! cm?, cioè qualcosa che in generale è piccolo in confronto a 7. In 
quei campi di Z e \ in cui l'assorbimento fotoelettrico è debole (A e Z piccoli), un coeffi- 
ciente di assorbimento di circa 0.2 non è più trascurabile, ma in quel caso la trattazione 
classica non è più applicabile e lo scattering - sempre molto piccolo, anzi ancora più 
piccolo - è tutto dovuto all'effetto Compton. Questo è regolato in funzione dell’energia 
del quanto da una formula abbastanza complicata (di Klein e Nishina), formalmente 
valida nel caso limite degli elettroni liberi ma in pratica molto bene verificata dall'espe- 
rienza. 

In Fig. 5.21 è riportato il rappoto Gcompron/ das come risulta dalla formula di Klein e 
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Nishina. Come si vede, lo scattering incoerente è sempre più piccolo di quello che do- 
vrebbe essere lo scattering coerente calcolato classicamente. Nella stesa figura sono ripor- 
tate per confronto le curve del coefficiente fotoelettrico 7 per alcuni elementi. 
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Fig. 5.21 - Rapporto tra il coefficiente di diffusione Compton e quello classico, in funzione della 


lunghezza d'onda. Le curve tratteggiate rappresentano il coefficiente fotoelettrico 
7 per alcuni elementi. 


5.12. Raggi X e y. Altri processi 
a) Formazione di coppie 


Una causa ulteriore di assorbimento dei raggi X o y, che si manifesta soltanto quando 
l'energia del quanto supera circa un milione di eV, è la formazione di coppie elettrone- 
posittone. In questo processo, previsto dalla teoria di Dirac dell'elettrone, un quanto y 
scompare per dar luogo alla formazione di un elettrone e di una particella, il posizroze, 
in tutto identica all’elettrone ma con carica positiva. Le due particelle, secondo la relati- 


vità, hanno un'energia intrinseca complessiva 27206” e quindi il processo ora detto può 
avvenire soltanto se è 


hv > 2 mo? = 1.022 x 105 eV, 


L'eventuale eccesso di energia si ritrova come energia cinetica delle due particelle forma- 


te. Per energie superiori a questa soglia il coefficiente di assorbimento va scritto (con- 
frontare con (5.97) e (5.98) 


bm= T+to0o+0x (5.100) 


dove 0, è il contributo dovuto alla formazione di coppie. Il termine o, diventa impor- 
tante non solo per energie sufficientemente alte ma anche per assorbitori ad alto nume- 
ro atomico. La ragione è la seguente. La formazione di coppie non può aver luogo nel 
vuoto, perché in tal caso sarebbe impossibile soddisfare alla conservazione della quantità 
di moto. Può aver luogo invece nel campo coulombiano di un nucleo in quanto le parti- 
celle cariche che si formano, interagendo con questo, hanno la possibilità di ristabilire il 
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Fig. 5.22 - Coefficienti di assorbimento massico (linea continua) e sue componenti (linee tratteg- 
giare) in funzione dell’energia. 


bilancio della quantità di moto (senza che si alteri sensibilmente quello dell'energia, 
perché il nucleo non ne assorbe quasi affatto per la forte differenza delle masse). Questo 
suolo essenziale del campo coulombiano fa sì che la probabilità di formazione di una 
‘coppia per opera di un quanto y, che attraversa un elemento di numero atomico Z, sia 
proporzionale a Z°. 

In Fig. 5.22 è riportato il coefficiente di assorbimento 4 m del piombo (Z = 82) e le 
sue componenti T, Cc,mpron € x iN funzione di &v. Si vede che l'assorbimento per produ- 


zione di coppie diventa dominante a partire da circa hv = 5x 10° eV. 
b) Effetto Auger 


L'emissione di una riga X caratteristica non è il solo processo che può avvenire in un 
atomo ionizzato in una delle sue zone interne. Infatti l'energia in eccesso che l'atom 
possiede può essere adoperata anche per ionizzarlo ulteriormente, cioè può essere ced 
ta a uno degli elettroni meno fortemente legati di quello che è stato rimosso per pr 
Tale processo, che può verificarsi anche ripetutamente, fu scoperto nel 1925 da P. Au 
studiando l’effetto dei raggi X sull’atmosfera di una camera di Wilson, nella quale il fe- 
nomeno si manifesta con delle tracce multiple di elettroni che emanano dallo stesso 
punto. 

Il rapporto fra la probabilità di emissione di un quanto X e quella dell'emissione di 


10 


n 


livello K 


0 20 40 60 80 Z 


Fig. 5.23 - Rendimento di fluorescenza in funzione del numero atomico per un dato livello X 
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un elettrone Auger per un dato livello X si chiama il rendimento di fluorescenza (fluo- 
rescent yield) di quel livello ed è una funzione sia del livello sia del numero atomico 
dell’elemento. 

In Fig. 5.23 è riportata la curva sperimentale per tale grandezza come funzione di Z 
pet il livello K e si vede che per elementi con Z < 30 l’effetto Auger è più probabile 
dell'emissione X. Un’espressione approssimata per il rendimento di fluorescenza 7 è 


4 | 
30 
n=] +1 > 
VA 
Processi di questo genere in cui l’energia di eccitazione dell'atomo (0 anche qualche vol- 


ta del nucleo) viene trasferita agli elettroni dell'atomo, invece che al campo elettroma- 
gnetico, si chiamano processi di conversione interna. 


5.13. Funzioni d'onda ed energie dei termini spettroscopici 


La descrizione della struttura e della spettroscopia atomica, così come è stata esposta 
nei paragrafi precedenti, segue essenzialmente un ordine logico di difficoltà crescente, 
iniziando dai sistemi più semplici (sistemi idrogenoidi) e procedendo con quelli più 
complessi, fino agli spettri dei raggi X. Vari concetti, come quelli legati alle interazioni 
tra gli elettroni e con i campi esterni, sono stati presentati di volta in volta, sempre in 
stretta connessione con i fatti sperimentali più importanti. 

In questa sezione conclusiva del Capitolo 5 cercheremo invece di inquadrare la strut- 
tura e la spettroscopia atomica in un 47200 quadro di carattere prevalentemente mate- 
matico, secondo il formalismo della meccanica quantistica. L'utilità di ciò potrà essere 
valutata quando si passi da un’analisi essenzialmente qualitativa ad una più marcata- 
mente quantitativa, come spesso si richiede nelle applicazioni pratiche. 

Cominceremo con il considerare l’approssimazione di campo centrale. L'equazione di 
Schròdinger per gli stati stazionari di un elettrone 


HYn,= E Y, 


può essere risolta, col metodo della separazione delle variabili, quando il potenziale 
nell'hamiltoniano (u è la massa ridotta dell'elettrone) 


H=-P wir 
2u 


ha simmetria sferica, cioè V (1) = V(7). Le autofunzioni per gli stati legati (E, < 0) risul 
tano 


V, = Ru) Yim(8. 0). (5.101) 
Nel caso di potenziale coulombiano, V (7) = — Ze? /r, la parte radiale delle autofunzio- 


ni è data dalla (5.8). Come abbiamo visto nel $ 5.1, i livelli enegetici dipendono so/o 
dal numero quantico principale #, secondo la relazione 


FE e e 
24011° 


dove « è il raggio di Bohr. I livelli sono ° volte degeneri e 27? volte includendo lo spin 
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Quando il potenziale, pur mantenendo la simmetria sferica, non è coulombiano i li- 
velli energetici dipendono da x e da / e sono quindi solo 2/+ 1 volte degeneri, pari al 
numero di valori che può assumere il numero quantico magnetico 7 (includendo lo 
spin la degenerazione è doppia, pari a 2 (2/ + 1)). Ciò avviene, ad esempio, pet i metal- 
li alcalini dove l’eletirone di valenza «orbita» intorno al nucleo, circondato da uno o più 
strati elettronici completamente riempiti, secondo orbite più o meno «penetranti» in di- 
pendenza dal numero quantico azimutale / (vedi $ 5.2). Quanto detto a proposito dei 
metalli alcalini costituisce un primo esempio di trattazione di atomi con più elettroni. 
Tuttavia, data la particolare configurazione, il problema della ricerca delle autofunzioni 
e degli autovalori, è stato ricondotto al caso di un solo elettrone, quello di valenza. L’ef- 
fetto di tutti gli altri elettroni è incluso nell'espressione del potenziale (Eq. (5.17). 

Esaminiamo ora il caso di più elettroni da un punto di vista generale. Consideriamo 
un atomo come costituito da un nucleo di carica Ze e massa molto grande rispetto a 
quella degli Z elettroni che lo circondano. Le interazioni fra gli elettroni sono di tipo 
coulombiano, dovute alle cariche, e di tipo mz4gretico, dovute ai momenti magnetici 
orbitali e di spin. Tenendo conto di ciò, l'hamiltoniano del sistema si scrive 


z r4 
2 
H = 2 h° Ve 4 E) L- s]+ Li Seri. (5.102) 
SUL Dar ti adi. 

L'ultimo termine, che rappresenta l'interazione coulombiana fra gli elettroni, non con- 
sente di scomporre l’hamiltoniano totale (5.102) in una somma di hamiltoniani di elet- 
rrone singolo.!? Esso inoltre non è tale, in generale, da poter essere considerato come 
una perturbazione, come invece spesso lo sono i termini che tengono conto dell’intera- 
zione spin-orbita. L’approssimazione che viene fatta per poter risolvere l'equazione di 
Schrédinger consiste nell’introdurre una funzione potenziale V (r;) a simmetria sferica 
che tenga conto del potenziale nucleare e di quelli interelettronici. Si tenga presente, 
inoltre, che generalmente non si ricercano le soluzioni per tutti gli elettroni, ma solo per 
quelli dello strato più esterno che danno luogo ai termini spettroscopici. Ciò premesso, 
l'hamiltoniano approssimato (imperturbato) risulta 


N N 
H = pi H® = z| bw. 40) (5.103 


dove N è il numero di elettroni considerati, e la funzione d'onda è data dal prodotto 
delle autofunzioni di elettrone singolo, del tipo della (5.101), 
N 


I UEIIOTZIORE AO? (5.104) 
la differenza H — H, costituisce la perturbazione di cui terremo conto nel seguito 
N N 


j31 >j=1 
ti Tij 


Îl primo termine provoca uno spostamento di energia, praticamente uguale per tutti i li- 
velli della configurazione elettronica, e non verrà pertanto considerato; gli altri due ter- 
mini causano la scissione dei livelli con rimozione parziale della degenerazione e saran- 
no considerati nei prossimi paragrafi. 


1) Indipendentemente da ciò, il termine di interazione di spin-orbita, pur essendo un termine di elettrone 
singolo, non consente la separazione delle variabili iù ciascun hamiltoniano. 
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Vediamo ora come si può determinare la funzione di potenziale e la parte radiale del- 
le autofunzioni di elettrone singolo (la parte angolare è la stessa che compare nella 
(5.101)). Esistono vari metodi per trattare questo problema: un metodo statistico dovu- 
ta a Thomas e Fermi, il cui uso risulta maggiormente giustificato per grandi valori di Z; 
il metodo dei campi autocompatibili di Hartree; il metodo di Hartree-Fock, che è un 
perfezionamento del precedente. Nel metodo di Hartree si suppone che ciascun elettro- 
ne si muova in un campo centrale dovuto al potenziale nucleare e a tutti gli altri elettro- 
ni, assumendo che la densità di carica associata a un elettrone sia data da e|y;(1)|?. 
L'equazione di Schrédinger per ciascun elettrone diviene pertanto 


- 8° wi Ze L L [IL 4]v) - - E). (5.106) 


27 ti Ti 


Di tali equazioni se ne hanno tante (N) quanti sono gli elettroni; per risolverle si ricorre 
ad un metodo iterativo, come descritto nel $ 5.9, partendo da un potenziale che rappre- 
senti approssimativamente il secondo e il terzo termine nella (5.106). Poi si trovano le 
funzioni d'onda y;(t;), integrando numericamente le (5.106), con le quali si perfeziona- 
no i potenziali. Si continua il processo fino a ottenere funzioni d'onda compatibili con i 
campi per i quali sono state calcolate. La principale approssimazione che viene introdot- 
ta consiste nel mediare i potenziali interelettronici in modo da renderli a simmetria sfe- 
rica, inoltre si suppone che tutti gli elettroni individuati dagli stessi numeri quantici x e 
f siano soggetti allo stesso potenziale. Così facendo, la funzione d’onda complessiva ri- 
sulta dal prodotto delle autofunzioni di elettrone singolo come la (5.104); si può dimo- 
strare che le funzioni di Hartree sono anche le migliori, dal punto di vista del z2et040 
variazionale, che possono essere ottenute nella forma (5.104). Si noti tuttavia che l’ha- 
miltoniano di Hartree, nell'equazione (5.106), non coincide esattamente con la (5.103) 
che non contiene tutti i termini di repulsione interelettronica (quelli relativi agli N elet- 
troni sono contenuti nell’hamiltoniano di perturbazione (5.105)) come invece li contie- 
ne la (5.106). Questo fatto dovrà essere tenuto presente, quando le autofunzioni di or- 
dine zero (5.104) sono determinate col metodo di Hartrec, nel considerate l’effetto del- 
le perturbazioni. 

A causa della indistinguibilità delle particelle si dovranno considerare tutte le permu- 
tazioni degli indici nella (5.104). Per tener conto del principio di esclusione di Pauli, la 


(O NE 


(6) 
na (2) 
O 
n=3 (e) 
(6) 
nr (2) 
4 S@LM=a 
stati: s P d f 
/=0 /=1 /=2 /=3 


Fig. 5.24 - Schema per un sistema a più elettroni, nell’approssimazione di campo centrale. I nu- 
meri indicati in parentesi danno la degenerazione dci livelli. 
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funzione d’onda complessiva deve essere espressa con un derermzinante (di Slater) come 
nella (4.59) del Cap. 4, dove l’indice in parentesi per ciascuna funzione d'onda di elet- 
rone sta ad indicare una determinata scelta dei numeri quantici #, /, 72, #2,. 1 risultati 
relativi a questa prima schematizzazione di un sistema a più elettroni possono essere 
iassunti nel modo seguente. I livelli energetici sono del tipo schematizzato in Fig. 5.24, 
cioè dipendono da # e da /; a causa dei numeri quantici 72, e #2,, ciascun livello è 
2(2/+ 1) volte degenere e può ospitare quindi altrettanti elettroni che possiedono tutti 
a stessa energia. Uno schema di questo tipo è sufficiente per spiegare il sistema periodi 
co degli elementi. 


5.14. Interazione coulombiana. Classificazione dei termini spettroscopici 


Consideriamo l’effetto del secondo e terzo termine dell’hamiltoniano di perturbazio- 
ne (5.105) che causa la separazione dei livelli. Tipicamente questi termini vengono con- 
siderati uno per volta, successivamente a partire da quello più importante: quando pre- 
vale il termine coulombiano siamo nel caso dell’accoppiamo di Russel-Saunders (ele- 
menti più leggeri), quando prevale l'interazione spin-orbita siamo nel caso dell’accop- 
piamento /-y (elementi più pesanti). 

Consideriamo inizialmente la repulsione interelettronica che introduce nell’hamilto- 
niano il termine (la spin-orbita verrà considerata nel $ 5.15) 


N 
vati. (5.107) 
“ 


Mediante la teoria delle perturbazioni si può determinare le correzioni da apportare ai 
livelli imperturbati e le funzioni d'onda corrispondenti ai vari stati, a partire dalle fun- 
zioni d'onda imperturbate. 

Riportiamo qui di seguito, a titolo di esempio, un'analisi dettagliata di questo pro- 
blema nel caso che si abbiano 2 elettroni 4 (/= 2) equivalenti (stesso valore di »). L'ha- 
miltoniano imperturbato è 


H=- (vv) Vini Vin). (5.108) 
2710 


Le autofunzioni corrispondenti, indicando semplicemente con 7 (= 72) un'autofun- 
zione del tipo (5.101), sono (22; # 722) 


€ = 3 (1) (2) — (1) ma02)] Ta (o, a). (5.109) 


Per tener conto della dipendenza dallo spin, includeremo i suffissi + 0 —, a seconda 
che 72, = + (1/2), scrivendo ad esempio (m2î, 723°), dove ri significa 


1) Le funzioni d'onda elettroniche devono risultare complessivamente antisimmetriche (vedi $ 4.3, Cap. 4), 
e tali dovranno essere funzioni del tipo (2%, 725) e analoghe, che includono la dipendenza dallo spin. 
Consideriamo ad esempio la funzione (2*, 2°) con spin antiparalleli (singoletto). Separando le variabili 
di posizione da quelle di spin si ha: 


e =|E 7 EI EM- AAIAANI 


che risulta complessivamente antisimmetrica essendo il prodotto di una funzione «spaziale 
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ì 
DI 
[ 


Ya x (0,) = Raul?) Yim(9,0) x(+ 1) (5.110) 


Per facilitare il calcolo dei livelli e la determinazione delle autofunzioni, occorre prima 
individuare i vari stati (%erzzz»; ) risultanti dalla configurazione elettronica assegnata. 
Nello schema di Russell-Saunders (vedi $ 5.5) i vari termini sono caratterizzati dai due 
numeri quantici £ = X,/ ed S = X,s, che rappresentano il momento totale orbitale e 
di spin. La proiezione di Z sull'asse x si indica con M, (21 + 1 valori) e quella di Scon Ms 
(25+1 valori). Pertanto la degenerazione di un termine risulta (2Z + 1)(25+ 1). Con 2 
elettroni 4 avremo L = 0,1,2,3,4 (i rispettivi termini sono S,P,D,F,G ) ed 
$ = 0,1 (singoletti e tripletti). La classificazione dei termini viene effettuata tenendo 
conto del principio di esclusione. Si hanno (*°) = 45 modi diversi di collocare i due elet- 
troni nei 10 stati disponibili (5 valori di 77, = —2,—1,0,1,2 con 2 possibilità per 72; = 
+ 1/2), come mostrato nella Tabella 5.6. Per le prime 5 combirazioni si ha Ms = 0, Mi 
= 4,2,0,—2,—4; queste appartengono al termine 'G(Z = 4, S = 0) che contrassegna- 
mo con (+). Le altre 4 combinazioni corrispondenti a M, = + 3, + 1 si riconoscono 
facilmente e sono contrassegnate con lo stesso simbolo. La sesta combinazione ha Ms = 
1, M, = 3, ed appartiene al termine di tripletto #F(Z = 3, S = 1) che insieme alle altre 
20 contrassegnamo con (4). La tredicesima combinazione ha Ms = 0, M, = 2 ed appar- 
tiene al rermine di singoletto 'D(Z = 2, S = 0) che insieme alle altre 4 contrassegnamo 
con (—). La quattordicesima combinazione ha Ms = 1, M, = 1ed appartiene al triplet- 
to *P(L = 1,5 = 1) ed insieme alle altre 8 contrassegnamo con (0). È rimasta disponibi. 
le solo la ventinovesima combinazione per la quale risulta M, = Ms = 0 ed appartiene 
al termine 'S che indichiamo con ( x).! 


per una funzione di spin antisimmettrica. 
Funzioni del tipo (2*, 1%) con spin paralleli (tripletto) si fattorizzano nel modo seguente: 


(25,15) = (25)(15) — (15Y(25) = [CX1)(1(2)](£)(®) 
con una parte spaziale antisimmetrica ed una di spin simmetrica. 
Consideriamo infine la funzione (2*, 17) = (241°) — (17)(2*%): in questo caso non è possibile separare le 
variabili di spin da quelle spaziali. Ciò diviene possibile sc si considera la seguente combinazione lineare 
(2°, 1) + (27, 19) = [@)(M) — (M(9] + [2)) — (I 
= DTD + ID] (DA IH) + (4) 
=) — WATT) + (+) 


che dà luogo al prodotto di una funzione spaziale antisimmetrica per una di spin simmetrica (di tripletto). 
Analogamente abbiamo 


(0) (2,1) = [0 + DATE +) 


prodotto di una funzione spaziale simmetrica per una di spin antisimmetrica (di singoletto). 


1) Si può notare che questo modo di assegnare le diverse combinazioni ai termini non è 4500. Seguendone 
uno diverso si giunge comunque ad individuare gli stessi termini spettroscopici. 
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Tabella 5.6. Derivazione dei termini per 2 elettroni 4 equivalenti. 


mi = 2 1 0 = — 2 Mi Ms 
1 u 4 0 (+) 
tu 2 0 (+) 
il 0 0 (+) 
u =? 0 (+) 
u 4 0 (+) 
uti 
6 1 1 3 1 (4) 
I I 3 I (A) 
î I 3 0 (A) 
I î 3 0 (E) 
î Ì 2 1 (A) 
I I 2 = (A) 
t I 2 0 (A) 
13 I t 2 0 (—) 
wo i 1 i (0) 
Ù | 1 —1 (0) 
I | 1 0 (0) 
t 1 0 (-) 
Ì 0 1 (0) 
| 0 1 (0) 
Ì 0 0 ( 
Ù (o) 0 
I I Ta I (A 
| | 1 = A 
Ì | 1 0 Pa 
I | 1 0 (+ 
| 
Ì Î 0 1 A 
| | 0 i] (A 
î | (0) 0 (A 
29 li Ì 0 (0) (x) 
] Î Ì Tai (0) 
| I fi i (0) 
î | 1 0 (0) 
I i Al 0 — 
] î 9 1 (A) 
I I 5, i (A) 
Î I =D 0 (A) 
I Ì e, 0 ij 
F ] t i 1 (A) 
I I =i i (A) 
1 I Bri 0 (A) 
| Ì i 0 (+) 
1 ] 3 1 (A) 
| | —3 i (A) 
î i —3 (0) (A) 
45 I Î —3 0 (+) 


I termini risultanti da 2 elettroni 4 equivalenti sono pertanto 
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Mediante le regole di Hund si può stabilire quale è il termine fondamentale. Queste re- 
gole affermano che fra i termini risultanti da una data configurazione quelli che tendo- 
no ad avere minore energia hanno molteplicità massima; tra i termini che hanno molte- 
plicità massima quello che ha il valore maggiore di L è il termzine fondamentale. 
Nell'esempio considerato il termine fondamentale è il ?F. 

Nella rappresentazione che ha per base le autofunzioni (5.109), l’hamiltoniano im- 
perturbato (5.108) è 4iagona/e con autovalori tutti uguali al doppio dell'energia del li- 
vello nd, cioè 


Hi, = 2E(nd)ò,,, (Lf = 1,2505643): 


Nella stessa rappresentazione, l’hamiltoniano completo H = H, + H' non è diagonale 
perché non lo è H”. La ricerca della matrice unitaria S che diagonalizza H' 


SH'S = Hi 
ci conduce ad un sistema di equazioni che ha per incognite gli elementi $,, 


ESE è (5.111) 


Gli autovalori E‘ sono dati dalle radici dell’equazione secolare che si ottiene annullando 
il determinante dei coefficienti 


{Hi E'8,;}=0. (5.112) 

Noti gli autovalori, si sostituiscono nel sistema (5.111) per determinare gli $;, che sono i 

coefficienti, delle autofunzioni imperturbate, nelle combinazioni lineari che danno le 
funzioni d'onda dei termini 

$i = LSyg;. (5.113) 


Occorre pertanto calcolare gli elementi di matrice 


e? 


HF = (e. 


| Pi 
nz 


dove 


n (72, #2) = z (a, 5) e L; = 7; (72., #4) = 3 (c, d) 


sono funzioni di due elettroni della base (5.109). Abbiamo 


Hi = (040) 5 (120 Lem 41% 2) 


Tia 


= e°[(e6 | " | cd] (62 | — | cd) 


12 


L'elemento di matrice generico 
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(20 | cd) (5.114) 


Ti 


si calcola sviluppando 1/7;; in armoniche sferiche 


Ca) 


k 
1 4T rE n 
fe i 


dove r, e r. indicano, rispettivamente, il maggiore e il minore tra 71 € 72. Sostituendo 
nella (5.114), tenendo conto della (5.110), abbiamo 


ar: sw 
k 
DR, { { 2° RI (n) RIO (n) RIP (1) RIP (me) rî ri de dia 


kK+1 
> 


x 


x 8 (220, mt) | | Yi, (91, 01) Yam (81, 01) Yin (d., €) send, 40 dei 


0 


2n x 


VTTIIETIONI Vi (82, 22) Yi (8, 02) Yimy (01, 02) send: 40: dea . 
b d 


d (o) 


Affinché questo elemento di matrice sia diverso da zero devono essere soddisfatte le sc- 
guenti condizioni: 


d) mi = ni, mld = mi dacui 225° + miO = MO + mt 
4) affinché l’integrale in @ non si annulli occorre che 72, — 72, = #2 — 72» E 22, OVVE- 
O 72, + #1, 3 M + Ma 


inoltre, trattandosi di elettroni 4 (/ = 2), contributi alla X si hanno solo per valori di 
£ < 2) = 4, cioè £ = 0,2,4.1 valori degli integrali in d e g si trovano tabulati’ mentre 
quelli in 7, e rx dipendono dalla parte radiale delle funzioni d'onda. Da quanto precede 
si può concludere che gli elementi di matrice H;; sono diversi da zero solo se 


Mi = MO ed MS = MO . 


Ciò significa che la matrice H' da diagonalizzare, espressa nella base delle autofunzioni 
imperturbate (5.109) (45 autofunzioni nel caso considerato), è una m2a#rice 4 gradini. La 
dimensione di ciascun gradino è data dal numero di autofunzioni imperturbate che 
hanno lo stesso valore di M, e di Ms. A partire dalla Tabella 5.6 si possono raggruppare 
le autofunzioni che hanno lo stesso valore di M, e di Ms, come indicato in Tabella 5.7 
per valori positivi di M, (la Tabella si ripete per valori negativi di M,). 


1) Vedi ad esempio C.J. Ballhausen: Inzroduction t0 Ligand Field Theory, Mc Graw-Hill ( New Y 
(1962). 
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Tabella 5.7 - Raggruppamenti di autofunzioni che hanno gli stessi valori di My e Ms. 


Mi, Ms = 1 0 = ll 

4 2) 

3 19 EG, 1) IN E) 

2 (2,0) 040051) | (27, 05) 

1 | @ 50,0) =D =P e ea) 
(14, 0°) (17, 0*) 

0 Ri2005-1)) PeNe MES 
(1°, —1°%) (07, 0*) 


Da quanto detto, il determinante (5.112) risulta del tipo 


Pi ee Po lb de0 
| | | 


0 0 0 | = 0 
0 0 [HSE H, H. seni 
0 Hi; Hi,—E' Fi 
0 H{ Hi, HE 


La diagonalizzazione della matrice H” diviene ora notevolmente semplificata in quanto 
si riduce alla diagonalizzazione dei singoli gradini. Per trovare gli autovalori si possono 
risolvere le varie equazioni secolari, corrispondenti ai gradini del determinante, oppure, 
secondo un metodo dovuto a Slater, si può utilizzare il fatto che la somma delle radici di 
un'equazione secolare è uguale alla somma degli elementi diagonali del determinante. 

Essendo l'energia dei termini indipendente da M, e da M; (dipende solo da Z e da $ ), 
© sufficiente scrivere un certo numero di relazioni tra gli autovalori e gli elementi di ma- 
trice. Tenendo conto delle Tabelle 5.6 e 5.7 abbiamo 


EWey=eW =$@,®) 
È'(@Py= Hb = Elot,1) 

EGP) + BUE) Hi a Bea E) 

E'(GF) + E'CD) + E'('G) = His + Hi + Hi = E(2*,07) + E(27,04) + E(1*,1) 


‘(P) + E'(' PED) + Wa Pi #0 = BD) 
AEREO NE VITO o Piedi. =l+ 504) 


E'(*P) + E'GF) = E(2°, —1°) + E(1t,0*) 
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EGP) + ED) + E'GF) + E'((G) = E(2>, —1) + E(2, 1°) + E(1t,0) + 
+ E(17, 0) 


(A 


dalle quali, pet sostituzione, otteniamo 
- | È | - 

Peri [22 
Ti 


E'(G)= E(2*,2) 
E'(:F)= E(24,1%) 
E'('D) = E(2*, 0°) + E (2, 0%) + E(1*, 1) — E(2*, 19) - E(2*, 2) 


EGP) = E(2*,—1°%) + E(1t,09) — E(2*, 1°) 
ERSI= E) 4 L04299) # ET) a Ea 00). 


I 
pit 
1 3 
f 
o 3 Je) 
1) 7 
DE GO 
POE 
1, È 
va) Fi 
! 1 
n gere DI 
LU % / 
I {_/ 
bg 
I?) 
ii A 
ro: sf 
I, / 
‘ ; 
Di 7 
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ty L 9p 
z 


idro e nif 


Fig. 5.25 - Livelli energetici dei termini derivanti dalla configurazione elettronica 4 


Questi risultati, espressi in termini che dipendono dalla parte radiale delle funzioni 
d'onda (5.110), si trovano tabulati nella letteratura, insieme a quelli relativi ad altre 


configurazioni elettroniche. I livelli energetici della configurazione 4? risultano come 
indicato in Fig. 5.25. Una volta trovati gli autovalori E‘, le autofunzioni dei termini 
do prima il sistema (5.111) per ciascun gradino della 


possono essere determinate risolven 
matrice H' c poi tramite la (5.113). Alternativamente, le varie autofunzioni dei termini 
possono essere trovate usando gli operatori di aumento e di riduzione L* e LZ, S* e S7 no- 


ti dalla teoria del momento angolare 
I (L, Ms) = (L, + iL) (L, M;) = BT + M +) (L-M)(LM + 1) 
(5.115) 


I- (L, M;) = (L— iL) (L, M) = BT M + (1 + M)(LM 1) 
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espressioni analoghe si hanno per S* e ST. 
Così, ad esempio, partendo dall’autofunzione 


V(L, M., S, Ms) = Y(4,4,0,0) = (24,25) 


del termine 'G, si determinano le altre autofunzioni corrispondenti ad M; = + 3, * 2, 
+ 1,0. Operando con ZL abbiamo 


Ly (4,4,0,0) = 4/8 (4,3,0,0) (5.116) 
inoltre, essendo £° = 47 + 47, abbiamo 
bava (e gl. 1).(2. >; 1) 
2 Z: Q 2 
[ 1 1 
= 5A (2. MESE 1). (2 ala 1) 
li Li 2 2 
Liga (2. AES 1).(2, ida (£- 1) 
È 2 È = 2 
>& 0,7) + 1] 


e confrontando con la (5.116) si ottiene 


da, 30,09= — EVI: (5.117) 
vV 


Analogamente, operando con L° sulla (5.117) si ottiene 


Y (4, 2,0,0) = i; (24,07) + VENI LD) _ (27,0). (5.118) 


Continuando ad operare con L° si trovano y (4, 1,0, 0) e y (4, 0, 0, 0). Operando invece 
con L*, a partire dalla y (4, —4, 0, 0) = (—2*, —27) si trovano y (4, —3, 0, 0), 
y(4,—2,0, 0) ey (4, —1,0, 0). 

Per il termine *F si ha (vedi Tabelle 5.6 e 5.7) 


to; «3,00 a 1) (5.119) 
iL eta) (5.120) 
ed espressioni analoghe per Ms = — 1. Operando con Z*, I" ed SY si possono determi- 


nare tutte le altre autofunzioni del termine (complessivamente 21), ad esempio 
S-y(3,2,1,1)= v24(3,2,1,0) 


Favia Ts e 0) 
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da cui 


VB:2:10 » 0) 00]: (5.121) 
v2 


Per il termine 'D non abbiamo nessuna autofunzione nota su cui operare per ricavare le 
altre, come abbiamo fatto per i due termini precedenti. Una delle autofunzioni del ter- 
mine !D è la y (2, 2, 0, 0) che è esprimibile come una combinazione lineare delle auto- 
funzioni imperturbate (2*, 07), (27, 0*), (1%, 1°) (vedi Tabella 5.7), come lo sono la 
4 (4, 2,0, 0) del termine 'G (Eq. (5.118) e la v (3, 2, 1, 0) del *F(Eq. (5.121)). Impo- 
nendo alla y (2, 2, 0, 0) di essere ortogonale alle altre due e di essere normalizzata, si 
determinano i coefficienti da assegnare alle singole autofunzioni imperturbate e si ha 


Y (2, 2,0, 0) = Jie. 0) — fre dr fee Ci (5.122) 


A partire dalla (5.122) si possono ottenere nel modo usuale le altre autofunzioni del ter- 
mine !'D con M, = 1,0, —1, —2. 

Per trovare le autofunzioni del termine *P, applichiamo l'operatore L° alla funzione 
L (3, 2, 1, 1) del ?F (Eq. (5.120)) ottenendo 


soa 3 CE | 
ta LL = a dg (1,09); (5.123 
5 5 


Analogamente si determinano le altre 8 autofunzioni del *P e l’unica autofunzione del 
cermine 'S come combinazione dei 5 stati con M, = Ms = 0 in Tabella 5.7. 

Le autofunzioni dei vari termini sono state così ottenute senza utilizzare gli autovalori 
E’; queste autofunzioni costituiscono la base (5.113) nella quale la matrice hamiltonia- 
na completa H = H, + H' è diagonale. Questo suggerisce un altro modo di calcolare 
livelli energetici dei termini in quanto non sono altro che gli elementi diagonali di 
PI ed, 


5.15. Interazione di spin-orbita 


Consideriamo ora la seconda perturbazione dovuta all'interazione tra il momento 
magnetico associato allo spin ed il momento magnetico dovuto al moto orbitale di cia- 
scun elettrone. L'operatore corrispondente ha la seguente espressione (vedi (5.105)) 


H"=Zt(r)b-s (5.124) 


dave 1, ed s; sono gli operatori del momento angolare orbitale e di spin corrispondenti al 
PONE di g P 
j-esimo elettrone, È (7) è data da 


tare ki È oV (7) 


28 7 or 


Nel caso dell’accoppiamento di Russel-Saundets si considera H” come perturbazione da 
aggiungere all’hamiltoniano H) + H' precedentemente considerato. 
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Incominciamo a considerare il caso di un atomo con un solo elettrone di valenza. In 
tal caso manca nell’hamiltoniano il termine H' che tiene conto della repulsione elettro- 
nica, pertanto 


5° 
27220 


H= H+ H"=_ VIVM)+t(l-s. (5.125) 


Calcoliamo gli elementi di matrice H con le autofunzioni di H, che sono del tipo della 
(5.101) con l'inclusione della dipendenza dallo spin 


Y = Ru(t) Yin, O x(+ 1), 


autofunzioni che indichiamo con (x, /, #2,, 72,). Separando la parte radiale da quella an- 
golare abbiamo 


Hi = (2,2 |E@)| 2,0) (472, ms), mt). (5.126) 
Essendo 4 = (/* + /)/2, 4, = i (5° — 14/2, e similmente per s, ed s,, risulta 


biso 4Ghr ti Lie riti. & 1% 


e la parte angolare dell'elemento di matrice (5.126) diviene 


Ls 


(2, 21, ms |\1-s| ', mi, mt) = (0,7, n, l'i, ms) 


, 


sN. mi, mi) + È (l, 22, 12, 
2 


A DE) 


+1 (/, mi, m, 
z 


Il primo dei tre contributi è diverso da zero solo se 72, = 72/ ed 72, = 725; il secondo 
ed il terzo, tenendo conto delle (5.115), risultano diversi da zero solo se #2, = 72/ + 1, 
ms = mi—-\,ed #2, = mi — 1,72, = mf + 1, rispettivamente. Quindi 1-s non 
è diagonale nella rappresentazione (/, 72, 5, 77,). Se per esempio: / = 1; 72 = 1,0, 1; 
s = 1/2; 22 = 1/2, — 1/2; la matrice di l - s risulta 
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72; = Wi + #4, | 3/2 1/2 i —1/2 —3/2 
iL 7 | 2) d:5) i 
Ì 
1,1, 1.1 disp dea 
2 n 
1 1 2 
ib, 2) diese Uda 6.127) 
Z P; 
1,0, sa n= z| Us Ue 
(1, sa i l 1) Ad 8)4 (1-5) 
fa la 
(-11,-1 (1 + Ses | 
i | 


Questa matrice può essere diagonalizzata nella maniera consueta cercando gli autovalori 
come soluzioni delle equazioni secolari corrispondenti ai vari gradini. Successivamente 
si trovano le combinazioni delle autofunzioni imperturbate che costituiscono la n 
base di autofunzioni nella quale (1 - s) è diagonale. Le autofunzioni di questa nuova 
se sono caratterizzate dai numeri quantici /, 5, j, 72;, essendo j = 1+s, come risulta 
dall’esame della matrice (5.127). 

Gli elementi della matrice unitaria di trasformazione della base (/, 772, 5, 77,) nella ba- 
se (/, 5, /, 722) sono detti i coefficienti di Clebsh-Gordan e possono essere individuati in- 
dipendentemente dalla diagonalizzazione della matrice (1 - s). Anche gli autovalori di 
1. s possono essere determinati senza risolvere le suddette equazioni secolari. Infatti, es- 
sendo j? = /° + s° + 2(1-s), abbiamo 


(5, j, | s\4 sj) = Psr Pf) 
2 


ce Ù Litta + Dos Db (5.128) 


La parte radiale dell'elemento di matrice (5.124) è dato da 


È > WERCIEEO rdr. (5.129) 
Prendendo per R,;(r) le funzioni d'onda idrogenoidi (vedi $ 5.1) e V (7) = — Zx eÎ/r, 


risulta 
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74 


ne ch (5.130) 
Imi cai n ‘(( + ne +1) 


Per un solo elettrone (s = 1/2, = / * 1/2) le correzioni da apportare ai livelli imper- 
turbat risultano 


Pete £ (IRE? 
meopelta) Gera) 


Ciascun livello risulta pertanto sdoppiato, a causa dell’accoppiamento spin-orbita, come 
in Fig. 5.26. 


Degenerazione : 


(j:1)-2(41) _. 1 
see eee ee /=£+4 
vd 2 

tal 

(1,2. 11,115) di 

LL 

Degenerazione : 2(2/+1) erat i dat 
(2j+1)-2/ 2 


Fig. 5.26 - Separazione di un livello di elettrone singolo per effetto dell’accoppiamento spin- 
orbita. 


La separazione del doppietto risulta £,, (/ + 1/2) 5? e dipende enormemente da Z,xy 
come risulta dalla (5.130). La degenerazione di ciascun livello è pari a 27 + 1a causa di 
m;. Questa degenerazione può essere rimossa con un campo magnetico esterno (effetto 
Zeeman). 

Quando si hanno più elettroni la perturbazione è espressa dalla (5.124). Assumendo 
che i vari termini siano sufficientemente ben separati dalla repulsione coulombiana 
(H') da poter trascurare il loro mescolamento dovuto all'interazione spin-orbita (H7”), 
consideriamo l’effetto di quest’ultima sui vari termini presi singolarmente. Le autofun- 
zioni imperturbate relative a un dato termine sono del tipo y (L, Mx, S, Ms) (vedi $ 
5.14) e sono caratterizzate tutte dallo stesso valore di Z e di S: sono appunto questi due 
numeri che caratterizzano il termine. 

Gli elementi di matrice di H ” (5.124) nella base (LZ, M,, S, Ms) sono proporzionali a 
quelli dell’operatore L - $, cioè 


(L, Mx, S, Ms |L; (1); +8; | L Mi, S, MA) = M(L, My, S,Ms |L-S | L, Mi, S,M$). 


Si dimostra che la costante X è data da 


En 
25 


ie (S + 0) 


dove il segno + vale quando lo strato degli elettroni di valenza è riempito per meno 
della metà (viceversa, vale il segno —). Ciò premesso, gli autovalori di L - $ si calcolano 
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come per l’elettrone singolo: L + S è diagonale nella rappresentazione che ha per base le 
i =L+S5S, 


rutofunzioni Y (L, S, J, My). Analogamente abbiamo J 
L.S= LPP 
2 


e gli elementi diagonali risultano 
5[{I(JT+ DD IXA+1)_-S(S+ DI. 


L 5,4, My |L-8| 15,54) = A 


La separazione di energia fra i livelli / e(7-— 1) è data da 
(L, S,JM)—E(L,SJ-1,M)=X%?] 


AE = E 
Pertanto, un termine caratterizzato dai numeri quantici Z ed Ssi scompone in (25 + 1) 
livelli, tanti quanti sono i valori possibili di J. 
La Fig, 5.27 mostra come vengono modificati i livelli dei termini risultanti dalla con- 
figurazione elettronica 4? per effetto dell’accoppiamento spin-orbita. 
Degenerazione 
(24 +1) 


Degenerazione 
(25+1)(21+1) 


1 


n 


3 
(ie ( 
bS 3 
a 
a, (5) 


Fig. 5.27 - Effetto dell’interazione spin-orbita sui livelli della configurazione elettronica 4?: 


numeri in parentesi indicano la degenerazione. 
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5.16. Interazione con un campo magnetico 


Nci paragrafi precedenti abbiamo considerato l'interazione coulombiana e di spin- 
orbita, intrinseche alla struttura atomica. I livelli ottenuti conservano la degenerazione 
dovuta al numero quantico My;. Consideriamo ora l’effetto di un campo magnetico 
esterno che causa un'interazione con i momenti magnetici inzerzzi. Nel caso di un cam- 
po relativamente debole, i risultati trovati nel $ 5.6 (effetto Zeeman) sulla base del mo- 
dello vettoriale dell'atomo, possono essere ottenuti più sinteticamente con un metodo 
puramente quantistico. 

Consideriamo l'effetto del campo H come una perturbazione del sistema atomico de- 
scritto dalle funzioni d'onda del tipo y (ZL, 5, J, My), autofunzioni dell’hamiltoniano 
(5.105) includente l’interazione coulombiana e di spin-orbita. L'operatore hamiltonia- 
no di perturbazione, da aggiungere all’hamiltoniano totale (5.102), è dato da 


H'=wW(L+2S)-H= w(J+S)-H 


dove, = ed/2m56 è il magnetone di Bohr ($ 5.6), L ed $ sono misurati in unità di 
6, il fattore 2 che moltiplica S tiene conto dell’anomalia dello spin. Assumendo la dire- 
zione di H come asse % si ha 


H'=hiL+ SH. (5.131) 


Si può verificare che la (5.131) possiede elementi di matrice fra stati con diverso / ma 
non fra stati con lo stesso / c diverso M (= M;). Assumendo che la separazione tra stati 
con diverso 7 sia sufficientemente grande, consideriamo solo l’effetto del campo sui sin- 
goli «stati di spin-orbita» (come ad esempio, vedi Fig. 5.27, *£., ‘4, ‘E, ecc.) ciascuno 
caratterizzato da un dato valore di (2, 3, 4, ecc.). Così facendo abbiamo solo da consi- 
derare gli elementi diagonali di H” che danno le correzioni dei livelli 


E' = (L,S.J,M\|H'|L,S,J,M) (5.132) 
— po HI(L, S,J, M |J:| LS,J,M) + (£,5,J,M 


d 


LSJM). 


Il primo termine risulta semplicemente wo HM. Il secondo si calcola tenendo presente 
che! 


us, mi) isa) d-GIIMSILIA MI 
J(J+ 1) 


Essendo 
RE 
2 
si ottiene 


(L, S,JM|S, 


tiiine een + parta 
J, M) ETRE [/(J+ 1 ( 1) (L + 1)] 


e sostituendo nella (5.132) abbiamo 


1) Vedi Condon e Shortley: The Theory of Atomic Spectra, Cambridge, University Press, London (1953). 
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Da J(J+1) + S(S+1) —L(L+ | 


E' = po HM 
f | 2J(J+D 


= to HM g 


dove g è il festore di Landé (come ottenuto nel $ 5.6). Risulta pertanto che ciascun 
livello caratterizzato da un determinato valore di / viene scisso dal campo magnetico in 
27 + 1 livelli dove la separazione tra ciascun livello è costante e pati a 4 gH. Così ad 
esempio per il livello E, (J = 2,L = 3,5 = 1) abbiamo lo schema di Fig. 5.28. Analo- 
gamente si comportano gli altri livelli della configurazione 4, eccettuati i termini !S, e 
iP, (J = 0) che non risentono del campo magnetico. 

In modo analogo, la presente analisi può essere applicata per trattare anche campi 
magnetici intensi. 


pr iIM se 
e ‘roi 1 I 
i ferro A4E=2 uH 
e E it 
3 -1 
A Fr 


Fig. 5.28 - Rimozione della degenerazione per il livello *F, di un atomo soggetto ad un modera. 
to campo magnetico esterno. 
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Problemi 


1. Calcolare la Funzione d'onda, la densità di probabilità e l’autovalore dell'energia dell'atomo di 
idrogeno nello stato 25. 


Soluzione. Riferendoci alle formule del $ 5.1 abbiamo: 


funzione d'onda, 


3/2 
1 1 r 1 
200 = Rao Yoo(9, TP as 1 1240 
v 20(1) Yoold, ©) Li | >; pier 7/24) 


0 


= (84 i > sco (— 7124), 
2a 


densità di probabilità, 


2 
|M]? = i 1 L clp ( rlao) , 
q di 240 
autovalori dell'energia, 


Le De ehe 


2. Il nucleo dell'atomo di idrogeno non è puntiforme ma una sferetta di raggio 4=107!* cm (pri. 
ma orbita di Bohr 4@= 10° cm). 

Discutere perché questo fatto porta ad una correzione dell'energia del livello fondamentale. Cal- 
colare la variazione relativa. 


Soluzione. A causa della finitezza del nucleo l'energia potenziale del sistema è rappresentata dalla 
funzione V (7) = — Ze?/rsolo per "> 4, ma non per r< 4. L'energia potenziale del sistema deve 
quindi essere corretta, questa correzione introduce una perturbazione e, conseguentemente, una 
variazione all’energia. 

In termini quantitativi, indicando con H' la perturbazione, la variazione AE del livello fonda- 
mentale E, è 


AE = |v'Hydr. 


Calcoliamo H'. 
Consideriamo il nucleo come una distribuzione uniforme di carica totale Ze. Il flusso del campo 
elettrico all’interno della sfera di raggio 7 = 4 è dato da (teorema di Gauss) 


@(E)= 4rg(1) = 4nr E(1) 
da cui 


CAO) A 
ri è 


E (n = 


P 


e, poiché E = — grad U (V= — eU), 


UM =— (aaa Costo 
o 4 
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costante C è determinata dalle condizioni al contorno 


Ure ge quindi pa SEE 
PA 2 4 
rranto 
U (Pea Ze 1,3 Ze 
a 2 2 4 
biamo allora: 
V=WMaV' dove Peet 
Po 
H'=V=V We Ze? r? 3Ze° 2 Ze? (0<7,< 2) 
24° 2a r 


variazione (al 1° ordine) del livello fondamentale è: 


AES! Ti | Woo: Wico dr 


| essendo 
3/2 
Yivo = Woo = Rio Yoo = 2 £Z exp (— Zr/an)(47)!"° 
do 

bbiamo 

AE = l'e 4r fw 2Zr\(1° 3 il\rar, 

TÀ 5 % |\ 24° 2a r 
iché 7 < 4 risulta exp (— 2Zr/4) = 1, quindi 
dpi e, È Ep, 


5 d 


Per l'idrogeno, ricordando che E = Z?e*/24,, otteniamo 
pi) 


AE! dla - 107°, 
Ey 5 \4 


3. Un atomo di idrogeno, nello stato fondamentale, è posto tra le armature di un condensatore fra 
le quali c'è un campo elettrico omogeneo E della durata di un tempo #. Dire per quali stati con 
» = 2a probabilità di transizione, # = 1 — # = 2, è diversa da 0. Ricordare che le funzioni sferi- 
che sono pari o dispari quando il numero quantico azimutale ad esse associato è pari o dispari ri- 
spettivamente. 

Soluzione. Assumendo la direzione del campo elettrico come asse z abbiamo che la perturbazione 
dovuta al campo è 


H'=—eEz= — eErcosì 


essendo r e d le coordinate polari dell'elettrone. 
La probabilità di transizione è proporzionale a |H{1 |? ed è diversa da zero solo se lo è l'elemento 


di matrice (vedi Eq. (4.34) del Cap. 4) 
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In questo caso abbiamo 


Hi, = — E | Ri (©) Yin (8, 6) rcos9 Ru (1) Yor (8, 0) 7° send di d9 de 


= — cE | Ri (Mr Rio dr | Yi (9, 0) Yao (8, €) così send 40 de 


Dl sfera 


con /= 0,1 equindi 7 = 0, £1. 

Il prodotto Yyw cos send è una funzione dispari (Eq. (5.6)) quindi occorre, perché l'integrale non 
si annulli. che le Y;, siano funzioni dispari. Delle quattro funzioni associate a 7 = 2, solo quelle 
con / = 1 sono dispari, di queste tre solo la Yo rende l'integrale diverso da 0 pertanto è permessa 
solo la transizione dallo stato (1, 0, 0) allo stato (2, 1, 0). 


4. Secondo il modello semiclassico, discutere qualitativamente la variazione della correzione di 
Rydberg al variare dell’ellitticità della traiettoria dell’elettrone di valenza. 


5. Discutere la differenza che esiste fra il momento angolare come risulta dalla teoria di Bohr e 
quella quantistica. 


6. Indichiamo con 4°" (+, /, 72) l’autofunzione dell'idrogeno senza il contributo di spin. Sapendo 
che 


{ u* (n, 0, m) rt u® (n, 0, m) dr = 5 | + +) (+ n 7 


dove 4, è il raggio di Bohr, calcolare l'interazione spin-orbita per il livello 2) dell’idrogeno. 
Soluzione. Dall'Eq. (5.46) abbiamo 


È 
<AW> = —“—- (m-s) | ui 1 40 dr 
2 2 aut J 3 
2mi c pi 
PA 
= (Mu È 
23 ò 


La& 

2 
Poiché (m - 5), = 

ia DA 

2 

abbiamo 

<AW>, = C # i 

Ami cd »| + 3) #1) 
<AW> _ = e’ h° 1 
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L; E i 
Essendo 4 = —"— , risulta 
Mec 
8 
<NW>, = PESS L 


282 #(22+ DU + 1) 


<AWS _ 0 08 1 
29 G nl(2l + 1) 


Per lo stato 22 dell'idrogeno (/ = 1) otteniamo 
<AW>, = 1.6 x 10° eV, 


<AW>_ = —3.2 x 107 eV. 


>. Definire che cosa è uno stato metastabile e verificare, basandosi sulle regole di selezione, che il 
ivello 2 35, dell’ortoelio è un livello metastabile. 


8. Sia dato un atomo, soggetto ad un debole campo magnetico, la cui risultante di spin è nulla. 

onsideriamo due livelli caratterizzati dai numeri quantici interni / = 1] = 2. Basandosi sulle 
regole di selezione verificare che si possono avere 9 transizioni di dipolo alle quali corrispondono 
solo tre righe spettrali. 


vluzione. Essendo la risultante di spin uguale a zero, la separazione dei termini è costante (effet- 
:o Zeeman normale) ed uguale nei due gruppi di livelli, pertanto si osservano sole tre righe corri. 
spondenti a AM = 0, AM = 1,AM = — 1. 


). L'effetto Paschen-Back si può anche definire come «un apparente effetto Zeeman normale 
ome è possibile distinguere l’uno dall'altro? 


10. Gli spertri di raggi X sono dello stesso tipo per qualsiasi elemento (vedi Fig. 5 
nente agli spettri ottici che mostrano differenze sostanziali per elementi che app 
ferenti colonne nella tavola periodica. A che cosa è dovuta questa differenza di co 


6. Struttura e spettroscopia delle 
molecole più semplici 


5.1. La molecola dell’idrogeno 


La teoria semiclassica di Bohr dell'atomo d’idrogeno permise fin dal 1913 di comin- 
ciare a capire la struttura degli atomi, anche i più complessi. Al contrario, nessuna teoria 
semiclassica è stata capace di interpretare neanche le più semplici molecole. Il problema 
della molecola dell'idrogeno è stato infatti risolto per la prima volta, in via approssima- 
tiva, da Heitler e London nel 1927, cioè assai più tardi e facendo uso della meccanica 
quantistica rigorosa. 

La teoria della molecola dell'idrogeno ha per lo studio delle molecole altrettanta im- 
portanza di quella dell'atomo d’idrogeno per gli atomi. Con essa per la prima volta si 
arriva a rendersi conto di due fatti essenziali e cioè la notevole s%24:/i12 della molecola e 
ia saturazione del legame, cioè il fatto che due atomi soli possono combinarsi. Essa fornì 
il prototipo di tutti i legami molecolari di carattere non elettrostatico, cioè dei legami: 
covalenti. 


le, il moto degli elettroni (1 e 2) nel campo di due nuclei di carica unitaria (4 e è) 
no, pet ipotesi, mantenuti fissi a una certa distanza mutua R. Se Ra è abbasi 
grande, abbiamo a che fare con due atomi d’idrogeno isolati in cui per esempio l'elet- 
trone 1 si trova associato al nucleo 4, quello 2 al nucleo 4. Potremo descrivere questa si- 
tuazione per mezzo della funzione d'onda (nelle coordinate di posizione) 


Woa (11) Vos (12) (6.1) 


anza 


dove Yoa, Vos sono le autofunzioni radiali dello stato fondamentale dell’idrogeno ($ 5.1 
del Cap. 5) centrate rispettivamente nel nucleo 4 e nel nucleo 4 e debitamente norma- 
lizzate. In queste condizioni l'energia, ossia «l’expectation value» dell'operatore 
H, + H,, dove H, e H; sono gli hamiltoniani dei due elettroni nel campo dei rispettivi 
nuclei, è certamente 25 se con E, indichiamo l’energia di ciascun elettrone (— 13.59 
eV), cioè non si ha sensibile interazione. 

Questo è il caso se la distanza R,, dei nuclei è grande, ma se non lo è, ci sarà un’ap- 
prezzabile probabilità che gli elettroni si scarz42r0 fra loro, passando allo stato descritto 
dalla funzione d'onda Wos(1:) Vos(t1). Per tener conto di questo la funzione d’onda (6.1) 
va sostituita con la seguente 


2 Yo, (11) Vos (12) + Vos (12) Vos (1)] (6.2) 
S/2 
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Qui il fattore (1//2) serve a preservare, approssimativamente, la normalizzazione!’ e n 
è un fattore di fase sul quale torneremo fra un momento. A questa funzione delle coor- 
dinate di posizione andrà associata un’autofunzione delle coordinate di spin x (01, 0») 
per dare l’autofunzione completa 


W = 1 1g (%) Von (6) + nf (1) e (1 (01, 2a) (6.3) 
vV 


In questo processo di scambio, che ora è implicito nella forma dell’autofunzione, è la 
chiave di tutto il problema. Infatti anche in questa prima e certo grossolana approssima- 
zione, è possibile vedere che l’autofunzione Y può giustificare un'energia di legame del 
corretto ordine di grandezza. 

Cominciamo col ricordare, come si è già fatto al 8 5.5 del Cap. 5, che le autofunzioni 
di spin per una coppia di elettroni sono una antisimmetrica x., cottispondente a spin 
antiparalleli, e tre simmetriche x, x, Xs, corrispondenti a un’orientazione parallela 
degli spin. Per rispettare l’antisimmetria globale dell’autofunzione completa Y questi 
due tipi di autofunzioni di spin dovranno associarsi rispettivamente a un’autofunzione 
simmetrica e una antisimmettica delle coordinate di posizione. Quest’ultime si ottengo- 


no ponendo rispettivamente 7 = 1 n = — 1 nella (6.2). Avremo dunque 
qn=1 PErxX = Xa (spin antiparalleli) 
(6.4) 
pe PeErx = Xu, o, Xo (spin paralleli). 


Un'informazione qualitativa, su quale dei due casi sia più favorevole alla formazione di 
un legame, si può ottenere andando a cercare l’espressione della densità di probabilità 
di presenza per l’elettrone singolo, che si ottiene dal quadrato dell’autofunzione, inte- 
grandolo nelle coordinate dell'altro elettrone. Si trova che il caso 7 = 1, cioè l’autofun- 
zione simmetrica, dà un distribuzione più nutrita nella zona intermedia fra i due nu- 
clei, dove una densità di elettricità negativa serve a creare un'attrazione fra questi. Per 
vedere le cose meno qualitativamente non c'è che da calcolare l'energia che è data 
dall'espressione 


w=-|vH%' d 


dove H questa volta deve includere tutte le interazioni degli elettroni fra loro e coi nu- 
clei e dei nuclei fra loro. Sarà, con ovvio significato dei simboli, 


= i ; AT 
W = {1 [o(1) dos(2) + 10.02) Vo(D)| Pv + VD) #( 3 


ù) Tia Ti 


sid a Li Sg | Vor(2) + mYoa(2) Los(1)}" dr dîrn. (6.5) 


Tra Tab Ta ab 


Tenuto conto dei termini che si annullano e di quelli che riproducono semplicemente le 
energie (E) degli atomi imperturbati, si arriva a un risultato finale che semplificando 


1) Siccome yos € Yo, non sono, a rigore, ortogonali, cioè l'integrale S = | Vos) Wix(1) 4?1 è piccolo (perché è 
limitata la sovrapposizione delle autofunzioni) ma non è nullo, si dovrebbe introdurre (come si verifica fa- 
cilmente) il fattore [2 + (7 + n°) S°J!??, ma in via approssimativa si può anche porre S = 0. 
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un po’ le cose (ad esempio trascurando il fatto che wo € Vos non sono a rigore ortogona- 
li) si può esprimere con l'equazione 


porla È 4 {a (6.6) 


ab 


col segno + che vale per n = + 1eilsegno — pern = — 1. Qui/e Ksono dati da 


pa@ (+ ib 1) a()]*| va) d'ri dt 


Tia Tib Tra 


K = parte reale di il» dr iva) 48:(2) Voe(2) Vos(1) ri dr: . 


Tia Tib Tra 


L'energia nei due casi è dunque 


2 . TANN è . 
W.,= 26 + € +]J+ K per l’autofunzione posizionale simmetrica e 
ab spin antiparalleli 
(6.7) 


2 . o» PICO 
W. = 2E + £—- + J— K. per l’autofunzione posizionale 4nts17zzzetrica e 
ab spin pardlleli. 


L’integrale J si chiama integrale cou/omzbiano; K è l'integrale di scambio. Il primo am- 
mette un’interpretazione classica perché si può considerare come l’espressione dell'ener- 
gia delle due nuvole di carica degli atomi nella loro interazione fra loro e con l’altro nu- 
cleo. L’integrale di scambio non ammette un'analoga interpretazione. Si può ir 
mostrare, con un ragionamento un po’ formalistico, che esso è dato da 4v,, dove », è la 
frequenza con la quale gli elettroni si scambiano fra loro. 

Tanto } che K risultano negazizi nella regione delle distanze R,, che interessa per la 
formazione della molecola, ma siccome K è molto più grande e può entrare nell’espres- 
sione dell'energia con un segno o col segno opposto, è quest’ultima circostanza che de- 
cide il carattere attrattivo o repulsivo dell'interazione degli atomi alle distanze medie (a 
distanze piccole l'interazione è sempre repulsiva). In Fig. 6.1 è riportato l'andamento di 
We Win funzione di R,, come risulta dalle formule precedenti. La curva W rappre. 
senta il risultato che si otterrebbe con un’autofunzione del tipo (6.1), cioè senza scam 
bio (in questo caso il minimo è dovuto all’integrale / ). La profondità del minimo, cioè 
l'energia di dissociazione della molecola, è del giusto ordine di grandezza benché il suo 
valore di 3.14 eV risulti alquanto inferiore al valore vero che è 4.48 eV. La distanza 
d’equilibrio R2, dei nuclei risulta 0.80 A, contro un valore sperimentale di 0.74 A. 

Il calcolo è stato raffinato in vari modi da numerosi autori, ma non c'è dubbio che 
l'impostazione, pur semplificata, di Heitler e London coglie il punto essenziale del pro- 
blema. 

La saturazione del legame è poi ovvia e deriva dal fatto che solo due elettroni possono 
avere spin antiparalleli. Un elettrone appartenente a un terzo atomo non potrebbe inte- 
ragire nel modo necessario per creare un legame. 


1) La nomenclatura qui adottata è quella di C.J. Ballhausen, Introduction to ligand field theory (Ed 
Mac Graw-Hill, New York, 1962); altri autori adottano nomenclature diverse. 
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Fig. 6.1 - Andamento dell'energia degli stati W., W,, W in funzione della distanza dei nuclei 
per la molecola di idrogeno. 


6.2. Nozione di risonanza. Metodi approssimati nello studio di sistemi 
complessi 


L'energia di legame per la molecola dell’idrogeno è stata ottenuta nel paragrafo pre- 
cedente assumendo come autofunzione approssimata una combinazione (Eq. (6.2)) di 
due funzioni che rappresentano ciascuna una configurazione particolare della molecola. 
Si suol dire che /a w20/ecola risuona fra le due strutture rappresentate dai due termini 
dell’autofunzione. Si può infatti far vedete che la molecola passa periodicamente 
dall'una all’altra delle due configurazioni «in risonanza» e questo comportamento è for- 
malmente analogo a quello che si ha in meccanica classica per un sistema di due pendoli 
risonanti, debolmente accoppiati, in cui l'energia di oscillazione si concentra periodica- 
mente ora sull’uno, ora sull'altro. Molto più importante di questa analogia classica è pe- 
rò il fatto che questo processo di risonanza è collegato (in meccanica quantistica) a 
un'abbassamento dell'energia del sistema, relativamente ad ambedue gli stati in riso- 
nanza, di una quantità spesso chiamata emergia di risonanza che nel caso della molecola 
H. è data dall’integrale di scambio. 

Si può considerare il procedimento di combinazione delle autofunzioni particolari, 
che possono essere anche in numero qualunque, come un processo di approssimazione 
all’autofunzione vera, processo che potrebbe anche diventare rigoroso se le autofunzioni 
che si combinano appartenessero a un sistema completo di funzioni ortogonali. L'abbas- 
samento di energia che così si ottiene si può allora considerare come una conseguenza 
della proprietà delle autofunzioni di mmimizzare l'energia. Questo si deve intendere 
nel senso che se si calcola l'energia mediante la formula (generale) 


w= | y(AMHvi(g) 4 (6.8) 


per uno stato stazionario descritto dall’autofunzione (esatta) Y,(4), il valore che si ottie- 
ne per W è inferiore a quello che si otterrebbe sostituendo y,(4) con qualunque altra 
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funzione 


Y.(4) + (9) 


love d(4) è una variazione infinitesima che rispetta la normalizzazione. Inversamente, 
passando da una funzione meno accurata a una più accurata per Y,(4), si deve avere che 
Y calcolata con la formula (6.8) diminuisce. È questa una caratteristica generale delle 
:utofunzioni che si può dedurre dall’equazione di Schròdinger senza il tempo (Cap. 4, 
$ 4.2) della quale le autofunzioni y, sono soluzioni. Questa proprietà si può sfruttare in 
modo più sistematico come segue. 

Se delle considerazioni di plausibilità fisica suggeriscono che lo stato di un sistema 
possa essere descritto come la sovrapposizione di un certo numero di stati yy; ... Ym (nel 
aso del paragrafo precedente se ne sono considerati soltanto due, ma diventano di più 
rei successivi raffinamenti della teoria), si può porre 


y= arti + ada +... + Amm. (6.9) 


Si calcolerà poi l'energia W con la formula (6.8) dove a y, si sostituisce la (6.9) e questa 
srandezza risulterà funzione dei coefficienti indetetminati a, e di eventuali altri para- 
metti 8; (nell'esempio precedente la distanza dei nuclei R,, sarebbe uno di questi). Si 
avrà cioè 


W cm W (ai see Ama Bi ma Bn) . 


Da questa espressione si possono ricavare i valori ottimali per gli a; e i 8, imponendo le 
condizioni di stazionarietà 


IW _0 Lada 1 
da; 

CIA 0= Lago 
dB; 


alle quali va aggiunta la condizione di normalizzazione 


(uan: (6.11) 


Un procedimento di questo tipo si chiama un zzet0do variazionale. Naturalmente, se 772 
e n non sono piccoli e se le funzioni ; non sono semplici, il metodo diventa presto diffi- 
cile da maneggiare, sicché il suo successo dipende da una scelta indovinata delle funzio- 
ni iniziali, in modo da poter ottenere risultati attendibili senza entrare in eccessive com- 
plicazioni.! 

I problemi di struttura molecolare sono così complessi che spesso anche i metodi va- 
riazionali risultano poco adatti e ci si deve limitare a considerazioni più qualitative. Ciò 
non toglie che si possano ottenere risultati niente affatto banali. 

Un principio semi-empirico che si adopera spesso è quello della w24ssî724 sovrapposti 
zione (maximum overlap) delle autofunzioni. Questo è suggerito dall’espressione 
dell'energia di legame della molecola d’idrogeno, cioè dalla struttura dell’integrale di 


1) Nel caso del paragrafo precedente le Eq. (6.10) non sono state necessarie perché i due coefficienti che 
combinano le due autofunzioni particolari sono imposti dalle condizioni di normalizzazione e di simme- 
tria. Le derivate rispetto a 6 si potrebbero applicare per determinare Rs. Il risultato è ovviamente Ri. 
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scambio. Questo integrale contiene due volte un fattore del tipo W.(1) V7 (1) e quindi la 
sua entità dipende dal fatto che esista una regione (quella intermedia fra i nuclei) dove 
le due funzioni y, e Y, sono entrambe significativamente non nulle, cioè dipende dalla 
sovrapposizione (overlap) delle due autofunzioni. Questo fa capire che in una molecola 
si stabiliranno legami di valenza (legami covalenti) attraverso la sovrapposizione delle 
autofunzioni di due elettroni appartenenti ai due atomi che devono venire legati. Tale 
legame sarà tanto più intenso, cioè corrisponderà a un minimo dell’energia tanto più 
profondo, quanto più notevole è la sovrapposizione, da cui l’idea del massimo di so- 
vrapposizione. Si trova così giustificata una nozione nota da tempo ai chimici e cioè che 
ogni legame di valenza comporta una coppia di elettroni condivisi fra atomi diversi. Il 
massimo di sovrapposizione si può avere per coppie di elettroni rappresentate da un’au- 
tofunzione posizionale sizzzzetrica rispetto al loro scambio e quindi con spin antiparal- 
leli. Questo assicura, come già si è detto, la saturazione del legame ed anche l'indipen- 
denza dei legami l’uno dall'altro che è un aspetto caratteristico, familiare dalla chimica. 

Invece di approssimare l’autofunzione per lo stato fondamentale di H, con delle au- 
tofunzioni del tipo Ya(t1) Ws(1:) in cui ciascun elettrone occupa un orbitale atomico, si 
può anche procedere altrimenti, introducendo autofunzioni del tipo y.(r.) + nYs(n) 
che rappresentano l’elettrone 1 come condiviso fra i due atomi invece che appartenente 
a uno dei due. Una simile combinazione prende il nome di orbitale molecolare. Il meto- 
do basato su questi orbitali è legato ai nomi di Hund, Lennard-Jones, Mulliken e altri, e 
sarà trattato più dettagliatamente nel $ 6.5. 

Naturalmente qualsiasi metodo di approssimazione, se si potesse spingerlo a fondo, 
dovrebbe dare gli stessi risultati. Siccome però solo una piccola parte del processo di ap- 
prossimazione può essere eseguita, in pratica la scelta del metodo non è indifferente. Si 
trova per esempio che la molecola dell'idrogeno è meglio descritta col metodo di Heitlet 
e London, mentre quella dell’ossigeno è meglio descritta con quello degli orbitali mole- 
colari, che in particolare rende conto in modo naturale del perché la molecola O;, nono- 
stante il numero pari di elettroni, è partamagnetica. Infatti si può far vedere che i due 
elettroni appartenenti agli orbitali molecolari più elevati devono tendere a orientare pa- 
rallelamente i loro spin come di regola avviene per gli elettroni di valenza degli atomi 
singoli, fintanto che ci sono orbitali liberi a disposizione. 


6.3. Struttura di alcune molecole semplici. Valenza direzionale 


Il principio della massima sovrapposizione è capace di fornire importanti informazio- 
ni su numerose molecole. Per capite come, è necessario premettere alcune considerazio- 
ni sugli orbitali atomici degli elettroni di valenza. Questi sono quasi sempre del tipo so 
) (molto meno frequentemente 4 ). Nel $ 5.1 del Cap. 5 abbiamo dato le espressioni 
del e corrispondenti autofunzioni come prodotti di un’autofunzione radiale per una 
funzione sferica. E precisamente risulta (Egg. (5.2) e (5.6) 


per 7 qualunque e / = 0 orbitale s, o 


€ Ruo(7) 


per # qualunque e / = 1,7/= 00 |... io = €: Ru(r) così 
pet # qualunque e / = 1,72 = 1 orbitali p yi = 0 Ru(1) send e!” 
per n qualunque e / = 1,7/= —1 |... Yi 1 = € Rat) send e 
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Da queste formule risulta che s ha simmetria sferica, mentre |2|° ha simmetria cilindri- 
ca. Non è detto che questi caratteri di simmetria siano i più appropriati per descrivere gli 
elettroni nelle molecole perché la presenza di altri atomi altera il campo di forze special- 
mente nella zona degli elettroni periferici, mentre il principio della massima sovrapposi- 
zione tenderà, per conto suo, a localizzare ciascuno degli elettroni di legame in una par- 
ticolare zona dello spazio dove potrà scambiarsi con un elettrone appartenente a un altro 
atomo della molecola. Nell’atomo d’idrogeno sappiamo che tanto gli stati s che f ap- 
partengono a un medesimo autovalore dell'energia. Negli alcalini però solo i tre orbitali 
» appartengono ancora a un medesimo livello. Supponendo che ciò sia almeno approssi- 
mativamente vero per un atomo che fa parte di una molecola, sarà lecito combinare li- 
nearmente fra loro i tre orbitali p per ottenere degli orbitali più soddisfacenti ai fini di 
costituire legami. Normalmente si scelgono le seguenti tre combinazioni 


Ds = & (Lu + dii) = v2 03 Ru(7) send cosp 
V2 

Dy = L_ (fa — Yi) = V2 6 Rel) send seng 
iz 

PD: = Vie = 0 Ram) così. 


Gli indici x, y, z attribuiti ai nuovi orbitali f sono suggeriti dal fatto che tali or! 
hanno la medesima dipendenza da è e © delle componenti x, y, del vettore r. o anche 
dal fatto che ciascuno si riferisce al proprio asse nello stesso modo con cui Yo = 2. si rr 
ferisce all'asse 2. Cioè i diagrammi polari sono gli stessi e si compongono di una cop 
di cerchi tangenti fra loro nell'origine come mostrato in Fig. 6.2. Questo modo di sce- 
gliere gli orbitali p ha la caratteristica di differenziare al massimo le zone di appartenen- 
za (distribuite lungo i tre assi cartesiani) e anche di rendere massima la lunghezza dei 
diagrammi polari (qui i diametri dei cerchi). Si noti che l’autofunzione ha valori opposti 
nei due lobi di ciascuna coppia. A causa del fattore temporale l’autofunzione è in realtà 
complessa e i segni tanto delle parti reali che di quelle immaginarie nei due lobi si scam- 
biano periodicamente. L'indicazione dei segni deve essere intesa perciò come puramen- 
te relativa. 

Con questo semplice artificio di una scelta appropriata degli orbitali di legame si è già 
in grado di render conto degli aspetti salienti della struttura di diverse molecole. 

Consideriamo per esempio /'4cg44 (3.0). L’atomo di ossigeno ha la struttura (Cap. 


il 


pela) Palt) 


Fig. 6.2 - Diagrammi polati degli orbitali f,, f, e ?, dove, per gli orbitali p, e p,, a = (7/2) — © 
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Ciò significa che nei 3 orbitali p, p, f. devono trovar posto 4 elettroni. Uno degli orbitali 
(ad esempio /,) è perciò occupato due volte e non può formare legami: li possono for- 
mare gli altri due e perciò l'atomo è bivalente. Quando si forma la molecola dell’acqua i 
due orbitali f, e ), si sovrappongono un poco (in fase) agli orbitali 15 dei due idrogeni 
per dare una struttura del tipo mostrato in Fig. 6.3. Per la tendenza dell'atomo di ossi- 
geno a completare la sua zona esterna, però, gli elettroni si concentrano un po’ di più su 
questo atomo col risultato di lasciare parzialmente non neutralizzate le cariche positive 
dei nuclei dell'idrogeno. C'è così un'attrazione elettrostatica «diretta» che viene ad ag- 
giungersi a quella del legame covalente (che è pure, ma indirettamente, di origine elet- 
trostatica). Il legame perciò non è covalente puro (come nella molecola H;). ma perzia/- 
mente ionico. Si noterà che non esiste un confine netto fra legame covalente e legame 


/ ha N 
! 2Pylo 2Pxi 
Fig. 6.3 - Rappresentazione schematica degli orbitali che costituiscono i legami nella molecola 
dell’acqua. 


ionico, ma anzi c’è la possibilità di tutte le sfumature intermedie. Il carattere patzial- 
mente ionico del legame e la struttura non lineare si manifestano nel fatto ben noto che 
la molecola ha un momento dipolare. Al carattere ionico si deve pure attribuire il fatto 
che l’angolo fra le direzioni O-H, quale risulta per esempio dall’analisi strutturale del 
ghiaccio, non è di 90° ma di 105°. Ciò è confermato dal confronto con l’analoga mole- 
cola H:S dove tale angolo è di 92°, in accordo col carattere assai meno elettronegativo 
dell'atomo di zolfo. La distanza dei nuclei dell’idrogeno da quello dell’ossigeno risulta 
0.97 À. Questo dato, unito alla conoscenza dell'angolo HOH e a quella del momento 
dipolare che è 1.84 x 107!* u.e.s. (ottenibile da misure dell'andamento della costante 
dielettrica con la temperatura) dà per la carica effettiva degli idrogeni un valore di circa 
+ e13. 

In modo altrettanto naturale si spiega la struttura dell’azzzzoriaca (NH:). Qui l’ato- 
mo centrale è l’azoto con la composizione elettronica 


15° 25° 2p° 


Fig. 6.4 - Struttura piramidale della molecola di ammoniaca. 
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Tutti e tre gli orbitali p, p, ), sono capaci di formare legami e perciò nella molecola NH; 
avremo gli orbitali 15 dell'idrogeno che si sovrappongono, parzialmente, ciascuno a uno 
degli orbitali p, ), f, dell'azoto per dare una struttura a piramide trigonale (Fig. 
6.4), che è confermata dall’esperienza. La distanza NH si trova essere 1.01 À, mentre 
l'angolo HNH è anche qui un po’ maggiore di un angolo retto e cioè 108°. La differen- 
za rispetto a 90° è anzi ancora un po’ più grande che per l’acqua, ciò che si spiega col 
fatto che qui sono tre le cariche che si respingono. Il momento dipolare osservato è 
1.3 x 107? u.e.s.. Questo, insieme coi dati precedenti, permette di valutare in circa 
+ el4 la carica degli atomi di idrogeno. 

Un po’ meno semplice è il caso delle valenze del carbozio. Nello stato fondamentale 
la struttura elettronica dell'atomo è 


122920, 


quindi sembrerebbero esserci soltanto due elettroni capaci di fornire legami, in contra- 
sto con la tetravalenza ben nota dell'elemento. Quattro elettroni disaccoppiati (che dan- 
no luogo perciò a uno stato con molteplicità 2 x (4/2)+1=5) si possono avere nello sta- 
to eccitato 


19° 25 2p°. 


Prendendo questa struttura come base per spiegare la valenza, bisogna supporre natu- 
ralmente che la maggiore energia dello stato di partenza sia compensata dalle energie di 
risonanza dei legami che si possono creare con gli atomi che entrano in combinazione. 

Pauling e, indipendentemente, Slater hanno mostrato (1931) che se si combinano li- 
nearmente gli orbitali 25, 22;, 29,, 29. e si impone la condizione che le combinazio- 
ni lineari conducano a diagrammi polari della massima lunghezza, si ottengono 4 orbi- 
tali uguali, aventi diagrammi polari del tipo mostrato in Fig. 6.54, orientati secondo : 
quattro vettori r; ... 1, che vanno dal centro ai vertici di un tetraedro regolare (vedi Fig. 
6.55 ). Si ha così una spiegazione del fatto ben noto in chimica organica (fin dal secolo 
scorso) che si designa abitualmente come la valenza retraedrica del carbonio. Il carattere 
estremante degli orbitali tetraedrici, che assicura la massima sovrapposizione degli orbi- 
tali di legame e quindi la massima stabilità delle molecole, spiega anche come mai gli 
angoli dei vari legami si trovino sempre a deviare al più di pochi gradi dal valore caratte- 
ristico del tetraedro regolare, cioè 109° 28', anche quando per la diversità degli atomi o 
radicali che si legano ci si potrebbe aspettare delle deviazioni. 

Il processo di combinazione degli orbitali con numeri quantici azimutali differenti (s 
e p) è stato chiamato da Pauling una ibridizzazione. L’ibridizzazione che conduce agli 
orbitali tetraedrici si designa col simbolo sp* ed è caratterizzata dal seguente quadro di 
coefficienti di combinazione (a meno di un comune fattore di normalizzazione) 


(4) 
(5) 
Fig. 6.5 - 4) Diagramma polare di un orbitale ibrido sp. 


6) Struttura tetraedrica dove i vettori ri...r, rappresentano le orientazioni di quattro 
orbitali ibridi come in 4). 
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2s 2h, 2h, 2p. 
1 1 1 1 
1 1 22) sd 
1 i 1 21 
1 | sd = 


L’ibridizzazione sf? è caratteristica della simmetria tettaedrica (esatta o approssimata) 
dei legami. Si possono avete però dei legami a simmettia meno elevata ai quali corri- 
sponde una diversa ibridizzazione, detta sf?. In questo caso uno degli orbitali f, mettia- 
mo sia il f,, rimane pet conto suo, mentre si combinano 25 con 2), e 2), per date, sotto 
la solita condizione della massima lunghezza, tre orbitali che emanano dall’atomo di 
carbonio secondo tre direzioni a 120° fra loro nel piano xy. La trasformazione lineare è 
caratterizzata dai seguenti coefficienti 


25 2p: 2d, 2P. 
0 0 0 1 
1 No; 0 0 


1 Ro I fi 0 
Na 2 

1 1 J3 0 
2 2 


Una molecola che mostra un doppio esempio di questo tipo di struttura è l’ezilere 


er “Sg 


nella quale però si ha, fra i carboni, non un semplice ma un doppio legame, ciò che im- 
plica due coppie di elettroni in interazione di scambio. Questo trova la sua spiegazione 
nel fatto che se (come è ragionevole ritenere) i piani xy per i due atomi, cioè quelli che 
contengono i legami a 120°, vanno a coincidere, allora gli orbitali p, dei due atomi ven- 
gono a giustapporsi patallelamene com'è indicato in Fig. 6.6 e sono quindi in grado di 


Fig. 6.6 - Rappresentazione della molecola di etilene con gli orbitali che costituiscono il secondo 
legame tra gli atomi di carbonio. 
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Fie. 6.7 - Schema della formazione di un legame x tra due atomi di carbonio: 4) sovrapposi- 
zione di due orbitali atomici p adiacenti; 4) orbitale molecolare risultante. 


sovrapporsi in parte. Che questa sovrapposizione non sia così efficace, come quella che si 
na quando due orbitali si sovrappongono lungo il medesimo asse, spiega due caratteri- 
stiche del doppio legame: la minore energia associata al secondo legame"? e la sua eleva- 
2 reattività, cioè la tendenza che mostra a rompersi per saturarsi con altri atomi, per 
esempio altri due idrogeni, per formare con essi altri due legami normali. In questo ca- 
so, si passa a H:C — CH; che ha la struttura di due tetraedri opposti, praticamente libe- 
ri di ruotare intorno all’asse comune. Deve esser notato il fatto che lo stato dei due elet- 
troni appartenenti agli orbitali ), adiacenti (vedi Fig. 6.74) può essere anche descritto da 
un unico orbitale molecolare a due lobi, del tipo indicato in Fig. 6.75, la cui espressione 
approssimata è 


È [ Pao(1) + 25(0)] (6.12 
2 


ed è condiviso dai due elettroni a spin antiparalleli. In quest’ultimo stato gli elettroni si 
muovono da un atomo all’altro. 

I legami formati da orbitali «coassiali» (esempi C — H, H — H) si chiamano legami o: 
quelli formati da orbitali «paralleli» come quelli fra gli orbitali ), dell’etilene si chiama- 
no legami ©. 

La valenza trigonale che nasce dall’ibridizzazione sp? spiega anche la molecola del 
benzolo che è espressa chimicamente dalle due formule (di Kekulé)? 


Si spiegano cioè 


a) la planarità della molecola; 


1) Si chiama erergia di un legame il contributo caratteristico che la presenza di quel legame nella molecola 
potta al calore di formazione del composto (e che rimane praticamente lo stesso nci vari composti). Per il 
legame C—C si trova l'energia di 58.6 kcal/mole. Per C=C invece 100 kcal/mole, cioè al secondo legame 
vanno attribuite soltanto 41.4 kcal/mole. 


2) Si sottintende un gruppo CH a ogni vertice dell’esagono. 
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Fig. 6.8 - Due diverse localizzazioni degli orbitali molecolari di tipo 7 nella molecola del benzolo. 


5) la non-localizzazione dei doppi legami c quindi il fatto che non esistono due tipi di 
composti ortosostituiti, ma uno solo; !’ 


c) la stabilità della molecola stessa. 


Il punto 5) è illustrato dalla Fig. 6.8 che mostra come l’orbitale molecolare del tipo 
(6.12) può unire altrettanto bene gli atomi 2, 4 o quelli 2, c, cosicché gli stati «parziali» 
descritti da queste strutture, ossia le due formule di Kekulé, fanno ugualmente parte 
dello stato risonante della molecola. 

Riguardo al punto c) si trova che il calore di formazione del benzolo è superiore di 37 
kcal/mole alla somma delle energie di legame (1000 kcal/mole). Questa differenza si 
deve interpretare come dovuta essenzialmente alla risonanza fra le due strutture di Ke- 
kulé (altre strutture possono contribuire ma in misura molto minore). 


z 
9:00) 


Fig. 6.9 - Due diverse possibilità di legame nella molecola CO:. Solo gli assi degli orbitali sono in- 
dicati, le lince tratteggiate indicano le zone dove gli orbitali si sovrappongono per 
dare i rispettivi legami o oppure 7. 


1) Si chiamano ortosostituiti i composti del tipo 


B 
i O 
dove A e B sostituiscono due idrogeni. Prendendo alla lettera la formula di Kekulé ce ne dovrebbero esse- 
re due a seconda che fra A e B c'è un semplice o un doppio legame. 
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Infine ricorderemo anche l’ibridizzazione sp. Come dice il simbolo, in questo caso 
uno solo degli orbitali 29, mettiamo /,, si combina con 25 per dare due orbitali che si 
proiettano essenzialmente uno nella direzione positiva e l’altro nella direzione negativa 
dell'asse z e che perciò possiamo indicare con f.. € p.-. Gli orbitali p. e p, rimangono in- 
vece invariati nel piano xy. Questo tipo di ibridizzazione si incontra nella molecola CO: 
che ha una struttura lineare O= C=O (e quindi è priva di momento elettrico). Gli orbi 
tali p, dell’ossigeno costituiscono legami del tipo 0 con i p,+ e f;- del carbonio, mentre 
gli orbitali p, e f, dei due atomi costituiscono dei legami secondo due possibilità, 
schematizzate nella Fig. 6.9, che devono pensarsi come risonanti. 


6.4. Approssimazione adiabatica. Moto elettronico e nucleare 


L'analisi fin qui svolta si basa essenzialmente su modelli molecolari a nuclei fissi. Una 
descrizione più accurata deve invece tener conto anche del moto nucleare, oltre che di 
quello elettronico. Le teorie molecolari che tengono conto di ciò sono usualmente basate 
sulla cosiddetta approssimazione adiabatica che consiste nel trascurare l'energia cinetica 
nucleare rispetto all'energia cinetica elettronica. In tal modo si ottiene una enorme sem- 
plificazione nella soluzione dell’equazione di Schròdinger che si riduce a due equazioni 
disaccoppiate, una per il moto elettronico, l’altra per quello nucleare. 

Questa procedura di considerare separatamente il moto degli elettroni e quello dei 
nuclei ha una validità piuttosto generale perché deriva in sostanza dalla grande disparità 
delle masse: si ricordi che la massa dell'elettrone è 1/1836 della massa del nucleo più 
leggero, cioè il protone. I nuclei si muovono dunque molto più lentamente degli elet- 
troni e quindi a ogni loro configurazione istantanea corrisponde una forma dell'auto- 
funzione (che descrive gli elettroni) che differisce pochissimo da quella che si calcolered- 
be supponendo i nuclei im22z04i/i nelle loro posizioni momentanee. Dall’autofunzione 
si può, in principio, risalire all’emergia che viene così a dipendere dalle coordinate dei 
nuclei e quindi funziona da energia potenziale nel moto di questi e come tale appare 
nella relativa equazione di Schròdinger. 

Il grado di approssimazione che si può raggiungere con questo tipo di schematizza- 
zione fu studiato in un classico lavoro da Born e Oppenheimer (1927), perciò la schema- 
tizzazione in questione viene spesso chiamata anche approssimazione di Born 
Oppenheimer. 

Consideriamo una molecola costituita da N nuclei e da x elettroni. L'equazione di 
Schròdinger per gli stati stazionari, se non si considera la dipendenza dagli spin, può 
scriversi nella forma 


n N 

|- Pre El urea R)| Ya, R) = EV, R) (6.13) 
2M, 

dove 720, t;, M;, R; sono la massa e la posizione del generico elettrone e del generico nu- 
cleo, rispettivamente; V(x;, R,) è la somma di tutte le interazioni elettrostatiche fra tutte 
le coppie di elettroni e di nuclei. Data la piccolezza del rapporto di massa tra elettroni e 
nuclei (20/M; = 107° + 107*), nell’Eq. (6.13) possiamo usualmente trascurare i termini 
di energia cinetica nucleare e così facendo si ottiene un'equazione d'onda nelle r; per il 
moto degli elettroni rispetto ai nuclei; le coordinate dei nuclei figurano nell'equazione 
solo come parametri. Scritta la funzione d'onda complessiva Y come prodotto di quella 
elettronica e di quella nucleare 
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Y(,R) = Va(1) AR) (6.14) 
otteniamo la seguente equazione d'onda pet il moto elettronico 


[LE reo) Un(t)] = WR) Un). (6.15) 


2003! 


L’autovalore W (R,) costituisce la funzione potenziale da usarsi per studiare il moto nu- 
cleare. Sostituendo la (6.14) nella (6.13), tenendo conto della (6.15), e trascurando la 
dipendenza della Y da R,, si ottiene un'equazione approssimata per il moto nucleare, 
cioè 


x 2 

[EL ra] = 0. (6.16) 
2M; 

Trattando degli stati elettronici, descritti dalla funzione d’onda y, occorre risolvere 

l'Eq. (6.15). La ricerca di questa funzione, data la complessità del problema, viene ef- 

fettuata generalmente con metodi approssimati o con complessi procedimenti numerici. 

Analogamente a quanto fatto per la struttura atomica (Cap. 5), seguendo un metodo 

perturbativo, scriviamo l’hamiltoniano della (6.15) come somma di hamiltoniani di 

elettrone singolo soggetto alle attrazioni nucleari, con l'aggiunta di un termine che tie- 

ne conto delle repulsioni elettroniche 


H= E,H 4 De, (6.17) 


DI 
i 


Le autofunzioni elettroniche imperturbate risultano quindi come prodotto «antisimme- 
trizzato» di autofunzioni di elettrone singolo del tipo 


v= L Le (- 1 P|Y(D) YA). 4. (6.18) 
Sal 


nl 


A partire da queste autofunzioni (imperturbate) possono essere determinate delle loro 
combinazioni lineari tali da diagonalizzare l’hamiltoniano completo, come la (6.17) che 
comprende l'interazione coulombiana interelettronica, o altre espressioni comprendenti 
anche altre interazioni (spin-orbita, ecc.), analogamente a quanto viene fatto nella spet- 
troscopia atomica. Ciascun orbitale Y;(?) può «ospitare» fino a due elettroni con spin an- 
tiparalleli. Data la mancanza di simmetria sferica per il sistema fisico considerato, il mo- 
mento angolare non è una costante del moto e pertanto i suoi autovalori non sono in ge- 
nerale adatti a classificare gli orbitali delle molecole come invece avviene per gli orbitali 
atomici (vedi anche $ 6.9). Si preferisce allora classificare gli orbitali delle molecole se- 
condo le rispettive rappresentazioni irmiducibili del gruppo di simmetria della moleco- 


1) La simmetria di un sistema è determinata dall'insieme dei movimenti che portano il sistema a sovrapporsi 
a se stesso. Tali movimenti si chiamano zrasformazioni di simmetria: insieme delle trasformazioni di sim- 
metria prende il nome di gruppo di simmetria. Si definisce come rappresentazione del gruppo l’insieme 
delle matrici di tutte le trasformazioni in una opportuna base di funzioni delle coordinate, detta base 4e/la 
rappresentazione. Se il numero di funzioni di base non può essere comunque diminuito, con una trasfor- 
mazione lineare, la rappresentazione si dice irriducibile, in caso contrario è detta riducibile. 

Una esauriente trattazione della teoria della simmetria si trova, ad esempio, in: LD. Landau e E.M. 
Lifsic, Meccanica Quantistica, Boringhieri (1969), Cap. 12. 
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la. e secondo il valore della risultante di spin. Quando gli orbitali che compaiono nella 
5.18) sono e#t doppiamente occupati, la risultante di spin è nulla ed abbiamo un ter- 
mine di singoletto, la cui autofunzione è data unicamente dalla (6.18) ed il livello ener- 
cetico corrispondente risulta 
W = <W|H|y> 
Fi L, <w;| HI" |Vi> + Z (Ji — Ku) 


dove J e K sono gli integrali coulombiani e di scambio dati da 


Ji = <4@) VAS) | 


È | yi) VAI)> 


Kj = <W{S) VA) | | YA) VAS). 
i 
Quando gli orbitali non sono tutti completamente riempiti, le autofunzioni risultano 
una combinazione di funzioni (6.18). Gli autovalori si determinano risolvendo 
un’equazione secolare e successivamente si determinano i coefficienti di mescolamento 
delle autofunzioni. 


6.5. Teoria dell’orbitale molecolare 


Come già anticipato nel $ 6.2, questo paragrafo è dedicato ad un'analisi più appro- 
fondita del metodo dell’orbitale molecolare per molecole biatomiche. Tale metodo sarà 
applicato a molecole poliatomiche nel $ 6.9. 

Gli orbitali molecolari vengono usualmente assunti come combinazioni lineari nor- 
malizzate di orbitali atomici y;, cioè 


Um) = LL, Cia (6.1° 


Espressioni di questo tipo, assunte come autofunzioni approssimate dell’hamiltoniano 
di elettrone singolo, vengono ottimizzate, secondo il metodo variazionale, scegliendo i 
coefficienti c,, in modo da minimizzare l'energia 


Wi = <Wwlî) {HO | Vai )> . 


In quel che segue tratteremo essenzialmente della valutazione degli orbitali molecolari e 
dei loro autovalori nell’approssimazione di elettrone singolo. 

Come semplice esempio consideriamo ancora una molecola biatomica costituita da 
due nuclei positivi con carica Z, e Zi, posti alla distanza R, e da #7 solo elettrone (vedi 


*Zaé +Zy0 
4 R b 


Fig. 6.10 - Struttura molecolare costituita da due nuclei positivi e da un solo elettrone. 
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Fig. 6.10). L’hamiltoniano del sistema è dato da 


H- fw 10 _ Lé , Ly pe (6.20) 


2700 ti fi. R 


Assumiamo come autofunzione approssimata y l’orbitale molecolare ottenuto combi- 
nando linearmente un orbitale atomico y, ed uno y, secondo coefficienti da determina- 
re 


Y= N(cid + Ya) (6.21) 
dove la costante di normalizzazione N è data dalla relazione 


ti = + + 20,0, <a>. 


L’integrale 
</a> = | OY #1 


è l'integrale di sovrapposizione e si indica con S. Il valore medio dell'energia da mini- 
mizzare rispetto a c, e c (ed eventualmente R) è dato da 


W = <y|H|y> = cHia + GH,y + 20,0,Hy 
cad + 2ecS 


essendo 


Ho = <V|H|d.> = Ea — Z @<V;| È |V.> + ZZ, 6 
b 


Hy, = <y|H|f,> = Fu — Z. &</p| 1 lb + ZZ n 


gli elementi diagonali, che poco differiscono dai livelli energetici atomici E,, ed E, ed 
Ha = <V.|H|k> 


l'elemento di matrice non diagonale. Uguagliando a zero la derivata di rispetto a ci e 
quella rispetto a c; si ottiene un sistema di due equazioni omogenee 


C:((Ha — W) + (Ha -WS)=0 
(6.22) 
(Ha - WS) + c(Hi1-W)=0 


le cui soluzioni (ci e e.) sono diverse da zero solo se si annulla il determinante dei coeffi- 
cienti 


Ha=W Ha — WS 
= 0. (6.23) 
HW da =W 
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Le radici della (6.23) costituiscono gli autovalori dell'energia dell'elettrone e sostituite 
nelle Eq. (6.22) consentono di determinare le due coppie di coefficienti c) e c. corri- 
«pondenti a due orbitali molecolari. 

Nel caso particolare di molecola biatomica omonucleare, con y, = Ye Hu = Hu, 
abbiamo 


Ho + Ho : (6.24) 
1+Î 


Fig. 6.11 - Livelli energetici W e Wi, per la molecola Hî in funzione della distanza fra i nuclei. 
Lo zero dell'energia è riferito all'energia dell'idrogeno Wi. 


Se (H,3/H.a)>S, come generalmente avviene per le molecole biatomiche, la prima so- 
uzione corrisponde ad una energia inferiore ad Ha (Haas, H.x<0) detta di legame (bon- 
3ing) W, mentre la seconda ad una energia superiore detta di arzi/legame (antibon- 
ding) W. Ambedue le soluzioni sono dipendenti da R; si può minimizzare W rispetto 
ad R per ottenere il valore dell’energia e della distanza internucleare di equilibrio. L'an- 
amento di 7, e W, in funzione di R per la molecola Hi è riportato in Fig. 6.11 
Sostituendo gli autovalori (6.24) nel sistema (6.22) e risolvendo per c, € c» si determi- 
nano le funzioni d'onda che per la molecola biatomica omonucleare risultano (|| = 


c:|) 


Va 
Va 


Da quanto precede risulta che tra due atomi si stabilisce un legame elettronico se una 
delle due soluzioni della (6.23) risulta inferiore ad H,, ed Hy, che coincidono pratica- 
mente con l'energia degli atomi separati. Ciò avviene se H,, ed S risultano diversi da ze- 
ro (altrimenti W = H,., Hy;) e questo si verifica se le due funzioni d'onda atomiche wa 
e y, godono delle stesse proprietà di simmetria rispetto al modello molecolare conside- 
rato. In altre parole esse si trasformano secondo la stessa rappresentazione irriducibile 
del gruppo di simmetria cui la molecola appartiene. Quando i due orbitali atomici da 
combinare sono a simmetria assiale rispetto alla congiungente i due nuclei (cioè si so- 
vrappongono lungo detta congiungente in posizione intermedia tra i due nuclei) il lega- 
me che si stabilisce è di tipo a. Se invece la sovrapposizione dei due orbitali atomici è 
nulla lungo la congiungente ed è massima in regioni laterali (simmetriche rispetto a 
questa congiurigente), il legame che si stabilisce è di tipo x (vedi $ 6.3). 

Il diagramma dei livelli energetici, di una molecola biatomica omonucleare, cotti- 


[2 + 297° (Va + Va) 
[2 — 25]! (fa — Vo). 


(6.25) 


Il 
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Fig. 6.12 - Diagramma dei livelli energetici per molecole biatomiche omonucleari. 


spondenti ai vari orbitali molecolari (di legame e di antilegame, di tipo 0 e 7) ottenuti 
combinando orbitali atomici s e f, è mostrato nella Fig. 6.12. 

Questi livelli possono essere valutati con il metodo variazionale esposto precedente- 
mente e basato sull’hamiltoniano di elettrone singolo (Eq. (6.20)). Ciascun otbitale può 
ospitare fino a 2 elettroni con spin antiparalleli. Quando gli elettroni sono più di uno, 
in prima approssimazione, possiamo pensare che i livelli energetici siano ancora quelli 
calcolati per l’elettrone singolo e procedere al loro riempimento a partire dai liveli più 
bassi. Ad esempio si ha che la configurazione elettronica per la molecola di idrogeno H; 
nello stato fondamentale è (10,)°, per la molecola di azoto N: (con 14 elettroni) è 
(10,)°(10,)°(20,)?(20,)?(30,)°(17,)*. 

Secondo questa schematizzazione, uno stato eccitato si ha quando uno o più elettroni 
passano ad un livello superiore; così, ad esempio, il primo stato eccitato della molecola 
di idrogeno si ha con la configurazione elettronica (10,)(10,) e l'energia di transizione 
corrisponde alla differenza di energia tra i livelli 10, e 10,. 

Analogamente a quanto visto nella spettroscopia atomica occotre poi tenet conto del- 
le repulsioni interelettroniche che compaiono nell’hamiltoniano completo (6.17). Così 
facendo si trova che alla configurazione elettronica (19,)(10,) corrispondono due termi- 


À 
(10,)" r 
TESE EST DI 
Vg 
DI 

(10,)' (10,)! ' 
TITO va 

% gw 

2 "i 

ae po 


Fig. 6.13 - Stati elettronici più bassi della molecola H.. Sulla sinistra sono indicate le configura- 
zioni elettroniche, sulla destra i termini risultanti (tenendo conto dell’interazione 
coulombiana). Le frecce indicano le transizioni di assorbimento alle frequenze vi ; ;. 
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ni, uno di tripletto (*L.,) ed uno di singoletto ('Z,), con differenti livelli energetici. In 
Fig. 6.13 sono riportati i livelli energetici della molecola H; corrispondenti allo stato 
fondamentale ed ai primi stati eccitati. 

Similmente a quanto avviene per gli atomi, la probabilità di transizione di dipolo tra 
gli stati molecolari Y, e Y è diversa da zero solo se 


<Y, |[R|Y:> #0 (6.26) 


essendo R = rr + 13 + ... 1 il vettore di dipolo per gli elettroni le cui coordinate 
compaiono nelle funzioni d'onda. L’integrale (6.26) è diverso da zero solo se le due fun- 
zioni d'onda hanno parità opposta e stessa risultante di spin S. Queste regole di selezio- 
ne non sono del tutto verificate (date le approssimazioni implicite nel modello teorico) e 
possono essere osservate transizioni che violano l'una o l’altra o ambedue, ma con inten- 
sità delle righe che sono di alcuni o diversi ordini di grandezza inferiori a quelle cotri- 
spondenti alle transizioni «consentite». 


1.6. Livelli energetici delle molecole biatomiche 


Come per gli atomi, così pet le molecole l’interpretazione dei dati spettroscopici (ot- 
renibili dalla sostanza allo stato gassoso) richiede la conoscenza dei livelli possibili e del- 
ie regole di selezione che stabiliscono quali transizioni possono avvenire per emissione 0 
assorbimento di onde elettromagnetiche. 

L'energia di una molecola può variare per diverse ragioni. Come per gli atomi, si pos- 
sono avere diversi stati di moto degli elettroni e le energie di questi stati - riferendoci co- 
me al solito ai cambiamenti che possono avvenire nell’assetto degli elettroni più 
esterni - sono separate da intervalli dello stesso ordine di quelli che si hanno per gli ato- 
mi, cioè nei casi tipici (ossia per numeri quantici non troppo elevati) dell'ordine di qual- 

he eV. 

Si possono poi avere dei cambiamenti nella dinamica dei moti nucleari e qui le cose 
sono più o meno complicate a seconda del grado di complessità della molecola. Il caso 
più semplice è naturalmente quello delle molecole biatomiche e a queste per il momen- 
to ci limitiamo. Nelle molecole biatomiche il moto dei nuclei consiste in 


2) un'oscillazione della distanza dei nuclei intorno al valore di equilibrio 


>) una rotazione intorno a un asse perpendicolare alla linea dei nuclei, nella quale la 
molecola si comporta praticamente come un corpo rigido. 


In buona approssimazione questi due moti e quello degli elettroni si possono trattare 
come se fossero indipendenti (approssimazioe adiabatica) e quindi si può parlare delle 
relative energie. Per numeri quantici piccoli (cioè, classicamente, per piccole ampiezze) 
l'oscillazione si può considerare arzzonica, benché la curva dell'energia W della moleco- 
la in funzione della distanza dei nuclei non possa essere nel suo insieme parabolica, ma 
abbia qualitativamente la forma indicata in Fig. 6.14, insieme ai livelli che ne derivano. 
Tale forma è imposta dall’esistenza di un’energia finita di dissociazione. Si veda del re- 
sto il caso particolare delle curve per H, e per Hî delle Figg. 6.1 e 6.11.'’ La distanza fra i 


Per dare un'idea dell'effetto dell’anarmonicità riportiamo a titolo d'esempio gli intervalli d'energia Ae per 
la molecola I) in centesimi di eV. Qui v’ e 7” sono due valori del numero quantico di oscillazione 


vv 11--0 11-10 41-40 61-60 81-80 101-100 115-114 
Ae 12.64 2.49 1.92 1,37 0.65 0.11 0.00( 
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energia di 
dissociazione 


” R 


Fig. 6.14 - Energia elettronica W di una molecola biatomica, in funzione della distanza dei nu- 
clei, con l'indicazione dei livelli vibrazionali che tendono ad infittirsi a causa della 
anarmonicità. 


livelli più profondi dell’energia di oscillazione varia molto con la natura della molecola, 
ma può essere, tipicamente, dell'ordine dei decimi-centesimi di eV. Si noti che il livello 
più basso non raggiunge lo zero dell’energia. Resta confermata la formula quantistica 
per i livelli dell’oscillatore armonico ($ 3.8, Cap. 3). 

La discussione dei livelli di rotazione in meccanica quantistica è piuttosto complessa, 
ma il risultato finale si può ritrovare, almeno nelle linee essenziali, ricorrendo all’ap- 
prossimazione di Sommerfeld-Wilson. Consideriamo pet questo un corpo rigido che 
ruota intorno a un asse che prendiamo come asse polare di un sistema di riferimento. La 
sua energia cinetica sarà espressa, indicando con / il momento d’inerzia, da 


E= 11% 
2 
€ questo ci dà per il momento coniugato p, 
Des se ip. 
d0 


Imponendo la condizione 


$ 2, de = To, fvg, 


troviamo 


p,=Jh (6.27) 


e quindi per l'energia 
E = NA Pi = b # 
3°. 3I : 


La formula quantistica corretta introduce, al solito, l'espressione J(J + 1) al posto di /?, 
cioè 


> 
ci (6.28) 
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he spesso viene scritta 


B=4B]Jt]+D; (6.29) 
1OVE 
PL. È 6 
4rl (20) 


-ende il nome di costante rotazionale. Gli intervalli fra i livelli di rotazione dipendono, 
me si vede, dal numero quantico 7 e dal momento d'inerzia /. Vatiano quindi note- 
imente, ma sono di regola ancora molto più piccoli di quelli dei livelli di vibrazione, 

‘sultando per esempio dell'ordine di 10% eV. Si può dunque dire che i livelli di una 

solecola biatomica presentano una doppia struttura come schematizzato in Fig. 6.15. 
Riassumendo, l’energia di uno stato generico di una molecola biatomica avrà per 

spressione 


W= E, +(o + i) «6BJ+D (6.31) 


# 


Fig. 6.15 - Livelli vibrazionali (71, #2) e rotazionali (v = 0, 1, ...) di una molecola biatomica. Le 
ombreggiature rappresentano i livelli, non risolti, di rotazione; tali livelli non sono 


confinati agli intervalli fra i livelli vibrazionali, ma si possono estendere quasi indefi- 
nitamente. 


dove il primo termine riguarda lo stato elettronico, con l'avvertenza che vo, e B, dipen- 
dono da # (cioè dallo stato elettronico), inoltre (restando costante #) vo varia con v quan- 
do questo assume valori elevati, mentre B, varia, ma più debolmente, al crescere di /. 
Quest'ultimo effetto è dovuto alle forze centrifughe che tendendo a «stirare» le moleco- 
le ne aumentano il momento d'inerzia. 

Come diremo, le regole di selezione sono un po' diverse a seconda della natura della 
molecola (in particolare se omonucleare o no) e di altre circostanze. In linea generale si 
può però dire che la presenza del termine rotazionale, coi suoi livelli molto fitti, dà luo- 
go a gruppi di righe molto vicine che in uno spettroscopio a modesto potere risolutivo 
possono apparire come spettri continui, da cui il nome di spettri di bande che spesso si 
dà agli spettri delle molecole. 

Un'altra caratteristica generale è che non si possono avere, per emissione 0 assorbi- 
mento di onde elettromagnetiche, transizioni che riguardano soltanto l'energia di vibra- 
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zione e quella di rotazione (insieme o separatamente) nel caso delle molecole ormonu- 
cleari. Questo si può giustificare pet ragioni di corrispondenza: classicamente non c’è in- 
fatti nessuna variazione del momento elettrico nella rotazione o nella oscillazione di una 
molecola simmetrica, come H; oppure O;, e quindi non ci può essere nessuna irradia- 
zione (né assorbimento) di onde elettromagnetiche. Questa restrizione cade se la mole- 
cola possiede un zomzento dipolare, come HCI oppure CO ecc., oppure case se, contra- 
riamente al supposto, si ha una transizione anche nello stato elettronico. 

Nelle molecole dipolari si potranno avere spettri di rotazione pura e allora, a causa 
della piccola energia del quanto, lo spettro cade generalmente nel campo delle z2/c7007- 
de ma anche, talvolta, nei campi adiacenti delle radioonde da un lato e dell’infrarosso 
dall'altro. 

Si presenteranno spettri di rotazione e oscillazione quando queste due e.iergie variano 
simultaneamente nella transizione. Questi spettri appartengono per lo più all'infraros- 
so. 

Nel caso poi che nella transizione si alteri ance lo stato elettronico, la banda che 
prende origine appartiene al visizile o all’ultravioletto. 


6.7. Bande di rotazione puta 
Per queste bande la regola di selezione è 
AJ= 1 


dove il segno superiore vale per l'assorbimento e l’inferiore per l'emissione; la formula 
generale (6.31) dà quindi 


v= FAV = 2804 + i) J=0,1,2,.... (6.32) 


Lo spettro si compone dunque, in prima approssimazione, di righe equidistanti in fre- 
quenza che si possono identificare andando a misurare, in funzione della frequenza, 
l'assorbimento che il gas presenta nel campo appropriato che, come si è detto, appartie- 
ne per lo più alle microonde. In questo modo sono stati ottenuti, a titolo d'esempio, i 
dati riportati in Fig. 6.16. L'ordinata è proporzionale al coefficiente di assorbimento, 
cioè alla probabilità di eccitare la riga (nel caso considerato tale probabilità è essenzial- 


assorbimento 


L pira ll LL L| | | » (gigacicli) 
0 50 100 


Fig. 6.16 - Spettro (di assorbimento) di rotazione pura per la molecola SCSe. 
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mente proporzionale a v°). L’ascissa è la frequenza v in gigacicli, cioè in 10°s"'. La mole- 
»la non è biatomica, ma trattandosi di uno spettro di pura rotazione la cosa non ha im- 
portanza. 

La misura dell'intervallo di frequenza fra righe successive permette di conoscere 8, 
he normalmente corrisponderà allo stato fondamentale della molecola. Da 8, si ricava, 
«condo l'Eq. (6.30), il momento d'inerzia / e quindi, dato che le masse sono note, si 
uò determinare la distanza d'equilibrio dei nuclei. La precisione può raggiungere 

> À . La conoscenza dei momenti d'inerzia per molecole formate da isotopi diversi 
ermette di confrontare le masse di questi con una notevole accuratezza che in casi favo- 

sevoli è paragonabile a quella ottenibile con gli spettrografi di massa. 


8. Spettri di rotazione e oscillazione 


tella molecola è lo stato fondamentale sia per il moto degli elettroni che per la vibrazio- 


e dei nuclei. Secondo la (6.31) si avrà perciò negli stati rispettivamente di partenza 
doppio apice) e di arrivo (apice singolo)! 


Tali spettri si osservano normalmente in assorbizzento e quindi lo stato di partenza 


ww” 


E, + Fon + BIS" + 1) (6.33) 


W' 


E, 4 (v +1) bm + 6847 +1) (6.34) 
2 

la cui risulta la frequenza 

v= vo + BJ (ST +D-SI"+ DI. (6.35 


In questa formula il termine numericamente più importante è, per quello che si è dett 
il primo e se l’oscillazione fosse rigorosamente armonica questo darebbe un'unica fre- 


80, 


60, 


404 


assorbimento (%) 


204 


6) 
3.0 3.5 40 


Fig. 6.17 - Spettro (di assorbimento) di rotazione e oscillazione, per la molecola HCI, rilevato con 
una modesta risoluzione. 


1) La regola è di indicare con doppio apice il livello più profondo 
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quenza, cioè vo, perché in un oscillatore armonico il numero quantico può variare sol- 
tanto di un’unità, ossia nel caso, da v” = 0a 0’ = 1. Questa riga viene poi allargata in 
una banda per effetto del termine rotazionale. Questo è infatti essenzialmente quello 
che si osserva, per esempio con la molecola HCI. Però a causa dell’anarmonicità si pre- 
sentano, con intensità molto più deboli e rapidamente decrescenti, anche le bande cor- 
rispondenti a 2’ = 2,3,4,5 le cui frequenze sono quasi proporzionali a v/.! 

Con una risoluzione modesta la banda fondamentale si presenta come in Fig. 6.17. 
Con una risoluzione abbastanza spinta la banda si risolve come mostra la Fig. 6.18; con 


100 P 

80 

60 

20 g° 8 
8 i0 


0 IEs-10=9 Be9) > 7 (4) 


3837 36 35 34 33 


assorbimento (%) 


Fig. 6.18 - Stesso spettro di Fig. 6.17 rilevato con una risoluzione più spinta. 


una risoluzione ancora più spinta le singole linee si mostrano doppie a causa della com- 
posizione isotopica del cloro (CI 75.4%, CI 24.6%). Questa struttura si interpre- 
ta facilmente in base alla Eq. (6.35) tenendo presente la regola di selezione (imposta dal 
fatto che il fotone assorbito possiede un momento angolare # ) 


AJ==1 (6.36) 
che dà 
Pepi, (6.37) | 
Naturalmente il segno — non si applica se è /” = 0 perché condurrebbe a un /’ negati- 
vo, che è privo di significato. Portando (6.37) nella formula (6.35) per la frequenza si 


ottiene (per la banda fondamentale v’ = 1) 


= vo + 2Bo(J + 1), per AJ = + 1, con) = 0,1,2... (ramo R) 


= 
| 


v= vo — 2B,], per AJ = — 1, con / = 1,2,3... (ramo P). 


Queste due formule danno due successioni di righe equidistanti in frequenza (Av = 
2B;) che si estendono una da un lato e l’altra dall’altro della frequenza fondamentale vo 
e sono i cosiddetti r472i R e P della banda. La frequenza fondamentale non appare in 
nessuna delle due ed è perciò mancante (riga zero, «null line»). Questo si intuisce facil- 
mente perché una pura alterazione nell’oscillazione non potrebbe conservare il momen- 
to angolare nel processo di assorbimento (o di emissione) della radiazione. L'uno e l’al- 
tro ramo della banda mostrano un caratteristico massimo nell’intensità delle righe che 
riflette la distribuzione statistica dei numeri quantici di rotazione. Nel caso presente il 
massimo si presenta per / = 4 e ciò si può giustificare calcolando l'energia rotazionale 
per questo numero quantico. Col valore Bi = 10.44 cm”, che si deduce dall’equidi- 


1) Tali frequenze, espresse in cm°' sono: 


2885.9, 5668.0, 8347.0, 10923.1, 13396.6. 
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inza delle righe, si trova 
E = 204 Bo = 20%c x 10.44 = 414.7 x 10°! erg 


ne è dell'ordine di £Talla temperatura ordinaria (1.38 x 107! x 300 = 414 x 107!9), alla 
iuale le misure sono state fatte. 


9. Bande elettroniche 


Si chiamano così le bande che hanno origine da transizioni in cui varia lo stato elettro- 
ico della molecola. Come si è già detto, queste bande cadono nel visibile e nell’ultra- 
ioletto. Sulla classificazione degli stati elettronici delle molecole biatomiche occorre ri- 

rdare quanto segue. In un campo a simmettia cilindrica com'è quello di una molecola 
iatomica (o in genere, lineare) l’unico elemento del momento angolare elettronico (or- 
nitale e di spin) che sia una costante del moto è la proiezione A$ di tale momento 

sull'asse di figura della molecola. In analogia alla classificazione degli stati elettronici 
lell’atomo secondo il numero quantico / (stati 5, p, 4...), si classificano gli stati elettro- 
ici di una molecola biatomica in stati ZL, II, A ... a seconda del valore assoluto di A (ri- 
«pettivamente uguale a 0, 1, 2 ...). Mentre però / è il modulo di un vettore costante e 
ruindi un generico valore di / appartiene a 2/ + 1 stati indipendenti, corrispondenti 
«d altrettante possibili orientazioni del vettore, A è il valore assoluto di una prozezione 
he può essere diretta - purché non sia nulla - in un senso o nel senso opposto: in conse- 
guenza, gli stati Y sono semplici e tutti gli altri sono Zoppi, ma non più che doppi 
Normalmente gli stati fondamentali delle molecole biatomiche sono L 


WD Lele aria 
4 ed E Questi 
che permette di ignorare il momento angolare elettronico nella teoria elementare sy 


modulo A# associato all’asse molecolare. Soltanto J è costante, come momento ange 


totale di un sistema isolato: gli altri due vettori si devono pensare come ruotanti artorn 


J 


Fig. 6.19 - Composizione dei momenti angolari N (nucleare) e A (elettronico) in una molecola 
biatomica. 


1) Un'importante eccezione è la molecola O; in cui lo stato fondamentale è uno stato 7 
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alla loro risultante, con la frequenza con la quale la molecola ruota intorno a N (vedi 
Fig. 6.19). Come prima, la possibilità che la molecola tuoti intorno al proprio asse di fi- 
gura viene ignorata. Ad essa infatti, dato il raggio piccolissimo dei nuclei (- 107!? cm) 
corrisponde un momento d’inerzia che è dell'ordine di 10°* volte quello rispetto a N, 
con un’energia di eccitazione 10* volte più grande (Eq. (6.28). 

Non entreremo nella discussione dei livelli di rotazione che si hanno con A # 0. Il ri- 
sultato finale è che l’energia di rotazione prende l'aspetto seguente!’ 


VW = 9B.J(J+1) + 4(A,—B.) Az (6.38) 
con 
h b 
Br EL A, e =A. 6.39 
4rl, 4rlan J | 


Qui J, è il momento d'inerzia relativo alla rotazione intorno a N, nello stato elettronico 
n-esimo, sicché il primo termine nella (6.38) è ancora dello stesso tipo che nel caso pre- 
cedente (Eq. (6.29). Quanto a L,, esso è il momento d’inerzia degli elettroni rispetto 
all'asse internucleare. Questo è assai più piccolo di I, (fattore circa 1075) e ciò fa sì che 
nella formula per la frequenza, il contributo dell'ultimo termine in (6.38) sia dello stes- 
so ordine di quello del rermine vibrazionale. Rimane però costante per tutte le righe di 
una banda e perciò non influisce sulla struttura di questa. 

La formula generale per l’energia di un livello sarà, tenuto conto del risultato (6.38) 


W = E +(0+ 1) br + 8B.J(J + 1) + B(A.—B) Ai (6.40) 


dove E, è l'energia del livello elettronico. Corrispondentemente la frequenza emessa (0 
assorbita) in una transizione sarà 


pad (E — Eu) +(r° + 3) ni = + a + B.J(J +1) 
h 2 2 


= uf" Da (A=Mk)Mb={A-- Bj) (6.41) 


Quanto alle regole di selezione, non ne esiste una definita per v. Al più, per le varie 
transizioni, si può avere una certa distribuzione di probabilità sulla quale torneremo più 
avanti. Per il numero quantico / si ha 


4J=+10. (6.42) 


La possibilità AY = 0, che era esclusa nei casi visti prima, deriva dalla possibilità che il 
necessario cambiamento del momento angolare sia assicurato da un cambiamento nel 
momento angolare degli elettroni. Perciò il caso A7 = 0° viene a mancare se A non è 
diverso da zero almeno in uno dei due stati di partenza e di arrivo (cioè nelle transizioni 
LL). 

Come nei casi precedenti, una banda prende origine da tutte le transizioni nello stato 
di rotazione che si possono associare a una data transizione nello stato elettronico e vi- 
brazionale (cioè mantenendo costanti n’ e 2”, v' e 7”). È perciò opportuno, per studia- 


1) Si noti che ] è certamente intero se è A,, = A, = 0. In caso contrario si può avere anche / semi-intero 
perché tale può essere A. 
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‘e le righe di una banda, riscrivere la (6.41) mettendo in evidenza quei termini che con- 
cngono i numeri quantici rotazionali nel modo seguente! 


vee 1a (6.43) 
»upposto che si possano verificare tutte e tre le possibilità previste dalla regola di selezio- 


e (6.42), avremo tre successioni di righe, cioè tre razzi. Si trovano, nei tre casi. le se- 
venti espressioni, dove si è lasciato cadere l’apice per il numero quantico generico: 


timo PIP =P4 LP I 


Pd pe np (6.44) 
ramo 0(J"=J,J -]) 

v = vo + (Bu — B..)] + (B,— B.)}? (6.45) 
ramo R(J"=J 1,7 —]) 

p=da=(Be + Bj] + &—B)7°. (6.46) 


yme nel caso precedente, si possono avere frequenze al di sopra o al di sotto di »,. 
Juest'uluma frequenza appare soltanto nel ramo Q e quando questo manca si ha una 
acuna nella successione delle righe (null line). A differenza degli spettri di rotazione 
ura e di rotazione-oscillazione, qui i termini quadratici in J non si eliminani 
‘all'espressione di v (a causa del fatto che è B,. # 8,.) e questo fa sì che le righe ir 
i essere equidistanti si infittiscono in certi punti. Il mezzo più comodo per mettere in 
risalto questa caratteristica è il diagrarzzia di Fortrat, dove in ascisse si portano le fre 


/ P 
10 


=atubootorlcoero ed noli nd b_n 


S 
= 
| 


Fig. 6.20 - Diagramma di Fortrat con i tre segmenti parabolici relativi ai rami P, QeR. 


Volendo raffinare l’analisi, si possono introdurre termini correttivi, contenenti /?(/ + 1)? per tener conto 
lell’effetto centrifugo sul momento d'inerzia, come anche si può tener conto che questo dipende un poco 
anche dallo stato di vibrazione col risultato che i B dipendono non soltanto da # ma anche da : 


Per l’assenza dei numeri quantici ] < A, la lacuna può anche essere di più di una riga, se è A= 


256 Capitolo 6 


quenze e in ordinate si portano i valori di /. Si ottengono così tre curve paraboliche come 
mostrato in Fig. 6.20. Siccome le righe corrispondono ai punti delle parabole che hanno 
ordinata intera (o eventualmente semi-intera), si ha un infittimento delle righe verso i 
vertici delle parabole («teste» delle bande). Che le bande si diradino verso le v crescenti, 
come si è supposto nel tracciare il diagramma di Fig. 6.20, oppure verso le v decrescenti, 
dipende dal | segno del coefficiente del termine quadratico nelle Eqg. (6.44) - (6.46). Ta- 
le termine è lo stesso in tutte e tre le equazioni e dipende dal segno della differenza 
Bi; By (si ricordi che con un singolo apice si indica il livello superiore). Si incontrano 
tutti e due i casi e perciò si hanno bande sfumate verso il rosso e bande sfumate verso il 
violetto, ma per ogni sistezza di bande, cioè per tutte quelle bande che corrispondono 
ad un dato salto elettronico, la sfumatura è di regola sempre rivolta nello stesso senso. 

Un diagramma di Forttat, come quello riportato in Fig. 6.20, corrisponde a una tran- 
sizione fra livelli elettronici singoli. Come negli atomi, però, tali livelli possono essere 
multipli per effetto dell'interazione spin-orbita. In tal caso ciascuna delle curve di For- 
trat si scinde in un gruppetto di curve vicine. La separazione dei livelli è paragonabile a 
quella che si ha nei multipletti degli atomi costituenti la molecola. 

Interessante è anche lo studio della parte vibrazionale degli spettri elettronici, cioè 
quella dovuta a transizioni del secondo termine al secondo membro dell’Eq. (6.40). Si è 
accennato che si può dare una valutazione della probabilità relativa delle varie transizio- 
ni fra gli stati di vibrazione. Tale valutazione si fonda sulla regola di Franck e Condon 
che può essere illustrata come segue. 

Se consideriamo un oscillatore classico, cioè per esempio un punto che si muove con la 
legge x = x senw?, la probabilità che a un istante scelto a caso l’ascissa si trovi ad avere 
un valore compreso fra x e x + 4x è proporzionale all’inversa della velocità nel punto 
considerato, cioè si ha 


dpa de de deve 
* XoWw COSwi ai — x 


Segue da qui che la densità classica della probabilità di presenza, debitamente norma- 
lizzata, ha l’espressione 


che mostra come tale densità sia piccola al centro e grande ai margini dell'intervallo di 
oscillazione. 

Qualcosa di simile succede anche trattando l’oscillatore con la meccanica quantistica, 
specialmente per numeri quantici non molto bassi e in particolare #07 per lo stato fon- 
damentale, in cui |y|? è una gaussiana con massimo al centro e quindi non ha nulla a 
che vedere con la drmibuzione classica (corrispondente alla medesima energia). La Fig. 
6.21 mostra che questo comportamento si manifesta giù per = 4. Per la circostanza 
descritta nel $ 6.4 che i moti degli elettroni sono molto più tipidi di quelli dei nuclei, la 
transizione elettronica nella quale si ha il cambiamento della curva di potenziale, che re- 
gola il moto dei nuclei, avverrà con un tempo caratteristico talmente breve da non dar 
modo ai nuclei di mutare sensibilmente le loro posizioni. Si può dunque presumere che 
la transizione partirà dalla situazione più probabile, riguardo alla vibrazione, e condur- 
rà, senza che la distanza dei nuclei abbia tempo di cambiare, verso un'altra situazione di 
massima probabilità. Nel diagramma in Fig. 6.22 questo significa che la linea che rap- 
presenta la transizione dev'essere verticale (distanza dei nuclei immutata) e connettere, 
per lo più, due situazioni di ampiezza massima, tanto nello stato di partenza che in 
quello d'arrivo. A rigore questa situazione si verifica un poco più all’interno della curva 
di potenziale come si vede dalla Fig. 6.21 (o addirittura al centro della concavità per le 
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A densita di 
probabilita di 
presenza 


classico, 


de 


Fig. 6.21 - Densità della probabilità di presenza per un oscillatore armonico (ampiezza delle oscil- 
lazioni pari a x) relativamente ai numeri quantici 0 e 4 (tratto continuo). La curva 
tratteggiata rappresenta la probabilità di presenza secondo la meccanica classica. 


transizioni che pattono 0 arrivano sullo stato fondamentale). Questo permette di vali 
re per ogni numero quantico: v” iniziale qual'è il più probabile numero quantico d'a 
vo v'. Per la funzione v' = f(v”) si ottiene una curva parabolica detta parzdo/la di 
Condon. In ciò consiste la tepola di Franck e Condon. In Fig. 6.23 è mostrata una ver 


ca sperimentale. 


ti 


(o) R 


Fig. 6.22 - Schematizzazione della regola di Franck e Condon per transizioni elettronic 
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50 


Fig. 6.23 - Parabola di Condon: in ascisse e in ordinate sono riportati i numeri quantici di oscil- 

lazione v' e v”. Ad ogni valore di 7’ corrispondono due valori di v” che rappresenta- 
no i valori verso i quali si ha la massima probabilità di transizione. I cerchietti rap- 
presentano le transizioni osservate per la molecola Na., i numeri indicati danno una 


valutazione delle intensità. 


6.10. Molecole poliatomiche a struttura centrata. Classificazione dei 
termini con la teoria della simmetria 


In questo e nel successivo paragrafo, estendiamo la trattazione a strutture più com- 
plesse di quella biatomica, costituite da un atomo o ione centrale circondato da un certo 
numero di atomi o ioni detti /egazzi. Nel presente paragrafo tratteremo essenzialmente 
dei liveli elettronici col metodo dell’orbitale molecolare, mentre nel successivo trattere- 
mo del moto nucleare. 

Gli orbitali molecolari che qui consideriamo risultano dalla somma di un’autofunzio- 
ne dell'atomo centrale e di una combinazione lineare di autofunzioni dei leganti, del ti- 


po 
y= NIVT) +XL4 da]. (6.47) 
La costante di normalizzazione è data dalla relazione 
N°(1+X + 2AG)=1 


dove G è l'integrale di sovrapposizione (di gr4ppo), dell’orbitale ye con la combinazio- 
ne di orbitali dei leganti 4, dato da 


G= <Ye | x; da> = Lia; { del) Yiz(1) dr. (6.48) 


Il coefficiente di mescolamento \, che dipende dal grado di covalenza del legame, può 
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essere determinato con un procedimento del tipo di quello descritto nel $ 6.5, basato sul 
metodo variazionale. 

Gli orbitali atomici dello ione centrale e le combinazioni lineari di orbitali dei legan- 
ri, che costituiscono gli orbitali molecolari (6.47), devono trasformarsi secondo la stessa 
rappresentazione irriducibile del gruppo di simmetria della molecola affinché gli inte- 
erali di sovrapposizione (6.48), e con essi gli elementi di matrice non diagonali 


‘Hex = <vc |H | pa di Vi > , 


‘ano diversi dm zero. Solo in tal caso, analogamente a quanto visto nel $ 6.5 pet le mole- 
lle biatomiche, gli orbitali molecolari (6.47) corrispondono a stati di legame (o di anti- 

‘egame). Occorre pertanto individuare le rappresentazioni irriducibili del gruppo di 

immetria della molecola e con esse gli orbitali atornici ye le combinazioni XL; 2; ya che 
trasformano secondo le medesime. 


Fig. 6.24 - Sistema di coordinate adottato per lo studio di molecole ottaedriche 


Consideriamo come esempio una struttura ottaedrica, ma le considerazioni seguenti 
possono essere facilmente estese anche a strutture di altra simmetria. Viene scelto un si- 
ema di assi cartesiani come quello illustrato in Fig. 6.24 dove gli assi 2 delle terne poste 
si leganti sono diretti verso l'atomo centrale. In tal modo i legami o sono descritti solo 
ialle coordinate 2, mentre i legami x dalle coordinate x e y. Le terne poste sui leganti 
;anno polarità opposta rispetto a quella dell'atomo centrale perché usualmente gli inte- 


(C..Ci) 


Fig. 6.25 - Assi (operazioni) di simmetria del gruppo ottaedrico 
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grali di sovrapposizione, che sono integrali a due centri, vengono calcolati rispetto a due 
sistemi di coordinate di cui uno destro e l’altro sinistro. 

Per i legami o si considera come si trasforma il vettore di componenti 21, 22, 23, Za, Zs, 
x nelle operazioni di simmetria dell’ottaedro, che sono le rotazioni A, attorno agli ass: 
di simmettia e l'inversione I rispetto al centro (vedi Fig. 6.25). Le rotazioni attorno agli 
assi sono 


Ra È E Ci Ga Gi C; 
a (0) ua T T ir 
2 2 


I caratteri (0 tracce) delle matrici di trasformazione sono i caratteri di una rappresenta. 
zione (generalmente) riducibile che si scompone nelle rappresentazioni imiducibili cer- 
cate. Procedendo con le suddette operazioni di simmetria abbiamo: 


Zi 0 00 1 0 0 Zi Za 
Da 100000 Za Zi 
c Za i 0:10 0» ‘0. 0 Za È Z 
È Za 001000 Za Za 
Zs 000010 Zs Zs 
Ze 000001 Ze Zo 
Zi 001000 Zi Za 
Za 000100 Za Za 
Cc Za > 100000 Za = Zi 
i Di 010000 Za Za 
po 000010 Zs Zs 
Za 000001 Ze Ze 
Zi 010000 Zi Za 
Za 100000 Za Zi 
Cc: Za DI 000100 Sa = Za 
2 Za 0010 0 0 Za wi 
L93 000001 Zs Ze 
Za 000010 Ze Gs 
Zi 000010 Zi Zs 
Za 100000 Za ZA 
Cc Za & 000001 Za A Ze 
i Za 001000 Za 23 
Zs 010000 Zs Za 
Ze 000100 Ze Za 


Ta matrice corrispondente all’operazione identità (E ) è evidentemente diagonale ed il 
carattere è pari al numero dei componenti. Abbiamo pertanto che i caratteri della rap- 
presentazione riducibile T, sono dati da 


E Go Go Go G 


xe 6 2 2 0 0 
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nfrontando questi risultati con la tavola dci caratteri del gruppo dell’ottaedro (vedi 
bella 6.1) si trova che la rappresentazione T, si scompone nelle seguenti rappresenta- 
ni irriducibili’? 


T,=zA+E+T,. 


sella 6.1. - Caratteri delle rappresentazioni irriducibili del gruppo di simmetria dell'ottacdro 


O E 6C, 30 6C; 8G; 


Ai 1 1 1 1 1 
Ai 1 1 L_ —i 1 
E 2 (0) 2 o 1 
T 3 hi. ei i 0 
T, 3 —1 1 1 0 


iù precisamente, tenendo conto anche delle operazioni di simmetria associate con l’in- 
ersione I si trova che la rappresentazione I°, si scompone come segue? 


L=A,+E+ Tu. (6.49 
er i legami 7 si procede analogamente considerando come si trasforma il vettore a 12 


mponenti x1, Y1, ..., X6, Y6, secondo le stesse operazioni di simmetria, al fine d 
ninare i caratteri della rappresentazione riducibile T,, che risultano come segue 


EG Go Go G 


Rie 2 o -4 0 0 


x 
Procedendo nella stessa maniera si trova che la rappresentazione T, si scompone come 
Th, = 27, +27 

. più precisamente, come 

D= To + Tu + Tag + Ta (6.50) 
Si tratta ora di individuare gli orbitali aromici dello ione centrale che si trosformano se- 
ondo le rappresentazioni irriducibili trovate. Gli orbitali (721), corrispondenti allo stes- 


so valore dei numeri quantici 7 ed /, 


1 
vV27 


(2) = exp (172,9) 


Cioè, la somma dei caratteri relativi alle rappresentazioni irriducibili A, E, 7), per ogni operazione di 
simmetria, coincide con i caratteri della rappresentazione riducibile T°,. 


2) Gli indici g ed z specificano se le rappresentazioni irriducibili sono simmetriche 0 antisimmetriche rispetto 
all’inversione. 
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costituiscono la base per una rappresentazione del gruppo e sono 


(1) = C), (/— 1), 1 (0), (2). 


Con queste autofunzioni si calcolano gli elementi diagonali delle matrici corrispondenti 
alle varie operazioni di simmetria; assumendo di volta in volta l’asse di rotazione come 
asse z, abbiamo 
2 
<m\Ra|m> = di { exp (— im) exp [irz:(0 + a)] de = exp (20) . 
27 0 


Il carattere x(R.) risulta pertanto 


MR ul di ep 
= 1 + 2 cosa + 2 cos (2a) + ... + 2 cos (/a) 
senl/ + Ia 
VI, 3 
sen & 
2 


Con questa relazione si calcolano, ad esempio, i caratteri delle rappresentazioni nelle 
basi di autofunzioni (0); (1), (0), (1): (2), (1), (0), (1), (—2) che corrispondono ri- 
spettivamente agli orbitali 5, p, 4. Le rappresentazioni si scompongono poi nelle rappre- 
sentazioni irriducibili del gruppo dell’ottaedro. I risultati sono così riassunti: 


orbitali ì s p d 


rappr. ir. io Aug La io 


Risultano pertanto idonei a formare legami o (vedi Eq. (6.49)) gli orbitali s, £ e gli orbi- 
tali 4 che si trasformano secondo E,, cioè 4: e 4._». Per formare legami 7 (vedi Eq. 


(6.50)) sono adatti ancora gli orbitali . e gli orbitali 4 che si trasformano secondo T3,, 
cioè dy, da, bi 

Gli orbitali dei leganti adatti a formare legami o sono gli s edi p,, che indichiamo con 
z; per i legami 7 si considerano invece gli orbitali f, e ), che indichiamo con x ed y ri- 
spettivamente. Le combinazioni di orbitali, che si trasformano secondo le opportune 
rappresentazioni irriducibili, possono essere determinate ancora con i metodi della tco- 
ria dei grippi o, più semplicemente, con considerazioni di carattere geometrico. Consi- 
deriamo dapprima i legami o; con riferimento alla Fig. 6.24 risulta che la combinazione 
di orbitali che si trasforma secondo A,, è data da 


0(2,,;) = Li (zi + za + 23 + Za + 2s + 36) (6.51) 
dove la costante di normalizzazione 1/6 è stata calcolata trascurando gli integrali di so- 


vrapposizione tra i leganti, del tipo <z1|z:>. L'orbitale molecolare corrispondente alla 
rappresentazione irriducibile A,, risulta pertanto 


Ba, (6.52) 


Wo (4g) = I + © 
6 


Procedendo in maniera analoga si trovano gli orbitali molecolari corrispondenti alla rap- 
presentazione irriducibile 7), che risultano, sempre con riferimento alla Fig. 6.24, del 
tipo 
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1 
Ù, (#ru,2) = CP. + Co — (25 — Ze) (6.53) 
v2 


ome schematizzato in Fig. 6.26; espressioni analoghe si ottengono per le componenti x 
ca ). 


Fig. 6.26 - Orbitale molecolare #1,,.. 


Per gli orbitali che si trasformano secondo £, si ha 


1) 


Wo(€,.,2-,2) = € da + - (z° — Za + Z3— Zi) (6.54) 


», renendo conto delle condizioni di normalizzazione, 


1 d'a 
ya (e .)= adi +0 Z%p 4 2% Z Riz) 6.55 
pil 14,2 2 37 (235 6 1 


ome visualizzato nella Fig. 6.27. 


y & kx 
d 


z and 


4 
Fig. 6.27 - Orbitali molecolari e, € 4. 


Per i legami # si trovano gli orbitali molecolari, corrispondenti alla rappresentazione 
Ts, del tipo 


lio) = ua F (a + 9: + 9: + %) (6.56) 


ed espressioni analoghe per le componenti xz ed yz (Fig. 6.27). Infine, tenendo conto 
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che le combinazioni di orbitali dei leganti che si trasformano secondo 71, formano lega- 
mi x con gli stessi orbitali £ dell’atorno centrale già «legati» con orbitali y, (Au), si otten- 
gono orbitali molecolari di tipo misto che tengono conto contestualmente dei legami o e 
T € sono 


= da na Lugo 3 
Wor(fius) = C1 Pa + 2 n; (z1 — 23) + 63 3 (92 + xs — % — Je) (6.57 


con espressioni analoghe per le componenti y e 2. I coefficienti c; (f = 1,2,3) che com. 
paiono nei vari orbitali molecolari possono essere determinati col metodo variazionale 
così come è stato illustrato per le molecole biatomiche nel $ 6.5. Si tratta dunque di ri- 
solvere sistemi di due equazioni del tipo (6.22) per i legami o(Axg), 0(E.), 7(T.,) ed uno 
di tre equazioni per il legame doppio 0, x (Ti.). Questi sistemi vengono risolti una volta 
note le radici delle equazioni agli autovalori corrispondenti del tipo (6.23). Occorre per- 
tanto valutare i vari integrali di sovrapposizione, gli elementi diagonali H., e quelli non 
diagonali H,,. 

Gli integrali di sovrapposizione tra gli orbitali dell'atomo centrale e le combinazioni 
di orbitali dei leganti, vengono usualmente espressi in termini di integrali di sovrapposi- 
zione fra due atomi. Per la struttura ottaedrica considerata abbiamo 


G. (Arg) > x Lb;la IA (6.58 
e analogamente 
G, (E) = 3 S(4, do); Gs (Tu) = V25(2,2) us 
GT) = 25(4x Pa): GATu) = 25(2x, Pa). 


La valutazione degli integrali corrispondenti agli clementi diagonali H,. e non diagonali 
H., è alquanto complessa e può essere effettuata accuratamente solo con metodi nume- 
rici. Un metodo approssimato semiempirico (dovuto a Hiikel) assume gli elementi dia- 
gonali H,, coincidenti con i potenziali di ionizzazione dell'atomo. Questi potenziali di- 
pendono sensibilmente dalla configurazione elettronica dell'atomo considerato e dalla 
carica effettiva, che per l’atomo centrale viene espressa come la somma della carica di io- 
nizzazione 2 e dell’apporto di carica dovuto ai legami, cioè 


q=ZT Lila + €, C2 Gia + (1 €: G13) (6.60) 


dove la sommatoria è estesa a tutti gli e/ezzroni di legame. Siccome g non è noto 4 preori. 
ma solo dopo aver calcolato i vari coefficienti c; degli orbitali molecolari, occorre iterare 
il calcolo fino 2 ottenere un buon accordo tra la distribuzione di carica 45s42%2 e quella 
risultante. Sempre secondo questo procedimento, gli elementi non diagonali H,, ven- 
gono considerati proporzionali agli integrali di sovrapposizione secondo la relazione 


H;, = È Hos + Hyy (Ch (6.61) 
2 


dove la costante £ (detta di Wolfsberg-Helmholtz) prende valori dell’ordine di 1.5+2. 
Così facendo si ottengono risultati che sono spesso in ragionevole accordo con i dati spe- 
rimentali. 
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11. Moto nucleare. Effetto Jahn-Teller 


Il moto nucleare in una molecola poliatomica, cioè l'insieme degli spostamenti reci- 
coci dei vari atomi che la costituiscono, è un problema notevolmente complesso in 
santo implica lo studio del moto in uno spazio a diverse dimensioni, tante quante so- 

le coordinate ovvero i gradi di libertà del sistema. Se per esempio si considera un si- 
cema a simmetria ottaedrica, come quello di cui abbiamo trattato nel paragrafo prece- 
lente (costituito da 7 atomi) abbiamo 21 gradi di libertà ed il moto nucleare dovrebbe 
«sere descritto in uno spazio a 21 coordinate. Per trattare compiutamente questo pro- 
lema, occorre spesso considerare un importante effetto (e/fero Jehn-Teller) che caratte- 
:izza un gran numero di molecole e le cui conseguenze sono tali da non poterlo trascura- 
e quando si voglia dare una corretta interpretazione di molti fatti sperimentali." 
L'effetto riguarda la scissione (splitting) dei 4ivelli elettronici degeneri come conse- 
suenza dell’abbassamento della simmetria della molecola dovuto all'interazione tra il 
moto elettronico e quello nucleare. Esso fu considerato per la prima volta da Jahn e Tel. 
1 (1937), apparentemente dietro suggerimento di Landau. La prima applicazione a si- 
‘emi fisici è dovuta a Van Wleck (1939) che studiò il comportamento di molecole del ti- 

> XY; la teoria di Van Vleck fu poi ampiamente sviluppata da Opik e Pryce (1957) 
on un'accurata indagine delle possibili configurazioni stabili di diversa simmetria. Tut- 
avia, per diversi anni le implicazioni dell'effetto furono scarsamente comprese ed è solo 

: partite dagli anni ’60 che c'è stato un interesse man mano crescente e un conseguente 
viluppo delle conoscenze. 

Nella sua formulazione più semplice l’effetto può essere così enunciato: una molecola 

son lineare che possieda uno stato elettronico degenere (sia orbitale che di spin) è insta- 
ile; di conseguenza la molecola tende a distorcersi in modo da abbassare la propria stm- 
metria e quindi ad eliminare la degenerazione elettronica. ? 

In generale il problema Jahn-Teller può essere affrontato nel modo seguente. A causa 
lella degenerazione elettronica, le funzioni d'onda sono espresse come combinazioni li- 
seari di prodotti (detti funzioni vibroniche) di funzioni d’onda elettroniche e vibrazi 


nali del tipo (6.14), cioè 


Y(r, 0) = Zyr Q)ex (0) (6.62 


dove r rappresenta l'insieme delle coordinate elettroniche, Q le coordinate (normali 
sucleari, e la sommatoria è estesa agli stati elettronici degeneti. L'’hamiltoniano totale 


Jel sisrema può essere scritto come (vedi Eq. (6.13)) 
H= T(M+T(0)+V(r0Q) 


dove 7. e Ty rappresentano gli operatori dell'energia cinetica elettronica e nucleare e 
V(r, Q) tutti i termini dell’energia potenziale. Moltiplicando H Y (r, Q) per le funzio- 
ni y£ e integrando sulle coordinate elettroniche si ottiene un sistema di equazioni 4c- 


coppiate per il moto nucleare 
[Tx (0) + W(QNe:(0) + DZ Vue(0) = Egi(0) (6.63) 


dove V.: sono gli elementi di matrice 


1) Per una trattazione più approfondita di questo effetto si veda ad esempio: R. Englman, The Jabn-Teller 
Effect in Molecules and Crystals, Wiley - Interscience, London (1972). 


2) Successivamente fu dimostrato da Jahn (1938) che la degenerazione di spin genera un effetto mol: 
colo in confronto a quello dovuto alla degenerazione orbitale ed è per questo motivo che vien 


ralmente trascurato. 
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Va = <Y V| y> (6.64) 


che possono essere espressi sviluppando Vin serie di potenze di Q, come 


V(r,0) 


Il 


va ni dr e nm 
i e erro 


= V(Q) + ENO + E LV 0,0. (6.65) 


L'instabilità della struttura deriva proprio dai termini lineari 7,0, quando gli elementi 
di matrice 7, non sono identicamente nulli per qualsiasi tipo di spostamento Q,. Chia- 
ramente, termini di questo tipo modificano il potenziale spostando la posizione di equi- 
librio a valori di Q, diversi da Q, = 0, che è la posizione di equilibrio in assenza di detti 
termini. Jahn e Teller hanno verificato che in #uz%e le strutture non lineari tali termini 
destabilizzanti esistono per una 0 più coordinate (o modi di vibrazione) O,, quando lo 
stato elettronico è degenere. 

In generale V non sarà diagonale nella rappresentazione elettronica delle y,; per dia- 
gonalizzare V occorre considerare una matrice ortogonale {A } tale che 


ZAR; Ax = da PO) (6.66) 


t,J 


dove i vati V, rappresentano le superfici di potenziale relative alle funzioni elettroniche 
L;Ax(Q)V. 


Sostituendo nell’Eq. (6.63) si ottiene un sistema di equazioni, approssimativamente di- 
saccoppiate 


See + VO i = 7 i . 
| "Dar A (eo) Ee(Q) (6.67) 


Analogamente a quanto fatto per la (6.16), queste equazioni sono ottenute trascurando 
la dipendenza delle y elettroniche dalle coordinate nucleari 0 (approssimazione adiaba- 


IZ tI 


SY O (Tag) 


Fig. 6.28 - Coordinate normali «Jahn-Teller attive» nell’ottaedro. 
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tica). La differenza rispetto al caso mor degenere consiste nel fatto che tale approssima- 
zione (che richiede che le diverse superfici di potenziale siano sufficientemente separate 
rispetto al quanto vibrazionale #w) cessa di valere nel caso degenere in prossimità della 
regione di incrocio delle superfici di potenziale. Pertanto l’approssimazione risulterà 
tanto più accurata quanto più ci si allontana da questa regione. 

Per un sistema a simmetria ottaedrica XY, ci sono, come anticipato all'inizio del pa- 
ragrafo, 21 gradi di libertà ed il moto nucleare dovrebbe essere descritto da 21 coordina- 
te Q,. Tuttavia si può dimostrare, sulla base della teoria della simmetria, che solo le 
coordinate normali Q., ..., 0, mostrate in Fig. 6.28, sono «Jahn-Teller attive», tali cioè 
Ja avere elementi di matrice, del tipo (6.64), diversi da zero. Se lo stato elettronico della 
molecola è, ad esempio, uno stato 7 triplamente degenere (di componenti 7,, T,, I. 
che indicheremo semplicemente con x, y, 2), l’Eq. (6.64) dà differenti elementi di ma- 
trice con i modi suddetti. Questi appartengono a tre diversi tipi di simmetria e precisa- 
mente: o1,(01:), 6(0:, O:), r2,(04, Os, Os), corrispondenti a modi tor4/-simmetrico, te- 
rragonali e trigonali, rispettivamente. 

Indicando con 4, 6, e c le costanti di accoppiamento lineare ai modi 1, €, € 73, l'ha- 
miltoniano di interazione (V + W'), nella base x, y, 2, risulta essere 


6 (0: — Q:1/V3) e Lo c 0: 
V+W={c 0 — 5(0: + 0:/y3) c O. 
cs cQi 26 0:/33 
[e O + LEO + LK(G4 Wa Lkoi+ Ga E (6.68 
2 e) : 


dove {1} è la matrice unità tridimensionale. 

Trattando dell'effetto Jahn-Teller si fa distinzione fra il caso sta4ico e quello gira 
co. Comunemente, quando si parla in termini di effetto statico, ci si riferisce alle solu 
zioni della (6.66) ovvero, nel caso considerato, della (6.68) che è una rappresentazione 
del potenziale (V + 7) nella base elettronica delle y. In tal modo le soluzioni che si 
ottengono, in funzione delle varie coordinate Q,, sono le superfici di potenziale rel 
al tripletto T'sulle quali può essere studiato il moto vibrazionale nucleare (Eq. (6.67)). 
La considerazione di tale moto porta, in generale, ad una situazione di tipo dinamico in 
quanto per «tunnelling» tra diverse buche di potenziale il sistema viene a trovarsi in rzs0- 
nanza su tutte le configurazioni stabili equivalenti. In questo senso si ha sempre effetto 
dinamico, tuttavia quando la probabilità di transizione rra minimi è sufficientemente 
piccola, il sistema può trovarsi in una ben determinata configurazione (minimo di po- 
tenziale) per un tempo lungo rispetto a quello di osservazione. In tal caso gli effetti di- 
namici perdono importanza e si può parlare più propriamente di effetto statico. 

La soluzione del problema statico nel caso di uno stato elettronico 7 in simmetria ot- 
taedrica (0,) conduce, attraverso l’Eq. (6.68), ai seguenti risultati. 


4) L'accoppiamento al modo a,(Q;) è poco importante in quanto il suo effetto è quello 
di spostare in ugual misura (AE;(01)) i tre livelli (x, y, 2) e i minimi di potenziale di 
una quantità che si ricava dalla relazione 


d 1 
Pra 1+ — K. Q0î)= 0 
40, («0 2 2) 


da cui, vedi Fig. 6.29, 
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x 
\ O) 
| \_ 09 
pr + 7 Lasi 
AFo(@g) A Qi 
TE 


Fig. 6.29 - Modifica della curva di potenziale per accoppiamento al modo Q.. 


force. Ale, 
Q K, o( ) 2 K, 


5) L'accoppiamento ai soli modi e,(0;,0:) rimuove la degenerazione e le superfici di 
potenziale, nello spazio Q:, Q;, sono tre paraboloidi i cui minimi corrispondono a fre 
distorsioni tetragonali secodo gli assi x, y e z della molecola. Ciò si verifica facil- 
mente considerando gli elementi diagonali della (6.68). Le coordinate del minimo 
di un paraboloide (quello relativo alla componente 2) si ottengono dalle relazioni 


d (2 + 1K9)-0 
2 


740) 3 
d (1 
— K.0:|= 0 
do (159) 
da cui 
= 
V 
Oa 
Q3 
4Eo(8g) 
(4) (5) (€) 


Fig. 6.30 - Superfici di potenziale nel caso di accoppiamento ai soli modi tetragonali Q;, 01. 
I tre paraboloidi risultanti (4) corrispondono a distorsioni dell’ottaedro come in (2) 
secondo gli assi x, y, c z. Le coordinate dei minimi di potenziale, nello spazio 
O:, Q:, sono collocate come in (c). 
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L'abbassamento di energia nel minimo risulta 


hbfe)= — se 
come mostrato in Fig. 6.30. 


c) L'accoppiamento silmultaneo ai modi tetragonali e trigonali mostra l’esistenza di #re 
tipi di punti stazionari, corrispondenti 2 tre diverse simmetrie. I &re punti tetragonali 
(di cui alla lettera 5)) sono w2471722 se prevale l'accoppiamento ai modi tetragonali, 
cioè se 


E 
Nel caso opposto (4°/K. < c*/K;) divengono minimi quattro punti trigonali (tanti 
quanti sono gli assi di simmetria C; di Fig. 6.25), uno dei quali ha coordinate 


oi = or-0 gr= oi =: 


gli altri tre punti hanno espressioni analoghe. Per l'energia si ha 


AEi(ra) = — a . 


Esistono inoltre altri 6 punti stazionari di simmetria intermedia (ortorombici 
non possono essere mai minimi in approssimazione lineare. Lo possono diven 
approssimazione quadratica, cioè quando sono inclusi nell'analisi anche i t 

VO Om (dell’Eq. (6.65)) e non solo quelli diagonali quadratici del tipo (1/2) £ 
(come nella (6.68)) che tengono conto dell’energia elastica. 


In accordo a quanto detto precedentemente, lo studio del problema statico non im- 
plica affatto la rinuncia a considerare il moto nucleare. Questo viene trattato separata- 
mente, cioè analizzato non più nella configurazione originale indistorta bensì in quella 
distorta, per effetto Jahn-Teller, su ciascuna superficie di potenziale. Molte delle consi- 
derazioni svolte nei precedenti paragrafi, relativamente alle molecole biatomiche, sono 
ancora valide per quelle poliatomiche quando applicate alle varie superfici di potenzia- 
le. 


6.12. Altri processi nella spettroscopia molecolare 
a) Effetto Raman 


Quando una radiazione monocromatica di frequenza » attraversa un corpo tasparen- 
te (non necessariamente gassoso) può accadere che nella radiazione diffusa sia presente 
oltre alla frequenza vs una serie di righe satelliti, molto vicine alla riga vo. In ciò consiste 
l’effetto Raman (mentre la diffusione con frequenza invariata si designa come effetto 
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Rayleigh). L'insieme delle righe satelliti si chiama speztro Ramzan ed è indipendente dal- 
la frequenza eccitattice e caratteristico invece della sostanza diffondente. 

L'origine delle righe Raman sta in una interazione del quanto incidente in cui 
all'energia 4v; si viene a togliere o aggiungere l'energia di una transizione prodotta nel- 
la molecola della sostanza attraversata. Nel primo caso la frequenza diminuisce e la riga 
che ne risulta si chiama una riga Stokes. Nel secondo caso la frequenza aumenta e si ha 
una riga anti-Stokes. Questa terminologia deriva dalla legge di Stokes, secondo la quale 
la luce di fluorescenza ha sempre una frequenza minore di quella della luce incidente. 
L'effetto Raman non costituisce però una violazione delle leggi della fluorescenza, bensì 
un fenomeno diverso perché manca, in esso, l'assorbimento preliminare del quanto, a 
cui segue la riemissione di una parte dell'energia sotto forma di radiazione la cui fre- 
quenza è necessariamente più bassa. La differenza si manifesta molto bene nel fatto che 
la fluorescenza si ha solo per determinate frequenze della luce incidente corrispondenti 
a transizioni possibili per la sostanza fluorescente, mentre l’effetto Raman si produce in- 
dipendentemente dalla frequenza della radiazione incidente. 

L'effetto Raman non è, come si potrebbe pensare a prima vista, un fenomeno essen- 
zialmente quantistico e fino a un certo punto se ne può fare una teoria classica, che è del 
resto il punto di partenza per impostare il procedimento quantistico. Si comincia con 
l’osservare che il campo elettrico E di un'onda incidente (supposto uniforme sull’esten- 
sione della molecola) induce nella molecola un momento dipolare p che in genere non 
satà diretto come E, data l’anisotropia dell'oggetto che si polarizza. La relazione fra p ed 
E è data dalle equazioni 


PD: = ax E + ay E, + a, E. 


e analoghe per f,, ).. Le nove grandezze a, ay ... @., sono le componenti del tersore 
della polarizzabilità. Quando l’onda incidente appartiene al visibile o all'ultravioletto, 
come qui si suppone, la polarizzazione della molecola è dovuta alla deformazione della 
nuvola elettronica, senza che i nuclei vi contribuiscano direttamente. La posizione istan- 
tanea di questi influisce però sulla polarizzabilità della nuvola, cioè sulle componenti 
x ecc., e così influisce lo stato di rotazione e in particolare la fase di essa, attraverso 
l’orientazione della molecola rispetto al campo. Dato che le deformazioni sono molto 
piccole, si potrà con buona approssimazione sviluppare una generica componente con- 
servando solo i termini del primo ordine, cioè si potrà porre, nel caso di una molecola 
biatomica, 


a = Co + a, sen 277,5 + a, sen 2rv.i 


dove i termini sinusoidali rappresentano l’effetto della vibrazione (frequenza »,) e della 
rotazione (frequenza »,) dei nuclei, pensate classicamente. Portando questo risultato 
nelle equazioni per le componenti del momento elettrico e tenendo conto che E oscilla 
con la frequenza »» della radiazione incidente, si vede che una generica componente di 
p deve contenere termini in 


sen 2rvof , sen 2rv sen 2rv,é , sen 2rbé sen 27v,t. 


I secondi due, sviluppati secondo note formule trigonometriche, danno rispettivamente 
termini in 

cos 27 (Vo *£ Vv)? , cos 27 (b + v.)I. 
Tutte queste frequenze si devono ritrovare, insieme a vo, nel campo irradiato dal dipolo 


indotto nella molecola, cioè nella radiazione diffusa. Ossia in questa si dovranno avere 
le frequenze vo, vo È Vi, vo È Vr. 
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Fig. 6.31 - Transizioni e righe osservate nell'effetto Raman per livelli vibrazionali. 


Questa è la base classica dell'effetto Raman. 
L'interpretazione quantistica generica è contenuta nel diagramma di Fig. 6.31. dove i 
velli punteggiati sono da considerare livelli del sistema molecola + fotone incidente 
interpretazione quantistica completa richiede la discussione dell'elemento di matrice 
lella polarizzabilità e conduce alle regole di selezione che nel caso di molecole biatomi- 
he sono 


per il numero quantico di oscillazione (in quanto questa possa essere considerata armo- 
nica) e 


AjJ=0,+2 (6.7 


ey 


righe Stokes = righe anti-Stokes 


Fig. 6.32 - Effetto Raman per livelli rotazionali 


272 Capitolo 6 


per il numero quantico di rotazione. 

Le transizioni del primo tipo conducono a una riga Stokes e una anti-Stokes, simme- 
triche rispetto a vo, delle quali però la anti-Stokes è praticamente inosservabile perché a 
temperatura ordinaria le molecole si trovano quasi tutte nel livello fondamentale di 
oscillazione (v” = 0). Con una tiga eccitatrice nell’ultravioletto la riga Raman si trova a 
una distanza dell'ordine di 10 A dalla riga originaria. 

Le transizioni del secondo tipo, quando la temperatura è tale che diversi livelli di ro- 
tazione sono eccitati, conducono a uno spettro di parecchie righe Stokes e anti-Stokes 
molto fitte intorno alla riga eccitatrice e che mostrano una separazione (in frequenza) 
doppia di quella caratteristica dello spettro infrarosso della medesima molecola (Fig. 
6.32). Nell’ultravioletto, la separazione è di una frazione di A; si richiedono perciò dei 
poteri dispersivi piuttosto elevati per osservare lo spettro. 

Una delle caratteristiche interessanti degli spettri Raman è che, essendo del tutto in- 
dipendenti dall'esistenza di un momento dipolare permanente della molecola, essi si 
producono anche nelle molecole omopolari e permettono quindi di studiarne gli spettri 
di vibrazione e rotazione puri, cioè non accompagnati da una transizione nello stato 
elettronico. 


5) Predissociazione 


La curva dell'energia di una molecola biatomica nel suo stato fondamentale, in fun- 
zione della distanza R dei nuclei ha una forma ben nota ($ 6.6). con un asintoto oriz- 
zontale per R — co. L'altezza di questo asintoto corrisponde all'energia dei due atomi 
isolati, ambedue nello stato fondamentale e quindi la differenza rispetto al livello fon- 
damentale della molecola dà l'energia di dissociazione. Abbiamo visto però che negli 
stati elettronici eccitati si hanno curve analoghe ($ 6.9), con asintoti a un’energia più 
elevata. Lo stato per R — ce corrisponde ancora agli atomi isolati, ma almeno uno di essi 
si trova in uno stato eccitato. 

Se riportiamo in diagramma i livelli d'energia, limitandoci per chiarezza ai soli livelli 
vibrazionali, risultano delle situazioni del tipo descritto in Fig. 6.33. In ambedue le se- 
rie i livelli vibrazionali vanno infittendo verso l'alto ($ 6.6) per poi passare a un conti- 
nuo. Il punto interessante è che esistono regioni come AB in cui la molecola pur non es- 
sendo dissociata ha energia sufficiente per dissociarsi (onde il termine 


A 

4: 4 
3 
2 
1 

) 0 

4 stato 

eccitato 

3 |rrrrg1i 

2 

1 en | 

y"=0 
stato 


fondamentale 


Fig. 6.33 - Livelli vibrazionali relativi allo stato elettronico fondamentale e eccitato. L’ombreggia- 
tura rappresenta il continuo. 
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predissociazione»), ossia per passare a uno stato del continuo adiacente. Questa possibi- 
ì fa sì che la vita media degli stati appartenenti ai livelli fra A e B possa risultare molto 
à breve di quella dei livelli sottostanti. Per il principio di indeterminazione (Cap. 3, $ 
13) i livelli ne risultano allargati e così le righe che li hanno come punti di partenza 0 
| arrivo, In assorbimento e con potere risolutivo piccolo, queste righe possono risultare 
2 intense delle altre perché risaltano meglio sul fondo continuo che è sempre più o 
eno presente. In emissione invece le stesse righe oltre che allargate risultano pi% deboli 
:r la competizione del processo dissociativo, oppute addirittura possono mancare, del 
itto 0 quasi, per lo spopolamento dei livelli iniziali. 
Un caso speciale di predissociazione si può considerare la presonizzazione, in cui la 
llecola trovandosi in uno stato la cui energia è superiore a quella di ionizzazione può 
indersi in ioni, invece che in atomi neutri. Il passaggio della molecola da un livello di- 
reto a uno stato di uguale energia appartenente a un continuo costituisce una transi- 
jne senza irradiazione (2rarsizione non radiativa) analoga all'effetto Auger (Cap. 5 $ 
12 5 )) e spesso la predissociazione viene indicata come un processo Auger. 


La riga d'inversione dell'ammoniaca 


La struttura piramidale della molecola dell’ammoniaca consente due posizioni di 
do per l’atomo di azoto, una da una parte e una dall’altra del piano dei tre idro- 
i. Qualitativamente, il potenziale W a cui è soggetto l'azoto lungo l’asse ternario 

ella molecola dovrà essere perciò come in Fig. 6.34. 
La funzione d'onda e; che descrive l'azoto come appartenente alla buca di potenziale 
sarà simile (nello stato fondamentale della molecola) all’autofunzione fondamentale 
i un oscillatore armonico. È comunque illimitata e quindi ci dà una probabilit 
îi trovare l'azoto nella regione della buca 2. In tali condizioni si deve supporre che ! 
funzione che descrive (in prima approssimazione) lo stato fondamentale sia della ? 

na 


YV= ce + Cla L2 


con ci € €, che hanno moduli uguali a causa della simmetria. Questa autofunzione carar- 
cerizza la situazione come un caso di risozazza. Una situazione del tutto simile si pre- 
senta con l’elettrone unico dello ione molecolare d’idrogeno Hi che «risuona» fra i due 
nuclei della molecola. 

Si possono trattare questi casi con metodi variazionali come descritti ai $$ 6.2 e 6.5. Si 
tratta di applicare le proprietà estremanti delle autofunzioni rispetto all'energia per de- 
cerminare i valori più adatti per i coefficienti c; che compaiono nell'espressione tentativa 


W 


Fig. 6.34 - Potenziale a cui è soggetto l’azoto lungo l’asse ternario della molecola di ammoniaca 
(tratto continuo) e funzioni d'onda vibrazionali relative ai due minimi del potenziale 
(linca tratteggiata). 
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dell’autofunzione cercata (che in generale conterrà # termini) ossia 
YA) = Lo ps) (6.72) 


dove le g, sono funzioni note, che supponiamo normalizzate. Se H è l’hamiltoniano del 
sistema, sappiamo che si ha 


e JWHVdm (6.73) 
NAZZA: 
e da qui, sostituendo con la (6.72), 
E { Li Licio et 0, dr = | LL. L.cecet He dt. 
Indicando con $ l’integrale di sovrapposizione abbiamo 
{et 0401 = S, (6.74) 
con 
dg 1 (6.75) 
per la supposta normalizzazione delle 4, e posto anche 
H;= |g{Hg;dX, (6.76) 
l'equazione in F diventa 


Fhbeafte bha: 


Derivando rispetto a  (£ = 1... #) e ponendo (0/00) = 0, si hanno le condizioni 
di estremo per E. Otteniamo 


EL;ct Sa = Lic Ha, k= 1,7%, 
ossia (passando al complesso coniugato) 
Lit(ES,— Ha) > 0, k=1...%. (6.77) 


Affinché questo sistema lineare omogeneo nelle incognite c; abbia soluzioni è necessario 
che sia 


et |ESu—H;|=0. (6.78) 


Questa equazione (equazione secolare del problema) dà, per £, 7 soluzioni reali E... E, 
(eventualmente non tutte distinte) che corrispondono ad altrettanti livelli (approssima- 
tivamente valutati) del sistema. Per ogni soluzione E, il sistema (6.77) fornisce i coeffi- 
cienti c; da introdurre nell’Eq. (6.72) per ottenere l’autofunzione (approssimata) corri- 
spondente. 

Nel nostro caso (Eq. (6.71)) abbiamo due soli coefficienti c1 e c; e l'equazione secolare 
diventa 


ET-H ES. — Ho 
= 0 (6.79) 
ES: Hi E-H 
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con 
H,=Hx= |e:Ho.d=E, H= {erHe.d%, Sa= foto: dt. 


Le formule si semplificano molto se si suppone che S1; sia trascurabile. Allora si deduce 
iall’'equazione secolare 


2 


(E- E) = |H 


E=EK* [Fa] (6.80) 
he indica una scissione dei livelli della molecola per effetto della risonanza, col tipico 


cisultato che uno dei due livelli è iferiore a quello che si avrebbe senza la risonanza (per 


ina valutazione di tale scissione si veda il Prob. 9). L'equazione generica del sistema 
77) diventa 


c (E— E) + 0: (ES:—H.)= 0. 
Ponendo anche qui S1. = 0 e ricavando E — E dall’Eq. (6.80) otteniamo 


E cH.—0H: = 0 


C0= EC. 


Si hanno dunque le due soluzioni (indicate qualitativamente in Fig. 6.35) 


wi 


CE 


Fig. 6.35 - Funzioni d’onda simmetrica {x e antisimmetrica Yn relative allo stato fondamentale e 
eccitato della molecola di ammoniaca. 


sa 
bee a 


(6.81) 
Yu 


1 (pi ©») 
V2 


delle quali quella a energia più bassa è quella pari, cioè quella che non ha nodo nel pun- 
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to dove il potenziale ha un massimo relativo (il fattore 1/2 serve a preservare un’ap- 
prossimativa normalizzazione). 

La scissione dei livelli dell’ammoniaca era stata prevista da Dennison e collaboratori 
nel 1932 ed era stata verificata l’anno dopo sulle righe dello spettro infrarosso, trovando 
una separazione di 0.67 cm'n°'.!’ La transizione diretta dallo stato fondamentale (1) allo 
stato eccitato (Yn) fu messa in evidenza nel 1934 da Cleeton e Williams con un’esperien- 
za di assorbimento di onde centimetriche. In Fig. 6.36 è mostrata la curva di assorbi- 
mento. 


304 


204 


assorbimento (%) 


sr 
(©) 
AT 
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Fig. 6.36 - Spettro di assorbimento corrispondente alla transizione diretta dallo stato fondamen- 
tale w allo stato eccitato yy; nella molecola di ammoniaca (riga di inversione dell'am- 
moniaca). 


1) Valori ottenuti successivamente risultano di circa 0.8 cm". 
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Problemi 


1. La formazione della molecola H, a partire dagli atomi liberi è ostacolata dal fatto che l'energia 
di formazione non può essere itradiata per mezzo di onde elettromagnetiche, a causa della simme- 
tria della distribuzione di carica. La combinazione dei due idrogeni avviene invece facilmente su 
una superficie solida che può assorbire meccanicamente l'energia che si libera. Anche in queste 
condizioni la probabilità che in un incontro di due atomi si formi la molecola è soltanto del 25% 
Perché? 


Soluzione. La formazione di una molecola di idrogeno avviene quando gli spin dei due elettroni 
sono antiparalleli e poiché esistono (Eq. (6.4) tre stati rcpulsivi (spin paralleli) e uno stato attratti. 
vo (spin antiparalleli) ne segue che la probabilità di ottenere una molecola stabile è 1/4. 


2. Nelle molecole, contrariamente a quanto succede negli atomi, non vale più la legge di conserva- 
zione del momento angolare orbitale totale degli elettroni; nelle molecole biatomiche si conserva 
invece la proiezione del momento orbitale lungo l’asse passante per i due nuclei. A che cosa è do- 
vuta questa differenza di comportamento? 


Soluzione. Negli atomi gli elettroni si trovano in un campo a simmetria centrale cosicché, a partire 
dal centro, tutte le direzioni sono equivalenti pertanto il momento angolare si conserva rispetto a 
tale centro. Nelle molecole tale legge di conservazione non è più valida perché il campo elettrico di 
più nuclei non ha la caratteristica di simmetria centrale. Nelle molecole biatomiche l’asse passante 
per i due nuclei costituisce un asse di simmetria pertanto si conserva la proiezione del moment 
angolare su questo asse. 

È interessante notare che le leggi di conservazione basate su ragioni di simmetria sono valide sia 
meccanica classica che in meccanica quantistica. 


3. Nella molecola di idrogeno la differenza di energia fra il livello di legame I, e di antuega: 
W, è pari a circa 6 eV. Calcolare la frequenza di scambio. 


Soluzione. Poiché la differenza fra i livelli W, e W, è pari al doppio del valore dell'energia 
nanza (o energia di scambio, Eq. (6.6)), abbiamo 


W.,-W,=2K=2hbv, 
dove v, è la frequenza di scambio che risulta di circa 7 x 10° s". 


4. Si valuti l'ordine di grandezza dell'energia elettronica, vibrazionale e rotazionale di una mole- 
cola avente dimensione lineare r dell'ordine di alcuni À e massa M circa 10* volte maggiore della 
massa elettronica. Si consideri la molecola come un’oscillatote armonico (di massa M ) e come un 
rotatore di momento di inerzia Mr?. 


Soluzione. L'ordine di grandezza dell’energia elettronica è pari a quello dell'energia cinetica (elet- 
tronica) dato da 


p' 


2760 


Wi. -— 


dove 720 è la massa dell'elettrone e £ il suo impulso. Identificando la lunghezza d'onda dell'elet- 
trone con la dimensione molecolare, possiamo scrivere la relazione di De Broglie come f — hr, 
pertanto 


che risulta dell'ordine di alcuni eV. 
L'ordine di grandezza dell'energia vibrazionale è dato del quanto vibrazionale, cioè 
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W.,- hv = bw 


dove w? = £/M (oscillatore armonico), essendo £ la costante elastica di richiamo. Quest'ultima 
può essere valutata considerando che, per uno spostamento pati a r, l'energia potenziale varia di 
una quantità paragonabile all'energia elettronica W,, quindi 


1/2 
v.- (4) -s(4 i me) ve 
M Mr? M 
che risulta 100 volte più piccola di quella elettronica. Per l'energia rotazionale, assumendo che il 
momento angolare sia dell'ordine di $, abbiamo 


152 1/2 


bo To w. 
Mr? M 


tot 


cioè 10° volte più piccola di quella elettronica. 


5. La frequenza fondamentale di rotazione dell’acido fluoridrico (HF) è di 1.233 x 10! s"', Tra- 
scurando il moto relativo dei nuclei, calcolare la distanza di equilibrio internucleare. 


Soluzione. Dall'Eq. (6.32) abbiamo B = 6.165 x 10"! s"! e, facendo uso dell’Eq. (6.30), possia- 
mo valutare il momento di inerzia / che risulta pari a 1.35 x 107° g em?. Indichiamo con 7} c rp le 
distanze dal centro di massa degli atomi di H e F rispettivamente. Inttoducendo la massa ridotta 
= [rey 225/(224 + #5)] e ponendo r = rn} + 7, abbiamo 


L= par, 


Dalla tavola periodica degli elementi si ricava: #2y = 1.66 x 107? E, 725 = 3.15 x 107 g; per- 
tanto 
1/2 
ra (1) = 0.93 x 10° cm. 
4 


6. Verificare che l’Eq. (6.38) può essere ricavata sulla base della meccanica classica. 
Soluzione. L'energia cinetica rotazionale di un corpo rigido, in un sistema cartesiano ortogonale, è 


data da 


Wah LioeLia 
2: 2 


Lg 1 1 
— (P2/L) + — (P3/1) + + (P2/L 
3 SE E I 


dove L.,.:), W:y,») € Pa) SONO i Momenti di inerzia, le velocità angolari e i momenti angolari at- 
torno agli assi x ( y, 2) rispettivamente. Nel caso di una molecola ruotante abbiamo (per esempio) 
Pî = |A,|? quindi (vedi Fig. 6.19) 


Pi + Pî + Pi= |], Pi= |JP— |A,|}- P? 
inoltre 
d:=:La be L ke, 
si ha 


Sostituendo nell’espressione W,, 


Ha LP 1 Al 
E Di (L 2 Li 


rot 
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I]? + 1 Al (- SÈ 
Da 2 La L 
er passare alle formule quantistiche, il modulo quadrato dell'impulso totale va scritto 


] + 1) #°, mentre il quadrato della prosezzone sarà semplicemente Az4?. Eliminando poi I, e La, 
nediante le (6.39) si arriva facilmente al risultato 


Wi bBJ(]J +1) + BAGMA,—B). 


Calcolare l’autofunzione (rotazionale) di una molecola biatomica nell’approssimazione di rota- 

re rigido. 

luzione. L'energia potenziale di un rotatore rigido è uguale a zero, pertanto l'equazione di 
<hrédinger di una molecola biatomica in tale approssimazione è 


04 DA 4 I E ped 


da dd 


love (x? + 9? = 22)!!? = rè la distanza fra i due atomi della molecola e u la massa ridotta del si- 
«ema. Tale equazione è formalmente analoga a quella dell’atomo di idrogeno ad eccezione della 
mancanza del termine di energia potenziale (vedi Eq. (5.1) del Cap. 5). D'altra parte nell’auto- 
funzione dell'idrogeno il termine di energia potenziale contribuisce solo alla parte radiale (R.;(7)) 
possiamo quindi dedurre che l’autofunzione di una molecola biatomica (nell’approssimazione di 
rotatore rigido) è una funzione sferica cioè 


v = Yim(d, £) 


dove J è il momento angolare molecolare e M una sua componente (in unità di # ) in una determi. 
nata direzione. 


8. Come è noto in una molecola (o aggregato di molecole) i nuclei vibrano intorn< 
li equilibrio e, per ampiezze di vibrazione non troppo grandi, il moto puùò essere ci 
monico (vedi Fig. 6.14). In questa approssimazione l’autofunzione vibrazionale è ur 
ortogonale del tipo 


y, = A, ewp- = 4 x) H(va x) 


/ 


dove 4 = 2rur/$ con p massa ridotta e v frequenza di vibrazione, A, è un'opportuna costante di 
normalizzazione e H, sono i polinomi di Hermite. L'ampiezza dell'elemento di matrice della po- 
arizzabilità è dato da 


Pin = |E| | yroyndr 


dove E è il campo elettrico applicato e a la polarizzabilità. Supponendo che la polarizzabilità vari 
linearmente con lo spostamento x dalla posizione di equilibrio, ricavare, nel caso di una molecola 
biatomica, le regole di selezione per il numero quantico di oscillazione in un processo Raman. Fare 
uso della seguente formula di ricorrenza per i polinomi di Hermite: 


x H,(x) = 3; (00) + # Hn(3). 


Soluzione. Poiché la polarizzabilità a varia linearmente con x possiamo svilupparla in serie nell’in- 
torno di x = 0, cioè 
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Sostituendo questa espressione nell'elemento di matrice della polarizzabilità otteniamo: 
P..= |EI Susan yodr + |E| {we (te) xd. 
X ls=0 


Poiché le autofunzioni vibrazionali sono funzioni ortogonali, il primo integrale è diverso da zero 
solo se v = v' (Cap. 4, $ 4.2) quindi la radiazione diffusa si presenta con frequenza invariata (ef- 
fetto Rayleigh). Per svolgere il secondo integrale facciamo uso della formula di ricorrenza riportata 
sopra: 


EI) [ad 


= |E| { A, exp (- n ae) H(V6 x) x A, exp (- A 40 H. (Va x) dx 
x=0 


B di AA, { e [H(J2%) x H,(/4%)] de, 


dx 


ponendo ya x = y otteniamo 


E] (de) Adv { é H.(y)y H(9) & 


- |Ej(2) 44 [e R)|1 Ha) + Had. 
2 


Poiché i polinomi di Hermite sono funzioni ortogonali, questo integrale è diverso da zero solo se 
r r 


v =v+1 0 v' = v— 1:la regola di selezione per il numero quantico di oscillazione è per- 
tanto Av = + 1. 


9. Assumendo che per la molecola di ammoniaca il potenziale, cui è soggetto l’azoto lungo l’asse 
ternario della molecola (Fig. 6.34), sia descritto dalla funzione (4.128) (Cap. 4, $ 4.7), calcolare il 
«tunnelling splitting» per lo stato fondamentale col metodo dell’integrale di azione (Eq. (4.148). 
Assumere i seguenti valori numerici: altezza di barriera Vo = 2076 cm", distanza fra i due minimi 
x = 0.76 A. 


Soluzione. Poiché la massa dell'azoto (14 amu) è molto maggiore di quella dei tre idrogeni possia- 


mo, in prima approssimazione, considerare solo il moto dei tre idrogeni, pertanto risulta M = 3 
amu = 5 x 107 g. L’integrale di azione fra i due minimi è dato da 


Ce Lui 


dove w = (16 V/M x3) e risulta w = 1.51 x 10'*s", da cui So = 9.87. Facendo uso dell’Eq. 
(4.148) otteniamo AE — 0.9 cm”! che è in buon accordo con il valore sperimentale di — 0.8 cm". 


7. Meccanica statistica 
e teoria dei quanti 


7.1. La cella elementare nello spazio delle fasi 


L’interferenza fra i concetti quantistici e la meccanica statistica è notevole ed anche 
abbastanza complessa. Intanto è chiaro che la meccanica statistica classica, i cui elementi 
abbiamo esposto nel Cap. 2, non si potrà applicare, o solo in parte, in tutti quei casi in 
cui il carattere quantistico degli elementi che sono oggetto della statistica cessa di essere 
trascurabile o diventa addirittura dominante. Prima di studiare questo punto vogliamo 
discutere alcune conseguenze della teoria dei quanti che sono di grande importanza an- 
che nel campo di validità della meccanica statistica classica. Queste sono connesse col 
concetto di entropia. 

Si è visto (Cap. 2, $ 2.7) che, seguendo Boltzmann, si può pensare l’entropia di un si- 
stema come proporzionale (secondo la costante £ detta appunto costante di Boltzmann 
al logaritmo naturale del numero N di stati microscopici - caratterizzati dai paramet 
che descrivono la situazione dei singoli elementi (molecole, atomi, ecc.) - | qu 
sono tutti compatibili col dato stato macroscopico del sistema, in quanto questo, 
o da poche variabili, come il volume, la temperatura, il numero complessivo c 
icelle, rappresenta una descrizione molto sommaria che può essere realizzata da i 
mero enorme di configurazioni microscopiche. 

Come valutazione, relativa, del numero N si è preso il volume AP dello i 
fasi che è a disposizione del punto rappresentativo del sistema. Per far questo bisogna 
però dividere AT per una costante % che stabilisce in certo modo quanto devono essere 
distanti due punti nel T-Raum del sistema per esser considerati come appartenenti a sta- 
i diversi. In altre parole, bisogna introdurre una cella elementare nello spazio delle fasi. 
Si ha così in definitiva 


S= kn SE, 1.1) 
174 


Si hanno, a proposito di questa formula, due difficoltà. In primo luogo la meccanica 
classica non fornisce nessun criterio che permetta di fissare x. Resta perciò una costante 
indeterminata (— £ In #) nell'espressione dell’entropia e questo sarebbe un inconve- 
niente minore, in quanto sono le differenze d’entropia che realmente contano. La se- 
conda difficoltà è però più grave: secondo la meccanica statistica classica ogni moto cessa 
allo zero assoluto e quindi per 7 — 0 si dovrebbe avere AT — 0, per il tendere a zero 
della regione occupata dal sistema nello spazio degli impulsi. Con questo l’entropia 4- 
vergerebbe a. — ©, in contrasto con quello che mostra l’esperienza. Infatti si constata 
che le variazioni d'entropia si fanno sempre p14 piccole quanto più ci si avvicina allo ze- 
ro assoluto. 

La meccanica quantistica elimina tutt'e due queste difficoltà in quanto giustifica 
l’esistenza di una unità naturale per l'estensione in fase e cioè 


u= h' 7.2 
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dove 4 è la costante di Planck e f il numero di gradi di libertà del sistema. Con questo 
sparisce ogni arbitrarietà dall’Eq. (7.1), ma, quel che più importa, sparisce anche la di- 
vergenza. Infatti nello spazio delle fasi il punto rappresentativo non può essere localiz- 
zato in una estensione inferiore a una cella % = 4° perché questo è il volume che com- 
pete a un singolo stato quantico. Del resto, che esista un limite inferiore è una inevitabi- 
le conseguenza del principio di indeterminazione: un volume nullo, cioè che si riduce a 
un punto, vorrebbe dire infatti che tutte le g e tutte le del sistema sono note simulta- 
ncamente. Il secondo membro dell’Eq. (7.1) ha perciò per valore minimo lo zero e non 
i 

Non è facile dare una dimostrazione generale della (7.2). Perciò ci contenteremo di 
verificarla su due esempi, facendo vedere che per numeri quantici r grandi l'estensione 
in fase T,, che comprende tutti gli 7, stati con numeri quantici < # tende a 


Dic Ab. (7.3) 


a) Oscillatore armonico 


E=costante 


Fig. 7.1. Spazio delle fasi per un sistema ad un solo grado di libertà ( f = 1 in Eq. (7.2)). L'ellisse 
rappresenta il luogo dei punti ad energia costante. 


Con f = 1 lo spazio delle fasi è il piano 9 in Fig. 7.1. Per numeri quantici 
grandi la meccanica classica è applicabile e abbiamo 


Hi Lp I q? = E = cost. (7.4) 
2 2 


che è l'equazione di un ellisse di semiassi 


v2mE (asse p) , £ 2E (asse 4) . 


(0) Uli 


Risulta dalle condizioni di Sommerfeld, applicabili perché x è grande per ipotesi, che 
l’area di questa ellisse è 


A=2rE=$pdg = nh, 
w 


ma siccome tutte le 2 — 1 traiettorie con numero quantico inferiore sono più picco- 
le, cioè sono comprese nell'ellisse (7.4), si vede che i primi #, = 7 stati quantici occupa- 
no un'estensione in fase 24, conforme alla (7.3). 
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b) Particella non soggetta a forze ma chiusa in una cavità cubica a pareti impenetrabili 


z n3 
L a 
sa Ri 
Ha 
” 21 
(4) (5) 


Fig. 7.2. 4) Cavità cubica di lato L contenente una particella non soggetta a forze; 4) terna di inte- 
fi 7, 2, € 7, corrispondenti agli assi di riferimento della cavità cubica. 


Il cubo di lato L si trovi come in Fig. 7.24. Le autofunzioni, a meno di un fattore di 
normalizzazione, sono della forma 


sen(At x) sen(AAt )) sen(221 ) 7.5) 
DA L T 


on #1, 22, #3 interi (onda di De Broglie stazionaria con piani nodali coincidenti con le 

facce del cubo). Gli stati stazionari corrispondono perciò alle terne di interi positivi 
»-, #3 dato che valori negativi non danno autofunzioni che siano linearmente 
denti dalle altre. Ciascuno stato stazionario corrisponde dunque a un punto ave 
dinate intere nell’ottante positivo di un sistema di riferimento in cui si prendono # 
». come coordinate (Fig. 7.2 5). Se ora consideriamo la dipendenza da x dell'autofun- 
zione (7.5), cioè consideriamo il fattore sen (#17x/L) e lo mettiamo nella forma 


1 UAREA UA: 
ex cx ; 
gira 


vediamo che si tratta della sovrapposizione di due onde di De Broglie (exp (2750; x/4)) 
con gli impulsi 


Alle particelle descritte dall’autofunzione (7.5) corrisponde dunque un quadrato 
dell’impulso 


pre n (23 + ni + ni) (7.6) 

e un'energia 
E = hi (22 + 22 + n3) (AT 
TSTEZZ 1 2; 3} » I. ) 
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Tutti quegli stati in cui l'energia è < E, oppure l'impulso < f, occupano nello spazio 
delle fasi un volume dato da 


r,-biasp=-iaDbp (7.8) 


e il loro numero #, è dato dal numero di terne di interi positivi tali che 
4L°p? 
bo 


n + ni + ni < 


Questa limitazione caratterizza nello spazio (#1, 72, #:) i punti dell’ottante positivo che 
cadono dentro la sfera di raggio (2? + #î + 73)!/? cioè, per l'equazione precedente, di 
raggio 2Lp/5. Dato che la densità di quelli a coordinate intere è 1, il loro numero è 
3 
2L Lp? 
dit, 
5 3 hè 


n= 1 x (7.9) 
8 3 


Confrontando (7.8) e (7.9) troviamo 


risultato ancora conforme all’Eq. (7.3). 


7.2. Misura corretta dell’estensione in fase. Fasi generiche 


Nel $ 2.5 del Cap. 2 abbiamo trovato che l’energia libera F di un sistema generico si 
calcola dall’integrale di fase I per mezzo della formula (2.37) che possiamo riscrivere, 
introducendo la cella elementare 4’ che ivi è omessa, come 


Podrista = Wa few| a DI A (7.10) 


(a) 


Per un miscuglio di gas perfetti monoatomici questa formula dà (Eq. (2.44) del Cap. 2) 
F= — ATE N In[VQrm 41)" bh]. (7.11) 


Da qui segue per l’entropia 


V 


se |) = AD N In [VQrm 47)" bh] + è kE N. (7.12) 


Siccome Fe S sono grandezze estersive, ci si aspetterebbe che moltiplicando tutti i nu- 
meri di molecole N, e il volume V per un fattore 7 anche F e S risultassero moltiplicate 
pet n. Si vede però che questo non avviene. Ciò nonostante dalla formula per Fabbiamo 
ottenuto risultati corretti (e cioè le leggi dei gas ideali, Cap. 2 $ 2.6). Questo è potuto 
avvenire perché, in quel caso, i numeri di particelle si mantengono costanti. In altri casi 
le formule danne, necessariamente, risultati sbagliati. Per vederlo applichiamo la (7.12) 
al caso di due gas che si trovano, dapprima, separati in due volumi V, e V., alle stesse 
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Vi Va 
=. 7.3. Cavità di volumi V, e V; contenenti gas, separati da un diaframma 4, alla stessa tempe- 
fatura e pressione. 
ndizioni di temperatura e pressione (Fig. 7.3). Avremo 


S= + S = 4Nn[V (27m AT )P?b?] + ci kN, 


jo 


+ &N; In [V; (27 #2 AT) h?) + È AN: . 


2 


supponiamo ora di sopprimere il diaframma 4 che separa i due gas, cosicché questi pos- 
ano diffondere l’uno nell'altro. La differenza dal caso precedente è che ora ognuno dei 
ue gas occupa il volume V = Vi + V;. Ciò produce un incremento di entropia dato da 


AS = &N;In(V, + V;) + &N; In (Vi; + V) — EN; In Vi — £N; In Vi = 


In (V, + VA IDE, 
VAI VY? 


= È 


Siccome per la supposta uguaglianza delle pressioni i volumi iniziali devono essere pro- 

porzionali ai numeri di particelle (Vi = Nivo, V: = N:%), la precedente può scriversi 

igualmente 

(Ni + N)? a 
NV NS 


AS = &kIn 


Anche questo risultato è perfettamente corretto: l'entropia aumenta perché è avvenuto 
un processo irreversibile, cioè il mescolamento dei due gas. Il AS prende appunto il no- 
me di entropia di mescolamento. 

Purtroppo nella formula (7.13) non c’è alcuna traccia del fatto che i gas devono essere 
diversi. In altre parole, le nostre formule prevedono /o stesso aumento d'entropia se i 
recipienti V, e V contengono inizialmente N, e N; molecole del medesimzo gas, nel 
qual caso invece non succede ovviamente nulla. Questo risultato aberrante della statisti- 
ca classica è noto col nome di paradosso di Gibbs. 

L'esempio del paradosso di Gibbs mostra che le difficoltà incontrate derivano dal con- 
siderare come differenti le molecole di una stessa specie. E infatti, nello spirito della 
meccanica classica, abbiamo tacitamente attribuito a ciascuna di esse un'individualità 
(ad esempio un particolare valore dell'indice di numerazione), cosicché veniamo a trat- 
tarle come se ognuna appartenesse addirittura a una specie molecolare per conto suo. 
Ciò ha per conseguenza un’errata valutazione dell'estensione dello spazio delle fasi del 
sistema, nel quale l'integrale di fase va calcolato. Infatti tutte quelle celle elementari (di 
estensione 4°) di questo spazio, che corrispondono a situazioni del sistema che differi- 
scono unicamente per una permutazione di molecole uguali, dovrebbero essere contate 
come una sirgola cella. 

Le celle che si possono ottenere da una cella generica operando tutte le possibili per- 
mutazioni sono N;! N! ... N,1. Perciò lo spazio delle fasi generiche, che Gibbs propose 
di introdurre per tener conto dell’equivalenza delle situazioni ora dette, ha un er 
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di celle che è solo la frazione (N! N! ... N,1)"! di quello che si ha nella corrispondente 
estensione dello spazio delle fasi come lo abbiamo definito fin qui, che Gibbs chiama lo 
spazio delle fasi specifiche. 

Non è impossibile immaginare una rappresentazione geometrica dello spazio delle fa- 
si genetiche. Normalmente però questo non si fa e si preferisce operare nello spazio del- 
le fasi specifiche, che è più agevole a trattare, salvo a dividerne l'elemento di volume per 
NI Na! ... N,!. Questa correzione, sufficiente a far sparire le caratteristiche difficoltà 
che abbiamo visto, fu introdotta da Gibbs in maniera empirica ossia, in fondo, in base 
all'evidenza sperimentale. Essa è perfettamente in accordo con la meccanica quantistica 
che impone di considerare come #7 solo stato quelle situazioni che differiscono per lo 
scambio di particelle uguali (Cap. 4, $ 4.3). 

Vediamo ora in breve come funziona l'introduzione delle fasi generiche. Nel caso di 
un miscuglio di gas perfetti, l'integrale di fase / ha la struttura (Cap. 2, $ 2.6) 


v N, 


IAT x 
dove 4; è l'integrale per una singola molecola. Con l'introduzione del fattore correttivo 
1/N,! e di quello 47% per ogni componente, tale integrale diventa (l'indice gusta 
a ricordare che si calcola in fasi generiche) 


n N; 
I = 432» IT 1 II Be sa h73PNA I 
NINNI È NU. 


dove I è l’espressione classica (Eq. (2.43) del Cap. 2). Per il logaritmo di 7, si ha 
In 4 = In! È MIn#—inN; en N) 
e utilizzando la formula di Stirling asintotica (In N! = Nin N— N) otteniamo 
In L= Ini-È N (in & +inM_-1). 
Sostituendo l’espressione pet F, cioè F = — £7In I, diventa 
F=—K&kTln/+ 4TÒ N, (In6° + InNM_-1). 


Il primo termine al secondo membro non è che l’espressione di F come è data nell'Eq. 
(2.44) del Cap. 2, pertanto 
V QumaT)? ù | 


7.14 
N Fr (7.14) 


E=-4TY Ni[io 


da cui si ottiene pet $ 


È, 3/2 E. 
S-4ENfn E @amerti , + 3.4) 


N, hi 


ossia 


(7.15) 


Le 3/2 
ta #£ Nifin © (7 my RT) si il 


N Vi 2 


Nei limiti di validità della statistica classica queste formule sono corrette e non conduco- 
no più a paradossi. Si constata in particolare che esse rappresentano, come si deve, due 
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grandezze estensive (cioè omogenee di 1° grado negli N.) perché ora nell’argomento del 
logaritmo appare il volume per molecola V/N, e non semplicemente V. È facile verifica- 
re che la (7.15) applicata al mescolamento di due gas diversi dà ancora il risultato (7.13). 
Applicata però al caso del gas di una sola specie da, per i recipienti scparati, 


= en [(È o zl AN; (n(1ì Sh zi (7.16) 
N, 2 N, 2 


love con c si è indicata la grandezza - che resta costane - (27 77 RT)? 473, mentre peri 
recipienti uniti abbiamo 


= R(N, + No)[in( fb o il (7.17) 
N; + N, 2 
Dovendo essere 
Le = Le = Vo, 
N, N, 


si riconosce che le due espressioni (7.16) e (7.17) sono uguali. 


7.3. I limiti di applicabilità della statistica classica 
Bisogna considerare due casi: 
3) sistemi composti di elementi distinguibili, 


5) sistemi composti di elementi ‘ndistinguibili. 


Come prototipo del caso 4) si possono ricordare i sistemi di osci/lazioni armoni 
guali abbiamo visto un esempio a proposito del campo elettromagnetico in una ca 
$ 3.2 del Cap. 3). Si è visto che il campo si può decompotrre, essenzialmente con un 
procedimento di sviluppo in serie di Fourier, in oscillazioni elementari caratterizzate co- 
me delle onde aventi certe frequenze e certe direzioni di propagazione. Ciascuna di 
gueste onde contribuisce all’hamiltoniana del sistema con una coppia di termini del ti- 
po di un oscillatore armonico. Il sistema statistico risulta così costituito da tanti oscillato- 
ri armonici indipendenti, tutti distinti l’uno dall'altro o per la frequenza o per la dire- 
zione di propagazione (0 per ambedue i caratteri) delle relative onde elementari. Nel ca- 
so 4) mancano gli effetti quantistici più vistosi che sono, come vedremo, effetti dell’in- 
distinguibilità delle particelle uguali che non si possono più compensare con una sem- 
plice contrazione dello spazio delle fasi per un fattore 1/N1, come invece si può fare al 
limite classico. Il criterio di applicabilità della statistica classica si riduce perciò ad esigere 
che l’energia dei singoli elementi si possa ritenere variabile con continuità. Questo vuol 
dire che l'intervallo Ae fra due livelli energetici contigui deve essere piccolo in confronto 
al valore 1/8 = 47 che dà la misura degli scambi d’energia nell’agitazione termica. 

Come prototipo di sistemi del tipo 4), cioè contenenti elementi in principio indistin- 
guibili, considereremo il caso di un sistema gassoso (o assimilabile ad esso, come per 
esempio gli elettroni nei metalli) composto di particelle tutte uguali (o al più apparte- 
nenti a un certo numero di specie) dotate di sola energia cinetica di traslazione. La stati- 
stica classica tratta queste particelle (o i loro baricentri) come punti materiali. È ben noto 
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che la rappresentazione quantistica che più si avvicina al concetto classico di punto ma- 
teriale è quella del pacchetto d'onde (Cap. 3, $ 3.11) c sappiamo che questo si muove in 
accordo con le leggi della meccanica ordinaria. La statistica classica sarà dunque un’ap- 
prossimazione lecita quando si potranno sostituire le molecole con altrettanti pacchetti 
d'onde che si comportano in modo analogo. Perché questo si possa fare devono essere 
soddisfatte due condizioni: 


1) che i pacchetti d'onde non si sovrappongano sensibilmente, 


2) che l’indeterminazione dell'impulso introdotta con l’uso del pacchetto d'onde sia 
molto minore dell'impulso medio. 


La prima condizione è necessaria perché degli effetti dell’indistinguibilità rimanga solo 
quello che consiste nello scambiare le particelle fra i vari pacchetti d’onde e di cui si tic- 
ne conto introducendo il fattore (N;! ... N,!)"! nel #T. La seconda è necessaria perché la 
descrizione nello spazio degli impulsi abbia ancora senso. In formule, detta Ar la di- 
mensione lineare media dei pacchetti d’onde e Ap l’indeterminazione dell’impulso, in- 
dicando con 7 il numero N/V di particelle per unità di volume, avremo 


n!" > Ar 


b> Ap, 
dove #7!’ rappresenta la distanza media fra particelle vicine. Moltiplicando queste dise- 
quazioni membro a membro si ricava 
5» Ar4p > » (7.18) 
o anche 
Ybp'>b. 


Poiché V£ ! è dell'ordine di grandezza del volume occupato dalle particelle nel loro pro- 


prio spazio delle fasi, cioè nel u-Raum, il rapporto Vp 2/4 ci dà, secondo il risultato 
dell’Eg. (7.9), il numero 7,, di stati quantici che cadono in questo spazio. La disequa- 
zione precedente si può perciò riscrivere 


Is,> N. (7.19) 


Troviamo perciò questo importante risultato: la statistica classica si potrà applicare tutte 
le volte che il numero di stati a disposizione di ciascuna particella è molto più grande del 
numero delle particelle. Oppure, se si vuole, in tutti quei casi in cui, per pure ragioni 
probabilistiche, è molto difficile che due particelle possano trovarsi nel medesimo stato 
quantico. 

Cerchiamo di renderci conto su qualche esempio della portata concreta della limita- 
zione ora trovata. Supponendo che la statistica classica sia applicabile dovrà essere 


b= (37m KRT)! (7.20) 
da cui segue 


VEÈ _ g GMAT)" 
YA % 
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quindi 


(a 3 _ IVAZEI (372 Ki)? A (36) (MT)? 
NP b Na bh 
n 7 densità numerica e M peso molecolare del gas. Questo risultato portato nella 
7.19) dà la condizione 


1/3 


Î Psu 49 (# n gi! (MT ve > 1 
N h\N, 


ssia, introducendo i valori numerici delle costanti universali, 


1/3 


(Fe) agio im» a. 720 


Per l’aria, in condizioni ordinarie, si hanno i dati seguenti 


M = 28.88, T=300K, p=latm., n= 2.45 x 10!° cm” 


| Sion = gs. 
x 


Per la temperatura 7;, alla quale questo valore scenderebbe a 470 (supposto di tenere 
costante la densità), si ottiene 


e si trova 


T, = 0.0185K. 


Per l'idrogeno, coi dati seguenti 


M = 2.016 g, T= 300K, p=lam., n= 2.45 x 10! com? 


si trova 


1/3 


(fe) = 358, (o 
N 


Naturalmente a remperature bassissime i gas sono condensati e i vapori in equilibrio con 
essi hanno valori di # di gran lunga inferiori a quelli qui introdotti, col risultato che la 
statistica classica continua a valere per la fase gassosa. 

La situazione cambia radicalmente se si tenta di applicare la (7.21) agli elettroni di 
conduzione nei metalli. Prendendo per esempio l'argento, e supponendo un elettrone 
di conduzione per atomo, si ha! 


n= 6.13 x 10?° cm? M = 1008 - 5.49 x 10 g 


1) In questo caso M è il peso molecolare del gas elettronico che è 1/1836 di quello dell'idrogen 
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da cui risulterebbe, per 7 = 300 K, secondo la (7.21) 


1/3 


(te) = 4.07 x 107° 
N 


valore che crescerebbe fino a raggiungere l’unità per 7, = 1.8 x 10° K. Questi dati non 
hanno intrinsecamente nessun significato quantitativo, ma dimostrano chiaramente che 
la statistica classica (e quindi anche la formula di partenza (7.20)) non è assolutamente 
applicabile in questo caso. 

È interessante calcolare anche l’entità della sovrapposizione dei pacchetti d'onde. 
Detta E l'energia cinetica media di traslazione per particella sarà f = (272E)!/? e sup- 
ponendo di voler determinare f con un’incettezza Ap = 8, con d numero piccolo in 
confronto all’unità, si avrà per il diametro del pacchetto d'onde 


Àr = iena 
9 (272E )!"?? 
misurando E in eV si trova 
Ar = 28.81 x 107° cm . (7.22) 
DI) (ME Dai 


Per un gas perfetto si ha 


E=> d. $f = 13955 x 10° Ty 
2 


che dà E = 0.0388 eV per T = 300 K. Per gli elettroni di conduzione dell’Ag è invece E 
= 5.5 eV, praticamente indipendente da 7. Sostituendo nella (7.22) si trova 


(Ara ag = 32107 cm. 


Prendendo per esempio 8 = 2.5 x 107? si ottiene 
(47). = 1.1 x 107° cm 
(A7)aag ® 2.1 x 10°°cm. 


Nel volume di un pacchetto, prendendo come misura il volume di una sfera di diametro 
Ar, cadranno in media 


%, > 


1 
— n (Ar) n 

6 

particelle. Nel caso dell’aria (4 = 2.45 x 10! cm*) si ottiene #, = 0.017 che indica 
una sovrapposizione molto piccola, ma nel caso degli elettroni (4 = 6.13 x 10° cm?) 
risulta #, = 3 x 10° che fa vedere come sia impossibile descrivere gli elettroni come en- 
tità distinte. 
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4. Considerazioni generali sul passaggio alle statistiche quantiche 


Nel paragrafo precedente si è mostrato che la statistica classica è inapplicabile in certi 
casi che si presentano specialmente in relazione alle condizioni seguenti (vedi Eq. 
7.21): 


1) basse temperature, 
2) elevata densità numerica di particelle, 
3) piccola massa delle particelle. 


Siccome l’inapplicabilità deriva dal carattere quantistico dei sistemi, il rimedio radi- 
cale sarebbe evidentemente quello di impostare tutti i ragionamenti sul piano della 
meccanica quantistica rigorosa, riprendendo il problema della statistica da principio. 
Questo effettivamente si può fare, ma le difficoltà matematiche diventano notevoli, 
mentre invece esiste un buon numero di problemi che possono essere trattati con proce- 
dimenti che, pur non essendo del tutto generali, sono più semplici e tuttavia adeguati, 
specialmente quando le interazioni fra gli elementi costitutivi del sistema considerato 
sono 0 si possono considerare nulle. 

Si comincia con l’osservare che l’obiezione quantistica più importante ai metodi della 
statistica classica è il suo ricorrere a una descrizione eccessivamente minuziosa (imposta 
dall’uso della meccanica ordinaria) della situazione dinamica istantanea degli clemeni ti 
del sistema. Questo però non è un aspetto essenziale del metodo perché dal AA dor vi 
sta statistico si può descrivere il sistema in modo altrettanto soddisfacente per mezz 
suoi stati quantici, ciò che non viola minimamente il principio di indetentinazio € 
anzi consente di spingersi lontano quanto si vuole, nel senso di una sempre crescente 
importanza del carattere quantistico del sistema. 

Alle variabili p,...25, VIGERIA che non possono essere adoperate simultancan 
rigore, viene allora a sostituirsi il grufp0 (2) di numeri quantici che carat 
generico stato del sistema e che contengono implicitamente (attraverso la con 
delle relative autofunzioni) tutta l’informazione consentita dalla meccanica quan 
Conseguentemente, una generica grandezza fisica G relativa al sistema non do 
pensarsi come funzione delle p e delle 9, ma sarà una funzione G (7) dei numeri qi 
tici (x), ossia in definitiva degli autovalori di un gruppo di osservabili commutanti 


G(pP,9)- Gn). (7.23) 


Ricordiamo d’altra parte l’idea fondamentale del metodo degli insiemi: essa consiste nel 
dedutre il comportamento macroscopico di un sistema statistico in equilibrio facendo 
media su tutte le possibili fasi compatibili con le condizioni assegnate. In particolare, se 
si esige che l’energia del sistema debba esser compresa fra E ed FE + «E, tutte le fasi 
che soddisfano a questa condizione sono rappresentate dai punti dello spazio dI com- 
preso fra le ipersuperfici H = E, H = E + 4E e tali punti vengono «contati tutti 
ugualmente», in quanto si dà all'insieme rappresentativo una densità che è costante nel 
ST. In ciò consiste il postulato classico dell’uguale probabilità a priori degli elementi di 
volume (di uguale estensione) nel I-Raum. 

Dato che ogni stato quantico corrisponde a un volume costante 47 nel T-Raum, tale 
postulato suggerisce quello dell’uguale probabilità a priori di tutti gli stati quantici. O 
per lo meno, questo è stato il cammino storico. Attualmente si preferisce considerare 


1) Questi sono in numero uguale a quello dei gradi di libertà; si pensi per esempio alle regole di quantizzazio 
ne di Semmerfeld. 
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l’equiprobabilità degli stati quantici come il vero postulato fondamentale e l’altro, cioè 
quello relativo agli clementi di volume, come la più naturale espressione del postulato 
quantistico in quelle condizioni in cui la descrizione classica del sistema torna ad essere 
lecita. 

Una volta ammesso il postulato in questione, nc segue che dove la statistica classica 
integra nello spazio delle fasi, la statistica quantistica dovrà sozzzzare sugli stati quantici 
possibili del sistema 


dp di : . DD 
1 { pig somma sugli stati quantici = (7.24) 
NI...NJ è i (n 


dove L indica la somma estesa a tutte le possibili scelte di numeri quantici. 


Il valore «macroscopico» da attribuire alla generica grandezza G sarà 
G= LP(2)G(n) (7.25) 


dove P (7) è la probabilità di trovare il sistema nello stato quantico (7). Come per l’ana- 
loga grandezza classica, cioè la densità di probabilità 0 ( 2, 4) (Cap. 2, $ 2.3), così per 
P (#) una dipendenza dall’energia del tipo P (2) = f[E (»)] caratterizza gli insiemi in 
condizioni stazionarie. Infatti anche nella meccanica quantistica l'energia è un integrale 
del moto, per sistemi chiusi. 

Non ci sono difficoltà di principio a trasferire in questo quadro il ragionamento che ci 
dà la distribuzione canonica nel T'-Raum (Cap. 2, $ 2.4). Scriveremo perciò per un siste- 
ma in equilibrio termico 


P(2) = exp[B[F— E(7)]} (7.26) 


dove F si dovrà determinare (come funzione di 6 e dei parametri esterni compresi nel 
calcolo degli autovalori E (#)) dalla condizione di normalizzazione 


Dexp{B[F-E(} = 1. (7.27) 


Naturalmente 6 conserva il suo valore B = 1/£7, in quanto il concetto di temperatura si 
applica a qualsiasi sistema in equilibrio, comunque quantizzato. A questo punto è chia- 
ro che le formule quantistiche si otterranno da quelle classiche sostituendo ? (7) al posto 
di 0 ( p, 9) e applicando la regola (7.24). In questo modo, oppure direttamente dalla 
(7.27), otteniamo in particolare per l’energia libera F 


= — KRTIlnZ (7.28) 
dove la somma 
_ E (n) 


che va a sostituire l'integrale di fase, si chiama funzione di partizione o somma sugli sta- 
ti (partition function, sum over states). 

A partire da Fsi possono poi ricavare tutte le altre funzioni termodinamiche nel modo 
già visto nel Cap. 2. C'è però una grossa difficoltà nel tradurre in pratica un procedi- 
mento del tipo ora delineato e questa sta nel fatto che gli E (7) sono gli autovalori di 
un'equazione di Schrédinger a molti corpi e la risoluzione di questa, se non si presenta- 
no circostanze semplificatrici, costituisce in generale un problema insolubile. La sempli- 
ficazione più importante si ha nel caso di un'assenza di interazioni fra gli elementi che 
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stituiscono il sistema, perché in tal caso il problema di Schrédinger si riduce a quello 

un singolo elemento e tutti gli stati del sistema sono delle combinazioni 
lebitamente costruite in modo da soddisfare alle esigenze di simmetria - degli stati in- 
viduali dei suoi elementi. In questo caso il procedimento può esser portato a conclu- 
ne. 


7.5. Statistica dei sistemi di particelle indistinguibili non interagenti 


Si consideri un sistema formato da particelle della stessa specie, wow interagenti. Que- 
ta circostanza permette a ciascuna delle particelle di trovarsi in uno qualunque degli 
rati quantici individuali, che caratterizzeremo con un indice / (eventualmente, un 
ruppo di numeri quantici), ai quali corrispondono le energie e,. Siccome l'indice / nu- 
nera gli stati potrà accadere, anzi generalmente accadrà, che uno stesso valore dell’ener- 
zia si presenti per diversi, o anche molti, valori di /. Trattandosi di particelle indistingui- 
ili, non possiamo descrivere uno stato generico del sistema assegnando un indice di sta- 
individuale a ciascuna particella. Ciò equivarrebbe a scrivere l’autofunzione Y del si- 
tema nella forma (l'indice / deve essere pensato funzione di 7) 


vw II Va (15) 


love y; indica l’autofunzione relativa allo stato /-esimo; per semplicità si è mess 


‘ettore di posizione r, come argomento dell’autofunzione ma, se le particelle hann 
ano spin, la corrispondente variabile deve essere inclusa. Un’'autofunzione come 
ra scritta 12707 È lecita perché in generale non potrà soddisfare alle proprietà di s 
tria caratteristiche dei sistemi di particelle uguali (Cap. 4, $ 4.3). 
Una descrizione lecita dello stato del sistema è invece quella che fa uso dei numer 
ccupazione ni, cioè indica per ogni stato quantico individuale il numero di partie 
che lo condividono. La conoscenza dei numeri di occupazione equivale alla conosce 


lei numeri quantici del sistema complessivo, perciò con l’uso degli 7, le = del pa- 


8, 


ragrafo precedente diventano somme su tutte le possibili scelte dei numeri di occupazio- 
ne. Le condizioni di simmetria si riflettono molto semplicemente sui numeri di occupa- 


zione, perché dovrà essere (Cap. 4, $ 4.3): 


per particelle ad autofunzioni simmetriche, o di Bose-Frnstern 
kei: (7.30) 


per particelle ad autofunzione antisimmetriche, o di Fermi-Dirac 
n= 0,1. (7.31) 


Naturalmente questo metodo si applica, a rigore, soltanto a dei gas ideali e descrive 
quindi una teoria dei gas ideali quantizzati o, come si dice, degeneri. Sembrerebbe per- 
ciò avere scarso interesse. Questa conclusione però non sarebbe giusta perché quando la 
quantizzazione fa sentire completamente i suoi effetti (degenerazione forte) le previsio- 
ni che si ottengono dalla statistica di Fermi-Dirac, di Bose-Einstein e classica sono tal- 
mente diverse che le correzioni dovute alle eventuali interazioni diventano se non tra- 
scurabili, almeno secondarie. 

Per quel che si è detto sulla equiprobabilità degli stati quantici, è chiaro che il 


ro di occupazione medio # di uno stato dipende soltanto dall'energia e, di quest 
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La funzione # (e) ha, nella rappresentazione che fa uso dei numeri di occupazione, l 
stesso ruolo della ripartizione canonica (nel u-Raum) nella trattazione classica. Per siste- 
mi di particelle non interagenti questa funzione dipende dalla classe delle particelle 
cioè se di Bose-Einstein o di Fermi-Dirac, e dai parametri di stato per i quali notmal- 
mente si sceglie la remzperazura Te il potenziale chimico p. Ci sono dunque soltanto 44 
tipi di funzioni # {e,, 7, a) e ambedue nelle condizioni opportune, cioè quando il nu- 
mero degli stati accessibili diventa molto grande rispetto a quello delle particelle, devo- 
no tendere a identificarsi con la distribuzione canonica della statistica classica. Queste 
due funzioni si indicano usualmente col nome di distribuzione di Bose-Einstein e di 
Fermi-Dirac. 

Il modo più semplice per ricavarle consiste nell'esprimere per mezzo di # (er) il nume 
ro N di stati microscopici che sono compatibili con le condizioni assegnate, e cioè con un 
valore E dell’ energia totale e un numero complessivo N di particelle, e poi imporre la 
condizione che il logaritmo di questo numero, e quindi l'entropia, sia stazionario (deve 
essere come sappiamo un massimo) rispetto a una variazione qualsiasi della distribuzio- 
ne. Questa condizione identifica la distribuzione cercata degli # (e) come quella più 
probabile. Per far questo dividiamo la scala dell’energia di una particella generica in in- 
tervalli infinitesimi, in modo però che ogni intervallo contenga ancora un numero g 
molto grande di stati individuali, tutti aventi praticamente l'energia e;. Assegnamo 
quindi N; particelle a ciascun intervallo. Le condizioni macroscopiche alle quali il siste- 
ma è sottoposto si traducono in 


L.Me = E (7.32 
E.N= N, (7.33 


L'intero sistema lo possiamo pensare costituito da tanti sub-sistemi composti dai gruppi 
N; di particelle. Lo stato di uno gencrico di questi sub-sistemi sarebbe definito se si co- 
noscessero i g; numeri di occupazione dei g; stati che gli a ppartengono. È perciò chiaro 
che con N; particelle da distribuire fra g; stati si potranno in generale realizzare un certo 
numero N, di stati del sub-sisterna senza che le condizioni (7.32) e (7.33) vengano tur- 
bate. Siccome inoltre i sub-sistemi sono tutti indipendenti, il numero di stati microsco- 
pici dell'intero sistema compatibili con le condizioni imposte sarà dato da 


N=IIN, (7.34) 
e quindi il suo logaritmo sarà 
InN= L.InN. 


Il generico numero N, dipende ovviamente dal tipo di statistica cui le particelle obbedi- 
scono. Dobbiamo esaminare separatamente i due casi. 


a) Statistica di Bose-Einstein 


Ciascuno dei g; stati del sub-sistema che si considera può contenere quante particelle 
si vuole, o nessuna. Una distribuzione generica delle N; particelle fra i g, stati si potrà 
indicare con uno schema come il seguente 


o0| |000|0|]o| | |0]..... o] 0 0] 
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ve i cerchietti rappresentano le particelle e l'intervallo fra i tratti indica lo stato indivi- 
sale g-esimo. Per determinare il numero N; delle distribuzioni possibili, occorre dun- 
ue contate il numero di distribuzioni di N; oggetti uguali fra loro, cioè le particelle, 
escolati con g; oggetti pure uguali fra loro quali sono, nello schema, i tratti che delimi- 
no le caselle, vuote o occupate che siano. Se si trattasse di oggetti tutti distinti, il nu- 
ero di distribuzioni sarebbe (N; + g;)!. L'equivalenza degli N; fra loto e dei g; fra loro 
sì che questo numero viene diviso per il prodotto delle rispettive permutazioni. Si ha 
è 


N (N 80 ua 
NI gil 
quindi 
Inn; = ln(N + gd)! InM! Ing. 

Sarà dunque, per l’Eq. (7.34), 

InN = L.{In(N; + gd In Ni —Ingil}. (7.36) 
E chiaro che si ha 
SE; (737) 
&i 


ma è più comodo fare la sostituzione nel risultato finale e prendere gli N, come variabili 
Si tratta allora di scegliere gli N; in modo che l’espressione (7.36) risulti stazionaria, sot- 


mporremo la condizione di stazionarietà all’espressione 
X=InN—BL;Ne+6pL;N; (7.38 
love 8 e a sono dei parametri indeterminati. Si deve dunque avere 


IX 


= 0, per qualunque 7. (7.39) 
aN, q q 


Per poter derivare X occorre «continuizzare» i fattoriali che compaiono in X attraverso la 
7.36) e questo, dato che i numeri N, g, sono grandi per ipotesi, si può fare con la for- 
mula di Stirling asintotica. Otteniamo 


Xoce = Zi {(N; + 8) In (N; + g) — (N; + go) — Nilo N; + N;— giln gi + gi) 


— BL Ne + BuL:N; 
e, applicando la (7.39), 
In(N; + g) — InN;— Re, + Bu = 0 


ossia 


1) In realtà bastano (g; — 1) tratti per formare g; gruppi, cioè tanti quanti ne occorrono. Essendo però 
gi un numero molto grande, la precisazione sarebbe irrilevante. 
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o anche 


Le 7 = exp[Ble— n) (7.40 


da cui, ricordando la (7.37), si ottiene la distribuzione cercata 


ze ccdoene (Bose-Einstein) (1.41 


exp [B(e — #)]} — 1° 


dove si è omesso l'indice ? che non ha più scopo. Si noterà che - dovendo 7 essere neces- 
sariamente positivo - si dovrà sempre avere exp [B (e — #)] > 1, cioè (e — pu) > 0. Per- 
ciò il parametro p, sul cui significato torneremo più avanti, non può superare il livello 
energetico fondamentale degli stati individuali delle particelle che compongono il siste- 
ma. 


b) Statistica di Fermi-Dirac 


In questo caso i numeri di occupazione dei g; stati del sub-sistema possono essere sol- 
tato 0 o 1. Perciò N; di essi saranno uguali a 1 e (g; — N.) saranno uguali a zero. Si 
tratta di sapere in quanti modi N; unità si possono alternare con (g; — N) zeri. La ri- 
sposta è immediata ricordando la regola che ci ha condotto all’Eq. (7.35) 


; sas NI sl 
Ni Ma Ni _ gi cao 
Ni (ge N) Ni (&— N)! 


e questo dà 
Inn = Z;InN; = Z, {ingl —InN!—In(g—N)!}. (7.43) 
L'espressione da rendere stazionaria è, questa volta, 
Kia = Li {glo g— gi — Nilo N; + Ni — (g:— Ni) In (g:— Ni) + gi — N} 
—BE, N + fpL.N 
e applicando la condizione (7.39) si ha 
—InN + In(ge-N)—8Be+Bn=0 


da cui si ricava 
lo(È = I) Ale — n) 
ossia 


- — 1= ep [ble — a) (7.44 
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e ancora, ricordando la (7.37), 


n= 1 (Fermi-Dirac) . (7.45) 


’ 


exp [8 (e— #)] + 1 


La grandezza exp (64) che compare nelle equazioni precedenti si chiama parametro di 
degenerazione. Si vede dalle Eqq. (7.40) e (7.44) che se è 


exp (84) < 1, (7.46) 
cioè se il parametro di degenerazione tende a zero, si ha 


si 


i 


ossia il numero di stati per particella è molto grande e quindi la statistica classica torna 
ad essere applicabile. E infatti in queste condizioni le due distribuzioni (7.41) e (7.45) 
tendono a 


n—- exp[b(u— e), (limite classico) (7.47) 


che differisce dalla distribuzione canonica nel u-Raum solo per una diversa normalizza- 
zione. Si può anche introdurre l'ipotesi g; ® N; nelle formule (7.35) e (7.42). Si consta. 
ta che esse danno concordemente 


Ni 
la Na e 48 


gIN — ® N! 


ed applicando il procedimento variazionale si è subito condotti alla (7.47). La è 
(7.48) è interessante perché mostra che l'errore commesso nel computo degli stati possi 
bili N;, considerando le particelle come distinguibili, viene compensato dal divisore \ 
ma soltanto sotto l’ipotesi addizionale che non ci siano stati multiplamente occupati 
(cioè nell’ipotesi che si abbia appunto g;/N, — co). Infatti con N, particelle distinte da 
ripartire su g; stati si hanno g;" possibilità e quindi dividendo per N/! si trova la (7.48). 
Lo stesso ragionamento però fallisce nel caso più generale in cui si consenta una multipla 
occupazione degli stati. In tal caso il numero vero delle possibilità r07 è più dato 
dall’Eq. (7.48), come si verifica facilmente su un esempio concreto. 

Per riconoscere il significato dei parametri 6 e 4 che entrano nelle espressioni delle di- 
stribuzioni di Bose-Einstein e Fermi-Dirac partiamo dalla definizione del potenziale 
chimico data nel paragrafo seguente (Eq. (7.56). In tal modo è possibile far vedere che 
u è proprio il potenziale chimico del gas degenere che si considera. Secondo la definizio- 
ne ora ricordata deve essere (caso di un solo componente) 


potenziale chimico = (au) ; (7.49) 
S,V 


Consideriamo ora l’espressione X data dall'Eq. (7.38) che può essere scritta come 


Ke È _BU+64N 
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dove si è indicato con U l’energia interna del gas e con N il numero totale delle parti- 
celle. L’Eq. (7.39) ci assicura che X è stazionaria rispetto a una variazione (infinitesima) 
arbitraria degli N;. Supponiamo di variare questi, a volume costante, in modo che: 1) S 
resti constante, 2) N aumenti di 7 N. Avremo 


BudN—BdU = 0 


da cui 
n =(40) (7.50) 
SV 


Questa è appunto la definizione (7.49) e ci dà il significato di u. Quanto al suo valore, il 
modo più ovvio di ricavarlo consiste nel notare che si deve avere 


L,a=N (7.51) 


con / che numera tutti gli stati individuali della particella generica. Introducendo la 
densità degli stati 


l’Eq. (7.51) si scriverà, supposto di contare le energie a partire da zero, 


fel) 1 de = N. (7.52) 
}°° eplle—u]F1 

Questa equazione permette, in linea di principio, di ricavare u in funzione di f e dei pa- 
rametri che possono comparire nell’espressione di g(e).! 

Esiste un caso importante in cui u è identicamente nullo. Questo avviene quando il 
numero di particelle non è fisso ma è determinato dai parametri di stato. Il caso si pre- 
senta, ad esempio, pet il gas & fotoni in una cavità isoterma; N è allora stabilito dalla 
condizione di equilibrio che sarà quella di rendere minima l’energia libera F, cioè 


(50: (7.53) 


Confrontando con la (7.59) del paragrafo seguente si vede che questo significa porre 


u=0. (7.54) 


Il risultato è in accordo col fatto che x è il moltiplicatore indeterminato che si è introdot- 
to in relazione alla condizione X;, N; = N. Quando questa condizione manca, il corri- 
spondente termine deve sparire dall’espressione X che si deve rendere stazionaria, e 
questo è ciò che avviene ponendo « = 0. 

Quanto al parametro B, è abbastanza intuitivo che debba avete lo stesso significato 
che ha in statistica classica, cioè 8 = 1/47, dato che le distribuzioni quantiche con- 
fluiscono in quella classica, dove il significato di 6 è noto. Potrebbe restare tuttavia il 
dubbio che 8 uguagli 1/47 soltanto al limite classico. Per vedere che non è così, si 


1) In particolare, il volume del sistema. Si veda per esempio l’Eq. (4.40) del Cap. 4. 
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; data potenziale 
wet elevato 


“| potenziale 
“| basso 


Fig. 7.4. Cavità costituita da due diversi volumi (V < V') separati da una regione intermedia R 
nella quale varia il potenziale. 


può ripetere il ragionamento termodinamico del Cap. 2, $ 2.5, oppure, più rapidamen- 
te, si può ragionare come segue. Supponiamo che ad un gas, contenuto in un volume V 
(Fig. 7.4), sia data la possibilità di passare in un secondo volume V' molto grande al 
quale però si accede attraverso una regione intermedia R dove il potenziale sale (e rima- 
ne) a un valore molto alto (l'equivalente di un campo di doppio strato per particelle ca- 
riche elettricamente). Soltanto le molecole con energia molto alta possono passare in V* 
dove a causa della piccola densità le condizioni sono classicizzate e quindi vale la distri- 
buzione limite (7.47). D'altra parte l’intero sistema è in equilibrio e quindi ue f de- 
vono avere lo stesso valore! tanto in V che in V”. Ma inV” vale sicuramente B = 1/kTe 
quindi lo stesso deve valere per il gas degenere in V. 


7.6.1 potenziali chimici 


Ci sono dei problemi di statistica o di termodinamica in cui si è condotti a considerare 
i numeri di molecole (eventualmente di varie specie) come delle variabili. Per i 
esempio semplice: il numero di molecole allo stato gassoso in un equilibri 
vapore varia con le condizioni a cui il sistema è sottoposto, in particolare con la 
tura e il volume. Esempi più complessi sono offerti dagli equilibri chimici fra più : 
genti. In questi casi le funzioni termodinamiche del sistema devono pensarsi funzioni 
anche dei numeri N, di molecole delle varie specie molecolari, indicate con l'indice A 
(A = 1,2, ... v). Il differenziale di una generica funzione A conterrà perciò, accanto ad 
un gruppo di termini lineari nei differenziali di un certo numero di variabili di stato, 
anche dei termini della forma 


dA 4N, 
dN, 


lineari nei differenziali delle N. 
Come generalizzazione dell’usuale espressione del ZU(4U = T45 — pd V)siavrà, 
ad esempio 


dU=Td=bdV 4 E, SE daN. (7.55) 
9N, 


1) Vedere il 8 7.6 per quanto riguarda il potenziale chimico in presenza di campi di forza. 
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Per definizione, la grandezza 


dU 
( ) = fx (7.56) 
ON, S.V.,NAN, 


si chiama il potenziale chimico (0 anche potenziale termodinamico) della specie moleco- 
lare \ e l’Eq. (7.55) può essere riscritta 


dU = TdS-pdV + Li mdN, (U = energia interna). (7.57) 


È facile trovare le espressioni corrispondenti per altre funzioni termodinamiche. Per 
esempio, utilizzando F = U — TS, o meglio 4F = 4U — T4S — SdaT, si trova dalla 


precedente, eliminando 4U, 
dE=-—SdT-pdV+ Z,dN, (FE = energia libera di Helmholtz) (7.58) 


da cui 


F 
PA “I S (7.59) 


A NN 
Similmente da G = U — TS + pV si ottiene 
dG = — SAT + Vap + L,waN, (G = funzione di Gibbs) (7.60) 


da cui 


pa "a (7.61) 
N p,T, NN) 


Una proprietà importante dei potenziali chimici è che il potenziale chimico di una spe- 
cie molecolare è lo stesso in tutte le fasi di un sistema in equilibrio. Questo si può vedere 
come segue. 

A seconda delle condizioni imposte al sistema (isolato, a volume e temperatura co- 
stanti, a pressione e temperatura costanti, sono i casi più comuni) l'equilibrio è caratte- 
rizzato dall’annuliarsi del differenziale di un’appropriata funzione termodinamica (nei 
casi ricordati, rispettivamente: l'entropia, l'energia libera di Helmholtz, la funzione di 
Gibbs). Tale condizione di stazionarietà deve valere rispetto a qualsiasi variazione com- 
patibile coi vincoli e con la struttura del sistema e quindi anche rispetto al trasporto di 
un certo numeto #N, di molecole da un punto A a un altro punto 8 (eventualmente 
appartenenti a fasi diverse), tenendo costanti i parametri di stato. Il cambiamento della 
funzione termodinamica è in tal caso della forma! 


CI) (— 4N) + (1) AN] 
e perché sia nullo si dovrà avere 
(una = (a - 


Si noti che se un sistema si trova immerso in un campo di forza esterno (ad esempio un 


1) Il coefficiente € è — 1/7 quando la funzione termodinamica è l'entropia; è l’unità nel caso di 
FeG. 
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campo gravitazionale) solo le molecole che si trovano fra due superfici equipotenziali in- 
finitamente vicine possono essere pensate come appartenenti ad una stessa fase (le con- 
dizioni di una fase devono essere dappertutto uguali). Si ha in tal caso un sistema distri- 
buito su infinite fasi. In casi come questi, quelle grandezze, come il potenziale chimico, 
che non variano da fase a fase sono particolarmente adatte per lo studio dell'equilibrio. 


7.7. Comportamento dei sistemi statistici quantizzati vicino a 0 K 


La differenza fra le due statistiche quantiche si manifesta nel modo più evidente 
quando la temperatura tende a zeto. 

Il caso che si analizza con più facilità è quello della statistica di Fermi-Dirac. Per 
T- 0siha f — co e quindi per il numero d'occupazione medio si ha, secondo la 
(7.45) 


n—-0 per e> 4 
#1 per e< u. 
La distribuzione diventa dunque discontinua per T' = 0, con l’aspetto riportato in Fig. 


7.5. Si ha per così dire una stratificazione delle particelle nella scala dell'energia, cosic- 
ché se si hanno N particelle, gli N stati più profondi sono tutti occupati mentre tutti gli 


0 f 


Fig. 7.5. Distribuzione di Fermi-Dirac, in funzione dell'energia, a temperatura zero (linea conti. 
nua) e finita (linea tratteggiata). L'energia x rappresenta il potenziale chimico o energia 
di Fermi, a temperatura zero. 


altri sono vuoti. L’analogia con gli elettroni di un atomo nello stato fondamentale è evi- 
dente. Partendo da zero e aumentando la temperatura la distribuzione torna ad essere 
continua, ossia il gradino «si smussa», come indica la curva tratteggiata. In buona ap- 
prossimazione gli elettroni di conduzione dei metalli si comportano come un gas ideale 
che obbedisce alla statistica di Fermi. Per essi, anche a temperatura ambiente, la situa- 
zione è ancora molto più vicina all'andamento discontinuo che all'altro, cioè la curva 
difficilmente si distinguerebbe dalla spezzata rettangolare. 

Del tutto diverso è il comportamento del gas di Bose-Einstein. Per farne una somma- 
ria analisi, consideriamo l’Eq. (7.52) e introduciamo la densità g(e) data dall’Eq. (4.40) 
del Cap. 4 (gas di particelle non relativistiche, di massa 77, senza spin). Si trova 


8 


27 V (2)? Je 
Bè epl8le-w}—1 


de = N 
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€ posto 
Be= £ = x > THa3 OA, 
AT 
otteniamo 
2rV (278kT )?!? | va = N. (7.62) 
Y È ewp(a/47)ep()_ 1 


Ricordiamo che nella statistica di Bose-Einstein, x non può superare il valore minimo di 
e. Dato che qui l'energia parte da zero, ciò significa che si ha sempre 4 < 0 e quindi 
de 2h, 

Il primo membro dell’Eq. (7.62) è una funzione che cresce e diminuisce insieme a T 
(così fanno tanto l'integrale che il fattore esterno). Perché possa restare costante (come 
esige il secondo membro) è necessario che a vati nello stesso senso: ma se a fosse sempli- 
cemente proporzionale a T'l'integrale sarebbe costante però, a causa del fattore esterno, 
il primo membro varierebbe ancora nello stesso senso di prima: dunque a deve variare 
in accordo con 7, ma più rapidamente di T. Si spiega così come possa succedere che, ab- 
bassando la temperatura, a raggiunga valori nulli (o praticamente tali) quando ancora la 
temperatura ha un valore finito. Ciò avviene, come vedremo, ad una precisa temperatu- 
ra To. Per temperature più basse, siccome non possiamo accettare per a valori negativi, è 
impossibile risolvere l’Eq. (7.62). Questa impossibilità è facile vedere che è dovuta alla 
continuizzazione introdotta nel passare dall’Eq. (7.51) all’Eq. (7.62) ma ha ugualmente 
un significato fisico importante. Per capire di che cosa si tratta, osserviamo che con T fi. 
nito e l'energia e uguale a zero, il primo termine della somma in (7.51) tende all’infini- 
to per a — 0. Si ha infatti 


lim. —L a da, 
a-—-0 e8%-1 


Questa divergenza è scomparsa dall'espressione continuizzata (7.62) perché l’espressio- 
ne approssimata della densità degli stati dà, arbitrariamente, peso zero allo stato con 
e = 0. Il risultato è che mentre l’espressione esatta L, #, può essere resa grande quanto si 
vuole (e quindi in particolare uguale a N ) facendo a abbastanza piccolo, lo stesso non 
avviene per il primo membro della (7.62). Un semplice rimedio - che è convalidato da 
un'analisi più rigorosa - consiste nel considerare a parte il primo termine della XL, 7, 
scrivendo 


8 


3, 20V MAT) NE 
hè o exp(a/kT)exp(x)—1 


kK= N. (7.63) 


Per temperature T = Ti il termine #, è trascurabile in confronto agli altri due e non c'è 
bisogno di scriverlo. Per T < 7; (e quindi @ = 0) invece, quella frazione del numero di 
molecole N che «non trova posto» nel secondo termine deve essere attribuita al primo, 
che diventa paragonabile agli altri.! La temperatura 7; è caratterizzata dal valore zero 
per a e dall'assenza del termine #, da cui 


1) Ciò vuol dire che per T < Ti, @ non è esattamente zero ma è dato dalla condizione [exp (8a) — 1]! — 
— (BaY'! = N— N,, dove con N, si indica il valore che.si ottiene dal secondo termine in (7.63)cona = 0, 
perché in questo termine la distinzione fra a = 0 ea = 1/8 (N — N) è priva di significato, 
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® 


27 VV (2mkT;}" GE e 
h° | ì 


Q 


L'integrale in questa formula è una pura costante numerica che vale!’ 


(7) 


(ei ene 


Portando nella precedente e risolvendo per 7, si ha 


2/3 


eg ( 2 ) . (7.64) 
2r mk \2.612V 


Al disotto di questa temperatura 7,, una frazione importante delle molecole del gas si 
raccoglie in un unico stato quantico, cioè quello fondamentale. Questo fenomeno si 
chiama condensazione di Einstein, perché Einstein fu il primo a segnalarne la possibili- 
dà. Si noti che @ = 0, per T < 76, vuol dire 4 = 0° ossia si annulla il potenziale chi- 
mico ciò che corrisponde, come sappiamo (fine del $ 7.5), a un numero di molecole che 
è funzione dei parametri di stato. Questo è in rapporto col fatto che per 7 < To il nu- 
mero di molecole non condensate è appunto funzione di Te V (ed è dato dal valore del 
secondo termine in (7.63), per a = 0 e con valori appropriati di Te V). 

L'elio è un gas di particelle di Bose-Einstein al quale perciò si possono applicare le 
considerazioni che precedono. La temperatura critica (nel senso usuale) dell’elio è di 
5.2 K. A pressione atmosferica si liquefà a 4.2 K e resta liquido fino allo zero assoluto (a 
meno di non sottoporlo a una pressione piuttosto notevole, nel qual caso finisce per pas- 
sare allo stato solido). Si trova, applicando la (7.64), che in condizioni di temperatura e 
pressione tali che il gas non è liquefatto, si rimane al di sopra di 7). Se però si s 
di poter applicare la presente teoria anche al ligzido (densità, a pressione armo 
0.145 gem”, corrispondente a N/V = 2.33 x 10°) risulta che 7) deve essere c 
Effettivamente, non proprio a questa temperatura ma a una un po’ inferiore e cioè 7. 
2.185 K ( puzzo A), l’elio subisce una profonda trasformazione delle proprietà fisiche 

Si chiama e4io I il liquido al di sopra del punto À, e/io II il liquido al disotto di questa 
temperatura. La caratteristica dell’elio II è che lo si può descrivere come un miscuglio 
di due fluidi (teoria dei due fluidi) dei quali il fluido detto normale ha proprietà che 
corrispondono a quelle dell’elio I, salvo gli effetti della diminuita temperatura, mentre 
l’altro, cioè il superffzido, è caratterizzato in primo luogo da una totale assenza di visco- 
sità che gli permette di passare liberamente attraverso canali sottilissimi. La concentra- 
zione del superfluido, nulla per T = Ti, cresce col diminuire di 7 fino a tendere al 
100% per 7 — 0 K. Si può approfittare della superfluidità per far penetrare il solo su- 
perfluido, attraverso un'apertura molto stretta, in un recipiente contenente He Il in 
condizioni di cquilibrio (esperienza di Kapitza). Si trova che la temperatura nel reci- 
piente si abbassa di quel tanto che corrisponde a ripartire l'entropia del liquido preesi- 
stente su tutta la massa, mostrando che il superfluido non porta con sé nessuna entro 
pia. Questo è proprio quello che ci si deve aspettare da un fluido le cui particelle condi- 
vidono tutte un unico stato quantico. Effettivamente, benché l’esistenza delle interazio- 
ni - piccole ma non nulle - complichi parecchio la situazione, sembrano non esistere 
dubbi che la superfluidità dell’elio liquido sia dovuta a un fenomeno di condensazione 
di Einstein, spiegazione proposta per la prima volta da London nel 1938. In particolare, 
è notevole il fatto che l’isotopo He*, che si può produrre artificialmente e che segue la 
statistica di Fermi, non mostra il fenomeno della superfluidità. 


1) Le funzioni che qui appaiono sono la T' euleriana e la { di Riemann. 
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Non si conoscono altri corpi nei quali ci si possa aspettare la condensazione di Ein- 
stein. Infatti gli stessi ragionamenti applicati al caso più simile, che è quello dell’idroge- 
no liquido (punto di ebollizione — 20 K) conducono a una temperatura di transizione 
(— 6 K) che è ben inferiore a quella di solidificazione (— 14 K). Esiste però una diversa 
possibilità che si fonda sull’aggregazione di particelle di Fermi per dare delle particelle 
composte aventi statistica di Bose. Ad esempio, un sistema le cui possibili situazioni si 
possono descrivere col distribuire coppie di fermioni su un insieme di stati individuali 
per tali coppie, equivale a un sistema di bosoni (Cap. 4, $ 4.3). Questo avviene, in op- 
portune condizioni, per una parte degli elettroni di conduzione in certi conduttori ed è 
all’origine della superconduttività, una condizione che ha molte analogie con la super- 
fluidità. La necessaria interazione fra elettroni (con spin opposti) è un effetto indiretto 
dell'interazione comune di questi col reticolo cristallino costituito dagli atomi del con- 
duttore. Questa interazione è così debole che può farsi sentire solo a temperature molto 
basse. 


7.8. I calori specifici dei gas biatomici. Energie di traslazione e vibrazione 


Si tratta di calcolare il calore specifico a volume costante e questo è immediato se si co- 
nosce l'energia interna U in funzione di T. Per l’energia interna vale la formula (nota- 
zioni come al $ 7.4) 


9 E (n) uni 
U = kRT° — InZ, = miao ? 
I — n Z L | n ] (7.65) 


che si verifica immediatamente. Si ha infatti 


3 nz. 182. 1 BFMep[-EMET] 
di sii ua L exp[— E (2)/£T] 


(n) 


e quindi moltiplicando i due membri per £7° e utilizzando le Eqq. (7.25) e (7.26) 


> 0 F_- E s 
eZ nz = Ler| TITO - LP(ME(M)=U. 


Si tratta dunque, come al solito, di calcolare la somma sugli stati Z. Come si è già visto 
al $ 6.6 del Cap. 6, i moti interni di una molecola biatomica, e cioè oscillazione e rota- 
zione, sono praticamente indipendenti fra loro. A questi si aggiunge il moto uniforme 
del baricentro, che è rigorosamente indipendente dai moti interni. Poiché 1 rispettivi 
stati di moto vengono tutti occupati indipendentemente l’uno dall’altro, la somma su- 


gli stati, cioè 
E E,; E 
7 E }: e ( ss) ex ( ale | sl 
GP TO I A A 


può venire fattorizzata come segue 
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dove (7,341); (#b). (#10) rappresentano rispettivamente tutti i possibili stati di moto tra- 
slatorio, vibratorio e rotatorio delle molecole del gas. 

Siccome le funzioni termodinamiche, e in particolare la U, si costruiscono a partire da 
In Z, esse si compongono additivamente a partire dai logaritmi delle tre somme che ap- 
piono in (7.66). Si tratta quindi di calcolare queste ultime. Possiamo omettere il calcolo 
della somma relativa al moto traslatorio (che del resto è semplice) perché le condizioni 
sono tali che il moto traslatorio è completamente classicizzato e quindi il suo contributo 


all'energia totale non può essere altro che la familiare espressione 


U, 


Us: 


pé È NET. (7.67) 


Per le somme sugli stati vibratori e rotatori, le molecole si possono considerare distingui- 
bili in quanto lo stato gassoso fa sì che i pacchetti d'onde non si sovrappongano sensibil- 
mente. Le due somme si fattorizzano perciò ulteriormente per dare 


Fa > |P. 7 n sa] dè Di cp(- s)] . (7.68) 


Le X, sono fatte sugli stati individuali della singola zolecola genetica e €,;p, €, SONO le 
enetgie corrispondenti. 

Il calcolo di 24, è semplice se, come vogliamo supporre, si può trascurare l'anarmo- 
nicità dell’oscillazione (normalmente solo i livelli più bassi vengono eccitati sensibil- 
mente). Si ha allora 


h 0 1 o h i) 
Lee Dop L di li cp(- Be E op(- ri. 


dove le L vanno da v = 0av = 00. Posto 


hvo 
k 


= 0 (7.6 


e notando che la somma è quella di una serie geometrica si ha 


Pa - ap(- L)f1-ce(-L)] 170 

b + aera exp T (7.70) 

da cui, per la prima delle (7.68), 
vga] 


e quindi per la (7.65) 


CAR NEI I & me ri - N6I, [1 + i (7.72) 
2 1—- exp(— 0/7) 2 exp (06,/T)— 1 


Si riconosce nel secondo termine in parentesi l'energia media per oscillatore secondo 
Planck (Eq. (3.32) del Cap. 3). Solo questo termine contribuisce al calore specifico, l’al- 
tro dà l'energia di zero delle oscillazioni delle molecole. La dipendenza del calore speci- 
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fico dalla tempertatura è rappresentata da una funzione universale di 9y/T che è tiporta- 
ta in Fig. 7.64. Si noti l’annullarsi di C, per T — 0 e il tendere al valore classico per 
T> @y, valore in pratica difficilmente raggiungibile, come mostrano gli esempi ripor- 
tati in Tabella 7.1. 


Tab. 7.1. Valori di 0y (= 4v0/k ) per alcuni gas. 


Gas Hi HD Di HCl (6.0) N; O; Ch 


8v(K) 6100 5300 4300 4140 3070 3340 2230 814 


Poiché i valori di 9, sono normalmente nelle migliaia di K, solo a temperature relativa- 
mente alte si può mettere in evidenza il contributo delle vibrazioni molecolari al calore 
specifico. Un caso abbastanza favorevole è quello del cloro mostrato in Fig. 7.64. 


08] (cal/mole K) 
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Fig. 7.6. 2) Andamento tipico del calore specifico - a volume costante e normalizzato alla costante 
dei gas perfetti R - dovuto alle vibrazioni molecolari di un gas biatomico, in funzione 
della temperatura normalizzata a 0y. 


5) Calore specifico - a pressione costante - per il Cl; in funzione della temperatura. 


7.9. I calori specifici dei gas biatomici. Energia di rotazione 


L'analisi dell'energia di rotazione delle molecole è un po’ più complessa. Bisogna di- 
stinguere fra molecole eteronucleari e omonucleari e fra queste distinguere quelle a pic- 
colo momento d'inerzia (H:, D.) da quelle a grande momento d’inerzia (N., O:). Co- 
minciamo dal primo caso che è il più semplice. 


a) Molecole eteronucleari 


Si tratta di valutare la seconda delle espressioni (7.68). Sappiamo (Eq. (6.28) del Cap. 
6) che si ha! 


1) A meno di un eventuale addendo, indipendente da /, nel caso che il momento angolare elettronico della 
molecola non sia nullo (Eq. (6.38) del Cap. 6). Tale termine, che equivale a uno spostamento dello zero 
dell’energia di rotazione, non influisce sul calore specifico e quindi può essere omesso nella presente discus- 
sione. 
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a siti 
Si Pr FTSE a (7.73) 


Sappiamo inoltre ($ 4.1 del Cap. 4) che al numero quantico / si possono associare 
(27 + 1) valori (da — Ja + 7) del numero quantico di proiezione 72, cosicché il livello 
generico è (27 + 1) volte degenere. Risulta perciò 


Du = E 0) + Dep[- 2 JI+ D] (7.74) 


che si può riscrivere, ponendo 


E. 
2Ik 


= br, (7.75) 


IRE RE cp |- Se JJ È | (7.76) 


Nel caso limite 


fe <1 


i termini successivi della somma prendono valori molto vicini e quindi la somma si può 
sostituire con un integrale, scrivendo 
Pi 


Luo = far: nep[- 401) 4. PSE 


DI 


Posto 
A JU+ Ds 


si trova subito che l'integrale nella precedente è dato da 7/0x.!” Tenuto conto delle 
Eqq. (7.65) e (7.68) si ricava perciò 


InZ - Nin, 


U nai 


Lot Rf = N&T. 


Si ritrova cioè per U,, il valore classico, al quale corrisponde il contributo classico Nk 
(cioè R per mole) al calore specifico ($ 2.9 del Cap. 2). La situazione più interessante è 
perciò quella in cui non si ha 9x < 7. In tal caso non si può dare un'espressione sempli- 
ce per la somma (7.76). Si può però calcolarla numericamente in funzione di 0x/T, op- 
pure si può far questo per il contributo al calore specifico. Il risultato è indicato dalla 


1) Si osservi che è (27 + 1) 47 = #[J(J + 1)} = (7/0) ax. 
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12) 
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Fig. 7.7. Andamento tipico del calore specifico - a volume costante e normalizzato alla costante 
R - dovuto alle rotazioni molecolari di un gas biatomico, in funzione della temperature 
normalizzata a 0r. 


curva in Fig. 7.7. In tabella 7.2 riportiamo anche alcuni valori di 4x a titolo di esempio 
Si noti il valore molto più piccolo che per @y. 


Tabella 7.2. Valori di @x (= #/2Ik ) per alcuni gas. 


Gas HD HCl CO NO 
9x(K) 64.1 15.2 LT 2.42 


6) Molecole omonucleari 


Questo caso differisce dal precedente perché i due nuclei della molecola sono particel- 
le identiche e si deve tener conto degli effetti che questa circostanza produce sulle auto- 
funzioni che descrivono gli stati della molecola. Tali effetti si manifestano nel compor- 
tamento spettroscopico, ma possono influire anche sul calore specifico quando si è fuori 
del limite classico, cioè quando non si ha T > @£. In pratica questa condizione è realiz- 
zabile soltanto per l'idrogeno e i suoi isotopi le cui molecole hanno momenti d'inerzia 
molto piccoli e quindi temperature caratteristiche relativamente alte mentre le tempera- 
ture di condensazione sono molto basse. Per le altre molecole omonucleari (N:, O. ecc.) 
restano le conseguenze spettroscopiche, ma il contributo rotazionale alla capacità termi- 
ca è sempre classico, quindi non ci sono differenze rispetto al caso precedente. 

I due nuclei di una molecola omonucleare possono essere bosoni o fermioni. Sono bo- 
sont quei nuclei che hanno numero di massa A pari, essendo composti di un numero pa- 
ri di fermioni (Z protoni e A — Z neutroni), sono ferzzioni gli altri. A seconda che si 
tratti di bosoni oppure di fermioni, l’autofunzione complessiva della molecola deve ri- 
sultare simmetrica o antisimmettica rispetto allo scambio dei nuclei. Bisogna perciò ana- 
lizzare le proprietà dell’autofunzione sotto questo aspetto. L’autofunzione Y della mo- 
lecola può essere fattorizzata nel modo seguente 


Yv = Wirasi ib Via: Xspin Va E 


Esaminiamo questi fattori. 
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è un'onda di De Broglie che ha per argomento il vettore di posizione tc del 


Y trasi 
baricentro. Essendo 
i 
to = — (fa + 1) 
2 
dove con 4, 6 indichiamo i due nuclei; si tratta di un'espressione 5177277277104 
rispetto agli indici dei nuclei. 

Wa i autofunzione dell’oscillatore armonico che ha per argomento lo scostamento 

della distanza dei nuclei dal suo valore di equilibrio 
Sr. = |ta( n | (Fab)eg; 
anche questa è simzzzetrica. 
Li si n ‘ di . . 

Wior funzione sferica con gli indici J, 7 e avente per variabili gli angoli d e 9 
che danno la direzione dell’asse 45. Lo scambio dei nuclei equivale a un'ini- 
versione, rispetto alla quale, come sappiamo (Cap. 5, $ 5.1) l’autofunzione è 

simmetrica se ] è pati (o nullo) 
(7.78) 
antisimmetrica se ] è dispati. 

CETO autofunzione degli spin nucleari. Ne sono argomenti le coordinate di spin 0., 
0, ossia le componenti quantizzate dei due vettori di spin nucleari L, I. Co- 
me al solito, col simbolo I si deve intendere il vettore il cui modulo quadra: 
è II +1)#. QuisibaL=L= I 
Il tipo di simmetria di x,;;n dipende dal numero R che quantizza la risultante 
R = LI, + 1,; R può prendere i valori 0, 1, 2... 2/. L’autofunzione x... È 

simmetrica per R = 21,212... 
antisimmetrica perR = 21/—1,21—3... 
Va: autofunzione che descrive il moto degli elettroni. Gli argomenti sono le coor- 


dinate di posizione degli elettroni. Gli indici 4, 4 dei nuclei vi intervengono 
in quanto caratterizzano la posizione dei due centri di fotza, come si vede per 
esempio nell'espressione (6.3) del Cap. 6 per la molecola H.. 

Questa autofunzione può essere simzzzetrica 0 antisimmetrica rispetto allo 
scambio di 4 con 4. Nello stato fondamentale di H., per esempio, è simme- 
trica (9 = + 1 nell'equazione ora ricordata). Dalla stessa risulta inoltre che 
l’autofunzione di spin degli elettroni non ha nulla a che fare coi nuclei e 
quindi non occorre introdurla esplicitamente. Se ne tiene conto indiretta- 
mente attraverso il carattere di simmetria di Y, 


Da questa discussione risulta che il carattere di simmetria dell’autofunzione molecolare 
è determinato dal prodotto II dei tre fattori: rotazionale, di spin ed elettronico 


II = Vor Xspin da. (7.80) 


Tutti gli altri sono infatti simmetrici. Questo prodotto deve essere simmetrico nel caso 
dei nuclei bosoni, antisimmetrico nel caso dei nuclei fermioni. Dobbiamo distinguere 
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tre casi: 


1) nuclei bosoni con spin nullo; 
2) nuclei bosoni con spin non nullo; 
3) nuclei fermioni. 


1) Bosoni a spin nullo 


Questo caso, che si verifica per esempio per 01°, è il più semplice; Xspin è uguale a 1 e 
quindi abbiamo che negli stati con yy sizzzzetrica, la molecola occupa soltanto stati rota- 
zionali con J pari mentre negli stati con Y,, antisimmetrica essa occupa soltanto stati ro- 
tazionali con J dispari. 

Lo stato elettronico fondamentale della molecola O; ha spin elettronico uguale a 1 
quindi autofunzione di spin (elettronico) simmetrica: y,, deve dunque essere antisim- 
metrica rispetto alla coppia di elettroni che hanno spin paralleli, questo implica (in ana- 
logia al caso H., Eq. (6.3) sopra ricordata con = — 1) antisimmetria anche rispetto ai 
nuclei. Se ne conclude che la molecola O, in condizioni ordinarie può occupare solo gli 
stati rotazionali con / = 22 + 1(# = 0, 1, 2,...)e, di conseguenza, non può mai es- 
sere sprovvista di un minimo di energia di rotazione. Si avrà dunque 


Ea Bi ep[- di ua | (1.81) 


Si verifica facilmente che l'integrale, analogo a (7.77), che al limite classico!’ sostituisce 
questa espressione, dà ora il valore 7/26, che differisce (ovviamente) per un fattore 1/2 
rispetto al caso delle molecole eteronucleari. Tuttavia il denominatore 2 cade, insieme a 
Br, quando si prende la derivata rispetto a 7 del In Z, conforme alle Eqg. (7.65) e 
(7.68). Si trova perciò anche qui il valore U,, = N&T per l'energia e quindi il valore 
classico N& per il contributo della rotazione alla capacità termica. 


2) Bosoni a spin non nullo 


Illustriamo questo caso con le molecole dell'azoto ordinario e del deuterio. 

Nella molecola N; i nuclei hanno spin 7 = 1 e quindi si hanno autofunzioni di spin 
simmetriche (R = 0, 2) e antisimmetriche (R = 1) coi pesi statistici rispettivi (1 + 5) 
e 3. Nello stato fondamentale l’autofunzione elettronica è simmetrica e quindi negli 
stati con x s27272etrica (peso 1 + 5) la molecola può avere solo / pari mentre negli stati 
con x antistmmetrica (peso 3) essa può avere solo J dispari. Ciò ha influenza sulle inten- 
sità relative delle righe nelle bande o nell’effetto Raman («intensità alternate») ma non 
ha conseguenze sul calore specifico per le stesse ragioni viste per O,.? 

Nella molecola D; lo spin dei nuclei è 1 e quindi gli stati di spin sono come per l’azo- 
to. Lo stato fondamentale della molecola è simmetrico (come per H.; Eq. (6.3) del Cap. 
6 con n = + 1). Abbiamo dunque, come per N., molecole con x simzzzetrica (peso 1 + 
5) in stati con J pari e molecole con x artistmzietrica (peso 3) in stati con J dispari. Que- 
sta volta però si ha @x = 42.7 K e una temperatura critica di 38.3 K. L'approssimazione 
classica della Z,,,; con un integrale non è più consentita in un largo campo di condizioni 
accessibili al gas o al vapore. Parrebbe a prima vista che si potesse calcolare Luo facendo 


1) Con una temperatura critica di 154 K e @x = 2.07 K l'ossigeno si trova sempre nel limite classico. 


2) Che la molecola O; utilizzi soltanto la metà degli stati rotazionali possibili si può verificare nel modo più 
diretto dallo spettro Raman (Cap. 6, $ 6. 12). Si trova che una riga su due è mancante. 


3) Per l'azoto x ha il valore 2.86 K; la temperatura critica è 126 K. 
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un'unica somma su tutti gli stati, cioè prendendo 
Duo = 68,741 La 1 
Hot © “JE0,2,4 (27 na ) cxp ST AT + ) 


(7.82) 


+35, @+ Dop [Ly n). 


I risultati che si ottengono (per esempio il calore specifico) non vanno però d’accordo 
con l’esperienza. La ragione è che si ha una separazione fra gli stati della molecola che ri- 
corda quella degli stati dell'atomo di elio (Cap. 5, $ 5.5). In quel caso gli stati si divide- 
vano (per quello che concerne le transizioni radiative di dipolo) a seconda della risultan- 
te degli spin elettronici: uno oppure zero. Qui la separazione dipende dalla risultante 
degli spir nucleari (quelli elettronici, nello stato fondamentale della molecola hanno ri. 
sultante nulla) ed opera nei confronti delle transizioni che avvengono fra gli stati rota- 
zionali per effetto delle co/lisioni delle molecole. Tali transizioni sono dovute all’ener- 
gia di perturbazione delle due molecole in collisione, ma questa perturbazione non con- 
tiene termini apprezzabili in cui appaiono operatori che operano sulle variabili di spin 
nucleari ed è quindi quasi impossibile che producano transizioni fra gli stati di spin che 
sono fra loro ortogonali." In altri termini, chiamando R; la risultante degli spin nucleari 
e 772r la sua proiezione su un asse fisso, valgono per lo più nelle collisioni le regole di se- 
lezione 


AR,= 0, Azz2= 0. (7.83 


Ciò significa che una molecola può, in una collisione, passare da uno stato di rotazior 
un altro, ma non può alterare la situazione degli spin nucleari, o meglio può far q 
soltanto con una grande improbabilità, ciò che implica un tempo molto lungo (dell’or- 
dine dei mesi) per trasferirsi da uno stato di spin a un altro. 

Se si ricorda (Cap. 2, $8 2.1 e 2.4) che gli insiemi statistici nel u-Raum sono costit 
da quelle situazioni che una molecola può percorrere in un tempo molto breve (dell’or- 
dine cioè del tempo medio fra collisioni) si vede che gli stati con una determinata auto- 
funzione di spin formano un insieme per conto loro, indipendente da quelli degli stati 
con altre autofunzioni di spin. In ciascuno di questi insiemi (che qui sono nove) il nu- 
mero quantico / prende valori tutti pari o tutti dispari, secondo la regola vista. La fun- 
zione di partizione Z,,, sarà dunque fattorizzabile nel modo seguente 


da Zan = |E, (27 + 1) exp|- da FALA »]} 


(7.84) 


|, + por 704) 


da cui si ricava 


1) I termini dominanti nella perturbazione sono le energie elettrostatiche delle cariche di una delle molecole 
nel campo di quelle dell'altra molecola. 
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InZ, 


PIOT 


= 6lnÈ + 3InY (7.85) 
Ipari Jdisp 

tor: L'Eq. (7.85) equivale a trattare il 
deuterio come un miscuglio di due gas differenti mescolati nella proporzione 2:1. Le 
molecole con autofunzione di spin (nucleari) antisimmetrica e con J dispari formano il 
cosiddetto parageuterio, quelle con autofunzione di spin simmetrica e J pari formano 
l’ortodeuterio (a quest'ultimo tipo appartiene lo stato fondamentale della molecola). 
Prendendo esempio dalla classificazione dei termini spettrali dell’elio, la designazione 
«orto» si attribuisce al tipo che ha il maggior peso statistico (lo stesso si fa per l'analogo 
caso della molecola dell’idrogeno). 


da portare nelle Egg. (7.65) e (7.68) per ricavare U, 
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Fig. 7.8. Calore specifico - a volume costante e normalizzato a R - per il D;, in funzione della 
temperatura. Le linee tratteggiate rappresentano i contributi dovuti all’orto e paradeu- 
terio. La linea continua è la somma dei due contributi pesati statisticamente, cioè 
(1/3) para + (2/3) orto. 


I valori del calore specifico che così si ottengono - con un procedimento numerico per- 
ché le somme in (7.84) non sono esprimibili in forma chiusa - sono normalmente (vedi 
oltre) in accordo con l’esperienza. In Fig. 7.8 sono riportati i contributi al calore specifi- 
co dovuti all’ortodeuterio e al paradeuterio, così come la loro somma pesata secondo i 
pesi statistici. È importante notare che la situazione «normale» del deuterio non corri- 
sponde a un vero equilibrio, ma a uno stato metastabile, perché infatti le regole di sele- 
zione (7.83) non sono del tutto rigorose e quindi gli stati con diversa autofunzione di 
spin non sono assolutamente isolati gli uni dagli altri. La situazione di vero equilibrio 
corrisponderebbe alla funzione di partizione (7.82) ma è raggiungibile solo in un tempo 
lunghissimo che può però essere notevolmente abbreviato in presenza di adatti cataliz- 
zatori (carbone finemente diviso). Lo stato di equilibrio completo è caratterizzato da 
una proporzione fra orto e paradeuterio che soltanto per T® @£ prende il valore 2:1. In- 
fatti le probabilità relative per una molecola di trovarsi negli stati orto e para, quando 
vale la (7.82), e quindi le rispettive proporzioni nella miscela, sono date da 


orto _ 6L (2 + )exp[— 0/(J + 1/7] 
para 32(27+ 1)exp[-@8J(J+ DIT] 


(7.86) 


Ciascun termine delle somme, diviso per l’espressione (7.82), dà la probabilità di trova- 
re la molecola in un certo stato di spin e con un certo numero quantico /. Per T/0r + co 
i fattori esponenziali si riducono all’unità e le due somme (indefinitamente estese) che 
compaino nell'equazione diventano uguali: resta il fattore 6/3. Al limite opposto, cioè 
per 7 — 0, tutti i termini delle somme si annullano salvo quello con J = 0 che però 
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compare soltanto al numeratore: il rapporto orto/para tende all'infinito. Succede per- 
ciò che raffreddando il deuterio verso 0 K in presenza del catalizzatore si può avere una 
conversione praticamente completa in ortodeuterio che può in seguito esser studiato a 
una temperatura qualunque, dato che in assenza del catalizzatore il paradeurerio si for- 
ma con grande lentezza. Si può, in particolare, in questo modo controllare la curva del 
calore specifico per l’ortodeuterio puro. 


3) Fermioni 


L'esempio interessante è quello della molecola H;. Lo spin dei nuclei è 1/2 e quindi si 
ha lo stato di tripletto con R, = 1, 2a = — 1,0,1elo stato di singoletto con R.=0, 
78 = 0. Le autofunzioni di spin sono simmetriche nel primo caso, antisimmetriche nel 
secondo. Poiché l'autofunzione elettronica è simmetrica si avrà, dovendo il prodotto Il 
(Eq. (7.80) essere antisimmettico, che negli stati con autofunzione di spin simmetrica 
(peso 3) è dispari mentre negli stati con autofunzione di spin antisimmetrica (peso 1) J 
è pari. Si ha perciò un comportamento del tutto simile a quello del deuterio, cioè la fat- 
torizzazione della funzione di partizione 
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Fig. 7.9. Calore specifico - a volume costante - pet l’H; in funzione della temperatura, con i con- 


tributi dell'orto e paraidrogeno. La linea continua è la somma statistica dei due contri. 
buti, cioè (3/4) orto + (1/4) para. 


Gli stati di tripletto, con autofunzione di spin simmetrica, costituiscono l’ortordrogeno, 
gli altri il parzidrogeno, nel rapporto «normale» 3:1. Lo stato fondamentale appartiene 
al paraidrogeno. La valutazione numerica del calore specifico dà le curve riportate in 
Fig. 7.9. La temperatura caratteristica 0» ha il valore 85.4 K (la temperatura critica È 
33.3 K). Il rapporto para/(orto + para) in condizioni di equilibrio ideale è dato da 


Liegi 


pata ipa a 


PI 
orto + pata 314 


che parte da 1 per T = 0e tende a 0.25 per I — ©. Èss 
Accelerando il raggiungimento dell'equilibrio per mez: 
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Fig. 7.10. Rappresentazione grafica dell’Eq. (7.89) per l'H., in funzione della temperatura. 


molto basse si può dunque ottenere la forma pata praticamente pura. 

Storicamente le anomalie del calore specifico rotazionale furono scoperte nell’idroge- 
no e furono interpretate teoricamente da Dennison nel 1927. 

Per chiudere l'argomento vogliamo anche ricordare che se qui abbiamo introdotto gli 
spin nucleari come quantità note, l’evoluzione storica è stata diversa perché proprio i fc- 
nomeni ora descritti hanno aiutato a conoscere gli spin dei nuclei. Così la proporzione 
orto/para nell'idrogeno è spiegabile solo se lo spin del protone è 1/2. Quella dell'orto e 
paradeuterio stabilisce similmente che lo spin del deutone dev'essere 1, e così si ha an- 
che, indirettamente, lo spin del neutrone uguale a 1/2. 


7.10. Connessione della meccanica statistica col metodo degli integrali di 
cammino 


Può essere data una formulazione «parallela» della meccanica statistica basandola sul 
metodo degli integrali di Feynman, così come è stato fatto per la meccanica quantistica 
nel Cap. 4 ($$ 4.6 e 4.7). Qui ci limiteremo a date solo un cenno degli aspetti più sem- 
plici e più significativi in vista di possibili applicazioni. 

Il punto di connessione con la meccanica statistica si ha con la funzione di partizione 
(Eq. (7.29)) che qui riscriviamo come 


Z= Liexp(—BE)) = exp(— BF) (7.90) 


dove 8 = 1/&T°e Fè l'energia libera di Helmhotz. È noto che per mezzo della funzione 
di partizione possono essere ottenute le grandezze termodinamiche macroscopiche come 
l'energia interna, l'entropia, ecc. (vedi $ 7.4). Ma se vogliamo conoscere, ad esempio, la 
probabilità P (x) di trovare il sistema in una data coordinata x, dobbiamo considerare la 
media, su tutti gli stati stazionari dx), 


Pig TL di(%) dx) exp (— BE) _ ole a) (7.91) 
LL. exp (— RE) VA 


La funzione g (x, x) che così si inttoduce può essere interpretata come un elemento dia- 
gonale di una matrice a indici continui g (x, x) definita ponendo 
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o (x ,x) = Lrò, (x) 6 ()exp(— LE). (7.92) 
Dato che la probabilità P (x) è normalizzata, dalla (7.91) abbiamo, integrando sulla x, 
z= ox) = Tr[o) (7.93) 


dove con Tr {o} si intende la somma degli elementi diagonali della matrice {©}, detta 
matrice densità. 

Il problema generale della meccanica statistica è quello di calcolare l'Eq. (7.92) per 
trovare la matrice densità, la cui #raccia fornisce la funzione di partizione (Eq. (7.93)). 
La matrice densità, Eq. (7.92), può essere espressa come un integrale di cammino, no- 
tando la sua somiglianza con l’espressione del «kernel» per gli stati stazionari, data 
dall’Eq. (5.22), pur di sostituire la differenza temporale & — f con — 16%. Possiamo 
pertanto riscrivere la (7.92) come 


o (x, %) ® K (4, 725%, Ti) 
- La (a)é @ap(- Lt £) “na. 
dove x» = x°. x = x, 71 = B5, 7, = 0. Questa espressione è formalmente identica a 


quella di un kernel per un intervallo di tempo imzzzaginario negativo. Risalendo 
all’espressione generale del kernel, Eq. (5.4), possiamo scrivere la 0 come un integrale 
2 


pur di fare le seguenti sostituzioni: 
PORRE (È) (È 
di dr | 


mentre V (x) rimane immutato. Abbiamo pertanto, per un sistema di massa .M sogee 
al potenziale V (x), che l’integrale di azione diventa 
1=R% . 


9(B8) = I | M (4) 


0 


V ©) dr 7 
e per la matrice densità otteniamo 


BR 2 
0 (x2,X1) = } cpl a [É (È) + A0)C, 


Dx (7). (7.96) 


Questo risultato descrive il comportamento sz4/521c0 di un sistema quantistico per mez- 
zo di un integrale di cammino dove il simbolo D denota, come detto nel $ 4.6, un pro- 
cesso di limite e di integrazione multipla: ciò equivale a considerare i contributi di tutti i 
cammini possibili. In questo caso, tuttavia, una notevole semplificazione è costituita dal 
fatto che l'esponente dell’integrando della (7.96) è reale: ciò rende i vari contributi non 
interferenti tra loro, come invece avviene con l'esponente immaginario. La matrice den- 
sità risulta pertanto dalla «somma» su tutti i possibili cammini di contributi che sono da- 
ti dall’integrale sul «tempo» corrispondente a 84. La funzione di partizione è ottenuta 
considerando solo i contributi per i quali la configurazione (coordinata) finale coincide 
con quella iniziale (x = xi). 

Un'altra interpretazione della (7.96) può essere data considerando che nell'integrale 
di azione (7.95) compare la funzione hamiltoniana H = E,,, + V invece della lagran- 


giana, L = E, — V. Possiamo pertanto scrivere la (7.96) anche nel modo seguente 
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Bh 


o (1, x) = { ep|- cr. I (36,57) de|px (7). (7.97) 


Praticamente possono essere trattati facilmente tutti quei casi per i quali l'integrale 
(funzionale) nella (7.96), 0 (7.97), può essere calcolato (vedi 8$ 4.6 e 4.7). I risultati ot- 
tenuti precedentemente per il kernel possono essere facilmente estesi alla matrice densi- 
tà pur di effettuare la sostituzione # — — 184. Così, ad esempio, la matrice densità per 
una particella libera si ottiene dall'espressione del kernel (Problema 8, Cap. 4) ponendo 


th—-h= — 185: 


1/2 


Per trovare la funzione di partizione poniamo x. = x,. 

Se il moto avviene in presenza di un potenziale V/ (x) e la temperatura non è «troppo 
bassa», cioè 64 è sufficientemente piccolo, possiamo considerare V (x) nella (7.96) co- 
stante (cioè indipendente da x) e portare V [x (7)] fuori dal segno di integrazione su 7. 


TÀ 


185 | 


(0) 


Fig. 7.11. Rappresentazione schematica, nel piano spazio-temporale, di duc genetiche traiettorie 
congiungenti i punti di coordinate (x;.0) e (x, 184 ); Ax rappresenta la variazione di 
coordinata. 


Questa procedura può essere giustificata considerando (vedi Fig. 7.11) che sex; = x. e il 
«tempo» ‘84 è piccolo, contributi significativi alla matrice densità (Eq. (7.96)) si hanno 
solo in un piccolo intorno Ax di x; cosicché possiamo porre V(x) = V(x)ela 0 (x,x) 
diventa 


x 


0 (4, x) = exp [— BV (a)] I [oo[- _- fe | 


Dx (7). 7.99) 
) È O. (099 


In questa espressione l'integrale di cammino coincide con quello della particella libera 
(Eq. (7.98) per x = x) ed otteniamo 


MAT 
275° 


(x, x) -( ) exp [— BV (x.)]. (7.100) 


La funzione di partizione (Eq. (7.93)) risulta pertanto 
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1/2 


_{ MAT \ si 
VA (fe) | exp [-- BV (x.)] dx, (7.101) 


dove l'integrazione è estesa a tutte le possibili configurazioni iniziali x. Questo risultato 
è rigorosamente valido nel limite della statistica classica. Per stimare i limiti di applica- 
bilità si consideri che la variazione Ax della coordinata, per dare contributi significativi 
alla matrice densità (Eq. (7.98)), deve essere dell'ordine di 


FRERATNANE: 20900 (7.102) 


MRT 


Quando questa relazione è soddisfatta, se la variazione di V (x) sulla distanza Ax è tra- 
scurabile (da cui la (7.99)), la statistica classica, cioè l’Eq. (7.101), è applicabile. Si noti 
come la relazione (7.102) coincide sostanzialmente con quella data nel $ 7.3. Per un so- 
lido (o un liquido) con una massa AM pari a circa 30 amu, a remperatura ambiente si tro- 
va dalla (7.102) Ax < — 0.1 A, mentre il potenziale varia apprezzabilmente su distan- 
ze dell'ordine di 1 A. Ciò significa che in tali situazioni la statistica classica è applicabi- 
le. Diverso è, come sappiamo, il caso degli elettroni di conduzione in un metallo che, a 
causa della piccola massa, danno valori di Ax tali (— 20 A) da non poter più trascurare 
la variazione di V (x) su tali distanze. 

Le considerazioni fin qui svolte valgono per ogni singola particella e sono pertanto ap- 
plicabili anche a sistemi di molte particelle, purché non interagenti. Sempre nel limite 
classico, passando a sistemi composti da N particelle interagenti tramite un potenziale 
V (11, t3, ... tv), si dimostra che la funzione di partizione è data dal prodotto di due fat- 
tori: il primo corrisponde all’integrale di cammino per suzte le particelle (bere, mentre 
il secondo, detto integrale di configurazione, corrisponde all’integrale di exp (— 3 
nella (7.101). Abbiamo in questo caso 


3N/2 


) | exp [— BV (ci, 1a, ... tv)]) din dr: ... dry 


z- | MET 
276° 


Considerazioni di simmetria, in connessione con l'appartenenza dei sistemi considerati 
alla statistica di Bose-Einstein o di Fermi-Dirac, possono ridurre sensibilmente la com- 
plessità dell’analisi matematica. La cessazione di validità della statistica classica (condi. 
zione (7.102)) implica la rinuncia all'uso della formula semplificata (7.101) e di conse- 
guenza richiede l’impiego dell’Eq. (7.96) con le complicazioni che ne conseguono. Non 
ci addentreremo ulteriormente in questi ultimi aspetti, rinviando il lettore alle opere 
specializzate. 


1) L'esposizione di questo paragrafo segue per grandi linee quella del Cap. 10 in R.P. Feynman e A_R. 
Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals, Mc Graw - Hill, New York (1965). Per un'analisi 
ancora più approfondita si veda: R.P. Feynman, Stazistica! Mechanics, Benjamin, Reading, USA, (1974). 
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Problemi 


1. Verificare che la densità elettronica, in funzione dell’enetgia, per un gas di elettroni liberi di 
Fermi ha l'andamento mostrato in Fig. 7.12 (supporre un continuo di stati). 


Soluzione. Indicando con N (e) la densità elettronica, in funzione dell’energia e, abbiamo 
N(e) de = 0 (€) # (e) de 


dove # (e) rappresenta la distribuzione di Fermi-Dirac e 0 (e) la densità media di stati con energia 
compresa fra e e e + de. Per un gas di elettroni liberi si ha (vedi Eq. (3.23) del Cap 3) 


ole) de = 8V2 + mè? Ve de. 


Per verificare l'andamento di N (e) è sufficiente considerare che la densità q (e) è una parabola con 
vertice nell'origine e asse coincidente con l’asse delle x positive, mentre la distribuzione di Fermi- 
Dirac è quella rappresentata in Fig. 7.5. Il prodotto di queste due funzioni verifica immediata- 
mente quanto mostrato in Fig. 7.12. 


N(8) 
=0 


E 


Fig. 7.12. Rappresentazione della densità di elettroni, in funzione dell'energia, a varie temperature e con 
T<T<t.. 


2. Il potenziale chimico che compare nell’Eq. (7.45) è anche chiamato ewergia di Fermi; calcolare. 
allo zero assoluto, tale energia per l'oro sapendo che questo metallo ha una concentrazione di elet- 
troni per cm? pari a 5.9 x 10?°?, 


Soluzione. Per calcolare l’energia di Fermi, che indichiamo con 4p, si dovrebbe risolvere l’Eq. 
(7.52) con, naturalmente, il segno + a denominatore. 

La risoluzione di tale equazione consentirebbe di esprimere pp in funzione della temperatura e di 
altri parametri. La valutazione dell’integrale che compare nella (7.52) non è analiticamente sem- 
plice, tuttavia per T = 0 il calcolo può essere facilmente eseguito. Infatti, sotto questa condizione, 
la distribuzione di Fermi è semplicemente 


B=0 pete> ug 


n 


1 pere < up 


Abbiamo pertanto 
he 


I e (e) de = N; 


prendendo g (e) come data dall’Eq. (4.40) del Cap. 4 e raddoppiandola a causa della degenerazio- 
ne di spin elettronico (vedi anche problema precedente), otteniamo 
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Hp (0) 


ve de = N 
da cui 
# (3N\ 
se £(8) 
e (0) 82 \ TV 


dove N/V è la concentrazione di elettroni. Nel caso dell’oto otteniamo 


He (0) = 5.5eV. 


3. Verificare che l'energia interna, nell'unità di volume, di un gas di N particelle libere di Fermi, 
per temperatura zero, è pari a 3Nup (0)/5V, dove up è l'energia di Fermi e Vil volume. 


Soluzione. Consideriamo l’Eq. (7.51); indicando con U l'energia interna deve essere 
Lr e = U 


e, introducendo la densità di stati g (e), abbiamo 


® 


{ o (e) e 7 (e) de = U. 


Considerazioni sulla densità di stati e sulla distribuzione di Fermi come fatte nel problema prece- 
dente conducono 2 


dove U, è l'energia interna per T = 0. Ricordando che (vedi problema precedente 


2/3 

bè n) 

Hp (0). «== 

DI 43 

otteniamo 
Up 3N 
= —— up(0). 
pp 


4. Nel Cap. 3, $8 3.2 e 3.3, è stata studiata la radiazione termica come una collezione di oscillato- 
ri. È noto tuttavia che i singoli quanti degli oscillatori possiedono anche una caratteristica corpu- 
scolare: possiamo pertanto considerare la radiazione termica come un vapore saturo di fotoni e 
prendere questi ultimi come elementi della statistica. Su questa base quelli che erano i numeri 
quantici degli oscillatori diventano ora i numeri di occupazione degli stati dei fotoni. Verificare 
che applicando la statistica quantica è possibile ricavare la relazione di Planck (Cap. 3, Eq. (3.26). 


Soluzione. La relazione di Planck permette la conoscenza della grandezza più significativa per lo 
studio della radiazione che è, come sappiamo, l’energia 0, per unità di volume e d’intervallo di 
frequenza. Questa grandezza può essere calcolata dalla densità o (€) degli stati e dal numero di oc- 
cupazione medio # degli stessi. La densità di stati per particelle contenute in una cavità a pareti 
impenetrabili è stata già calcolata (Cap. 4, $ 4.2) e del resto è facile ottenerla dividendo per #? il 
corrispondente volume nel u-Raum (Cap. 7, $ 7.1) che in questo caso va moltiplicato per due per 
tener conto dei due stati di polarizzazione. 

Abbiamo dunque 
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0 (e) de = È 4n p° di 


dove il volume nello spazio ordinario non compare esplicitamente perché ci si riferisce ad un volu- 
me unitario. Ricordando che e = 4v e = 5v/c, si ha 


ri 
clic e 8 (2) 7 bi e 87 i; 


ko \ ec c c 


da cui segue 


e, dv = 0 (e) de 7 hv = Phone; 
cì 


Poiché i numeri di occupazione degli stati dei fotoni sono illimitati, la statistica da applicare è 
quella di Bose-Einstein, pertanto il numero medio di occupazione degli stati è dato dall’Eq. (7.41) 
dove dobbiamo porre u = 0 trattandosi di un gas di fotoni in una cavità isoterma (vedi $ 7.5). 
Otteniamo quindi 


_ dy 


dae 876 y 1 
a exp (4v/2T)— 1 
che è proprio la relazione di Planck. 
Impostando il problema in questo modo, si è invertito il processo storico. In realtà infatti è stato 
nel tentativo di ritrovare le leggi del corpo nero, in base a una statistica di fotoni, che la statistica di 
Bose è stata scoperta (Bose 1924). 


5. Per confronto con il problema precedente, trattare un sistema di oscillatori armonici nel quadro 
della statistica classica. Come spazio delle fasi prendere il piano fg in cui il punto rappresentativo 
di un oscillatore generico percorre un’ellisse ($ 7.1). 


Soluzione. Secondo la distribuzione canonica abbiamo 


E 
P(E)dE = cost. (- — |A 
(E) cost. exp 5) 


\ 


dove ZA è l’area corrispondente a E. Siccome A = 27E/ (vedi $ 7.1) si ricava ZA = 2r4E/we 
quindi 


E 
P(E)dE = cost. expi— — |4E 
DI c( È) 


dove il fattore 27/w è stato inglobato nella costante. Questa distribuzione è la stessa di quella dei 
liberi percorsi (Cap. 1, Eq. (1.46)) con #7 al posto di /. Perciò la distribuzione normalizzata risulta 


1 È E 
Peio lag) 
Fi 7° 5) 


6. Considerare un sistema costituito da N particelle, di massa M, non interagenti e soggette ciascu- 
na ad un potenziale armonico tridimensionale. 

Calcolare l'energia interna in funzione della temperatura, per temperature non troppo basse, uti- 
lizzando la funzione di partizione come data dall’Eq. (7.101). 


Soluzione. Indicando con U l'energia interna abbiamo (Eq. (7.1) 


U= #12 nz 
aT 
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dove, per un potenziale armonico del tipo V (x, y, 2) = (0/2) (x? + 9° + 2°) e per una singola 
particella, la funzione di partizione è data da 


Sfz 
VA (Mer) | { { cp[- n (x? + 9° + 244 dz. 


Svolgendo l'integrale abbiamo 


3/2 3/2 3/2 
2-(A) (262) i 1(£) ET. 
2x8 a 5 \@a 


e la funzione di partizione per l’intero sistema risulta pertanto 


z-|1(4) er 
5 \a 


quindi 
iaze & 
d IR 
ed infine 
U = 3NKT. 


Questo risultato è in accordo con il teorema di equipartizione dell'energia (Cap. 2, $ 2.6 che vale 
per sistemi «classici», cioè per temperature non troppo basse. 


8. Cristalli. Diffrazione delle 
radiazioni e struttura 


8.1. Preliminari 


Nei solidi le posizioni dei singoli elementi costitutivi, ioni, atomi o molecole che sia- 
no, sono praticamente invariabili col tempo, salvo delle vibrazioni intorno alle posizioni 
medie che però producono solo piccole variazioni relative delle mutue distanze. Le posi- 
zioni medie possono essete distribuite nello spazio con grande regolarità e allora si ha 
un solido cristallino, oppure possono avere una regolarità limitata, del tipo che può 
aversi in un liquido, e in tal caso si parla di un solido amorfo. 

Un cristallo (pensato indefinitamente esteso) risulta dalla ripetizione periodica indefi- 
nita in tre dimensioni di un parallelepipedo, chiamato cella fondamentale, che nel caso 
più semplice può contenere un singolo elemento (atomo, molecola) ma in generale con- 
terrà un gruppo di atomi o ioni. Una simile struttura si chiama reticolo spaziale. Nel ca- 
so che a ogni cella corrisponda un solo elemento (che può pensarsi collocato in un vertice 
del parallelepipedo) il reticolo si dice di Bravass. 

La cella fondamentale si può caratterizzare mediante i tre spigoli del parallelepipedo 
concorrenti in un vertice, pensati come tre vettori che nel caso più generale saranno dise- 
guali in modulo e obliqui fra loro (Fig. 8.1). 


Fig. 8.1 - Reticolo cristallino avente come vettori fondamentali a, b e c. 


La struttura reticolare dei cristalli, benché intuita fino dal 1700-1800 (Haty) fu potu- 
ta dimostrare e investigare soltanto a partire dal 1912, quando Von Laue suggerì che i 
cristalli potessero diffrangere i raggi X. Oggi altre radiazioni sono venute ad aggiungersi 
ai raggi X e cioè fasci di elettroni e neutroni aventi lunghezze d’onda di De Broglie ap- 
propriate. 

I raggi X interagiscono con gli elettroni e quindi danno la distribuzione della dersità 
elettronica nel cristallo. Gli elettroni interagiscono col campo elettrico e quindi danno la 
distribuzione del pozerzia/e. I neutroni interagiscono principalmente coi ruc/e? e quin- 
di rivelano la distribuzione di questi; possono petò interagire anche coi m20zzenti m24- 
gnetici degli elettroni e quindi possono fornire indicazioni sulla struttura dei corpi para- 
e ferromagnetici. 

I raggi X, per la facilità con cui si ottengono con adeguata intensità, sono quelli più 
comunemente adoperati nell'indagine strutturale. Gli elettroni hanno l'inconveniente 
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di una scarsa penetrazione, che però può essere un vantaggio se si vogliono studiare gli 
strati superficiali. I neutroni hanno generalmente deboli intensità, specie nel campo di 
lunghezze d'onda che interessa (corrispondente a energie di pochi K, in scala di tempe- 
ratura) ma hanno speciali vantaggi. Per esempio essi interagiscono fortemente anche con 
atomi leggeri che per lo scarso numero di elettroni sono difficilmente identificabili coi 
raggi Xe sono talvolta capaci di distinguere, a causa della variazione piuttosto capticcio- 
sa della sezione d’urto, anche elementi di numero atomico vicino, che possono essere in- 
distinguibili per i raggi X. 

Nei paragrafi che seguono daremo un'idea della diffrazione dei raggi X e di come da 
questa si possa ricavare l'informazione sulla struttura. Il problema è essenzialmente lo 
stesso per la diffrazione degli elettroni e dei neutroni. 


8.2. Processo di diffusione coerente dei raggi X 
4) Diffusione coerente da parte di una distribuzione di elettroni 


Il processo base è la diffusione coerente (coherent scattering) di un sizgo/o elettrone. 
Se ne può fare la teoria quantistica ma questa nei casi di interesse pratico (energia di le- 
game dell’elettrone piccola rispetto al quanto X, come è almeno per la massima parte 
degli elettroni atomici) conduce agli stessi risultati della teoria classica. 

Sotto l’azione del campo elettrico E,,. dell'onda incidente (supposto per il momento 
variabile in modulo ma non in direzione) un elettrone libero si comporta come un oscil- 
latore con accelerazione 


Lo i inc * (8.1) 


onda X incidente 


Fig. 8.2 - Schema di diffusione coerente di un'onda X incidente da parte di un elettrone e. I cam- 
pi elettrico e magnetico dell’onda incidente giacciono nel piano xy; l'onda diffusa ha 
componenti E, c H,. 


Questo oscillatore irradia un campo elettromagnetico che in un punto Pa distanza gran- 
de rispetto alla lunghezza d’onda è tale che si ha (Fig. 8.2) 
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c 


1 + En n, 
E = £A( jeno 


L'intensità media diffusa nella direzione (vers r) è data dal vettore di Poynting 


I EE Gel da P 
(vers re) = — E.-H.,= — > <Pi> sen? y 
4r 4r cr 


e quindi, per la (8.1), 


et 


I (vers 1) = Si 


2 
2 
4 4 ygg292 <Eix> sen? 1) -( 2 Line sen? v 4 
T CI 


mocr 


Usualmente però la radiazione incidente non è polarizzata: ciò vuol dire che si deve me- 
diare il fattore sen? y su tutte le orientazioni di E,,, nel piano xy. Si ottiene facilmen- 
te la formula, diJ.J. Thomson, 


mocir 


2 
2 NA 
1(9) = In() LEE Lf d). 82) 
Il fattore trigonomettico, il cui diagramma polare è riportato in Fig. 8.3, è chiamato /a/- 
tore di polarizzazione, mentre fi è chiamata funzione di Thomson. 

Incidentalmente, l’espressione e? /7720? che appare nella (8.2) ed ha manifestamente 
le dimensioni di una lunghezza (= 2.818 x 107'? cm) è il cosiddetto raggio classico 
dell'elettrone. Si tratta del raggio che dovrebbe avere una sferetta in cui la carica elettro- 
nica è uniformemente distribuita perché la sua energia potenziale coincidesse con 7250 
(una simile rappresentazione dell’elettrone non sembra ammissibile nella fisica quanti- 
stica). 


10 


10 


Fig. 8.3 - Diagramma polare del fattore di polarizzazione (1 + cos? 9) di Eq. (8.2). 


Premesso questo, supponiamo che una distribuzione di elettroni con la densità nu- 
merica g(r) sia investita da un'onda piana non polarizzata con lunghezza d’onda X e in- 
tensità I, nella direzione data dal versore us. Se, come supponiamo, l'estensione della 
distribuzione è piccola in confronto alla distanza alla quale si immagina collocato il rive- 
latore della radiazione diffusa, '’ l'onda diffusa si potrà considerare come un'onda sferi- 
ca col centro nella distribuzione data. A questa onda contribuiscono tutti gli elementi di 
volume della distribuzione inviando delle onde di ampiezza infinitesima i cui campi si 
compongono additivamente. È essenziale tener conto dei ritardi di fase delle onde gene- 


1) Lo stesso si ammetterà più avanti per l'estensione del cristallo diffusore. 
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Fig. 8.4 - Ritardo di fase dell’onda diffusa nella direzione u (w, rappresenta la direzione dell'onda 
incidente) da parte dell'elemento di volume 47 di una distribuzione di elettroni. 


rate da una singola onda polarizzata incidente. Rispetto alla fase nell’origine O degli as- 
si (arbitraria) il ritardo di fase dell'onda diffusa nella direzione u da un generico ele- 
mento di volume 4 V/ situato all’estremo del vettore 1’ sarà dato da!’ (Fig. 8.4) 


L'ampiezza del campo elettrico E dell'onda diffusa nella direzione u dall'intero campio- 
ne avrà un'espressione del tipo 


E, C(ry 9, #) | exp PE r-(u— ) e(r') dr. (8.3) 


La corrispondente intensità è da integrare su tutte le direzioni di polarizzazione (suppo- 
ste equiprobabili) del fascio incidente per dare l'intensità diffusa media nella direzione 
u che è 


2 


100) = Lf (9) | fap Peru u)eeze | 84) 
{e| 
u 
<] 2 sen d/2 
Uo 


Fig. 8.5 - Differenza vettoriale fra i versori u e u,. 


dove /r° = <C?> è la funzione di Thomson che appare nell’Eq. (8.2). Con la posizio- 
ne (Fig. 8.5) 


1) Dato che l'indice di rifrazione dei solidi per i raggi X si scosta dall’unità solo per qualche milionesimo, la 
lunghezza d’onda che qui appare non differisce sensibilmente da quella nel vuoto. 


Cristalli. Diffrazione delle radiazioni e struttura 327 
L}, 


1 9 


ene ; g= È sen , (8.5) 
l'equazione precedente diventa 
I(q) = Inf (1,0) |T(Q| (8.6) 
con 
Ta) = fe(e)exp(2rig:r) dr". (8.7) 


Quest'ultima espressione è la trasforzzata di Fourier della densità g (1): si può perciò di- 
re che lo scattering coerente ci fa conoscere il quadrato della trasformata di Fourier della 
densità elettronica. 


6) Scattering da parte di un atomo. Fattore atomico 
In particolare, si può applicare la (8.7) agli elettroni di un atomo considerati come 


una distribuzione a simmetria sferica o (1) = 0 (r). Con un sistema di cooicinate come 
in Fig. 8.6 (O coincidente col nucleo) si ottiene 


leo] La 2w 
T(q) = | e(7) 7? dr {sp (2 gros x) sen x dx | dp 
D) 
(co) di . di 
n Spi | ol) 1° de | exp (27 1g 7 cosx) 
ò 2rigr Dar 
Li lrn 8.8 
Go 0 


Fig. 8.6 - Distribuzione elettronica a simmetria sferica in un atomo e con l’origine degli assi coin- 
cidente con il nucleo; 4?” rappresenta un generico elemento di volume infinitesimo. 


Ponendo 


p= 2759 = — sen, (8.9) 


la precedente equazione diventa 
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Co) 


T(9) = fu) = dn om EE 74 (8.10) 
0 2) 


e per l’intensità diffusa si avrà 
2 .(4r 
I= Left (1,0) fa me sen =). (8.11) 


Alla funzione fi(u) si dà il nome di fattore atomzico di diffusione (atomic scattering fac- 
tor). 

Il calcolo del fattore atomico richiede la conoscenza della distribuzione degli elettroni 
nell’atomo; g(7) si può ottenere per gli atomi leggeri dalle autofunzioni calcolate nume- 
ricamente da Hartree e altri (Cap. 5, $ 5.9). Per gli atomi più pesanti si può adoperare la 
distribuzione ottenuta da Fermi e Thomas considerando gli elettroni di un atomo come 
un gas degenere. In Fig. 8.7 è riportato il fattore atomico per il sodio. Si noti che il suo 
valore per ? = 0 coincide col numero atomico (Z = 11) dell'elemento. La ragione è 
semplice. Per 9 = 0 le onde diffuse dagli elettroni sono tutte in fase: non c’è interferen- 


12 
Sa 
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lo) lib aj 
0.2 04 06 08 10 12 
sone 2 ( &I) 


Fig. 8.7 - Fattore atomico di diffusione per il sodio. 


za fra loro. L'ampiezza del campo dell’onda diffusa è dunque Z volte, e l’intensità per- 
ciò Z? volte, quella dovuta all’elettrone singolo. Si deve avere quindi, dato il significato 
del fattore di Thomson, 


H0}-= Ere DIL 
e da qui confrontando con la (8.10) si vede che deve essere 


SEO) 


c) Diffusione coerente da parte di un cristallo. Fattore di struttura e fattore d'interfe- 
renza 


Premettiamo alcune nozioni sui reticoli spaziali e la terminologia ad essi relativa. 
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Riferendoci alla Fig. 8.1, i vettori a, b, c uscenti da O che formano gli spigoli della 
cella fondamentale si chiamano i vettori fondamentali del reticolo. I tre assi uscenti da 
O nelle direzioni dei vettori fondamentali li chiameremo per brevità ass cristallografici 
(benché con questo termine si intendano talvolta anche altre cose). Ogni punto O” che 
si ottiene da un vertice di una cella (per esempio O nella figura detta), applicandovi un 
vettore del tipo 


O /-0=n=ma+mb+wr;c (8.12) 


dove 7,, #3, #3 sono interi arbitrari, si chiama un nodo del reticolo e il generico vettore £, 
si dice un vettore del reticolo. Scegliendo un nodo su ognuno degli assi, si viene a defi- 
nire un piano reticolare. Le distanze dei tre nodi dall'origine, se ciascuna viene misurata 
prendendo come unità di misura i moduli dei rispettivi vettori fondamentali, sono tre 
numeri interi. Le loro inverse sono proporzionali a un’altra terna di interi (come si tico- 
nosce moltiplicando per il loro m.c.m.) che posono sempre essere scelti pri7zz fra loro. 
Sono questi ultimi numeri che si assumono come caratteristici della giacitura del piano 
reticolare iniziale, scrivendoli fra parentesi tonde come (i, j, £ ), e sono gli indici di Mil- 
ler della giacitura. 

Per l'equivalenza dei nodi del reticolo, se un nodo appartiene a un piano reticolare, 
qualsiasi altro nodo che non appartenga allo stesso piano deve appartenere a un piano 
che ha la stessa giacitura. Ne segue che l'insieme dei nodi di un reticolo può essere pen- 
sato come appartenente a un sistema di piani reticolari aventi la giacitura di un piano re- 
ticolare arbitrario. Questi piani possono essere scelti in modo che la loro distanza sia pic- 
cola quanto si vuole. La Fig. 8.8 aiuta a capire questo in un caso bidimensionale. La di- 
stanza massima fra piani reticolari è invece una delle caratteristiche del reticolo 


Fig. 8.8 - Sistema di piani reticolari con relativi indici di Miller in un caso bidimensionale. 


Se 4; è la distanza fra un piano e l’altro di un generico sistema di piani reticolari, in 
un cilindretto retto di altezza 4 e sezione 5 (Fig. 8.9) avente l’asse normale ai piani stessi 
cadranno 4/4, piani reticolari. Se la densità di nodi su ciascun piano è 0;x, il numero 
di nodi contenuti nel cilindro è (4/4;x) 5 0,» e quindi il numzero di nodi per unità di 
volume è 0;x/d,x. Siccome questa grandezza è una caratteristica del reticolo ne viene 
che 0,4 € Zi devono essere proporzionali: cioè quando i piani sono molto fitti (dix pic- 
colo) sono anche molto poveri di nodi, com'è del resto intuitivo. La dipendenza di 
din da ij k è complicata e non staremo a scriverla. Si può dire che a valori alti di # / È 
(piani che incontrano gli assi cristallografici sotto piccoli angoli) corrispondono piccoli 
valori per dx. C'è dunque una correlazione fra alte densità superficiali di nodi («grandi» 
valori di 4,,,) e piccoli indici di Miller (si noti nel precedente esempio bidimensionale la 
differenza fra i «piani» (1,0) e quelli (1,5)). 

Una cella generica in un reticolo cristallino sarà individuata quando si conoscano le 
coordinate di uno dei suoi vertici, per esempio l’omologo O’ del vertice O nella Fig. 


330 Capitolo 8 


Fig. 8.9 - Cilindro di altezza 4 e sezione s con l’asse perpendicolare ai piani reticolari. 


8.1. Questo punto è individuato dal vettore r,, ossia da una terna di interi (Eq. (8.12). 

Un atomo generico del cristallo sarà individuato dai tre interi caratteristici della cella 
alla quale appartiene e da un quarto intero v = 1, 2, ... g che lo distingue fra i g atomi 
del gruppo che occupa la cella. La posizione di un atomo generico, cioè del suo nucleo, 
sarà data da 


I, +S 


dove sì ... sg sono g vettoti caratteristici del cristallo. La posizione di un elemento di vo- 
lume 47 nell’ambito dell'atomo v-esimo della cella (#)-esima sarà individuata da 


r=tf,+S+5/. (8.13) 


dove s/ è il vettore che va dal nucleo dell'atomo all’elemento dV. 

L'intensità diffusa da un piccolo cristallo si otterrà applicando le (8.6) e (8.7), dove 
questa volta la trasformata di Fourier è quella dell’intera distribuzione elettronica del 
cristallo. Indicando con g,(5’) la distribuzione degli elettroni nell'atomo della specie », 
sarà 


& 


e(1) = 0(1+5+s)= LLo.(|-n—s, 


(n) vel 


) 


dove L indica la somma su tutte le celle del cristallo (cioè su tutte le terne d’interi che le 
n) 
caratterizzano). Dobbiamo dunque calcolare 


T(q)= fop@ria-nEZo(lr-n-s )dx 


cioè (ricordando la (8.13) 


T(q)= LL epr +8,+5)]0(5)4%;, 


ossia, riordinando i fattori, 
T(q)= L exp (27 iQ) L exp(27/q:5.) { exp (27/q9:8/) 0 (5) dîs;, 


dove l'integrale non è altro che il fattore atomico fi, (279) relativo alla specie atomica v 
e quindi otteniamo 
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T(q) = Texp(2riq-r,) Dep(2ri9-s) 279). (8.14) 


v=l 


Per l'intensità diffusa si avrà dunque, per la (8.6), 


8 


I(9) = If? (,9)|Lop(@rign)]"| E spl@7/98)/ 79". 8-15) 


Delle due somme che compaiono in questa espressione, la prima è chiamata fattore 
d’interferenza, la seconda è chiamata fattore di struttura. L'una e l'altra dipendono da 
q = (27/1) (u— w) e quindi dalla direzione di diffusione u se quella d'incidenza w si 
suppone fissata. Mentre però la seconda somma contiene un piccolo numero di termini, 
la prima ne contiene moltissimi e ciò fa sì - come si vedrà fra un momento - che la di- 
pendenza di questa da q sia molto più acuta. In pratica è il fattore d’interferenza che 
definisce le direzioni nelle quali si possono osservare i fasci diffratti, mentre l’altro fatto- 
re ne stabilisce l'intensità (arrivando qualche volta anche all’annullamento per alcune 
direzioni di diffrazione che sarebbero altrimenti «ammesse» dal fattore d’interferenza). 
Per analizzare il fattore d’interferenza introduciamo l’espressione 1, = 2,2 + # D + 
+ n, c (Eq. (8.12)). Supponendo che il cristallo abbia la forma di un parallelepipedo 
con gli spigoli N;a, N:b, N;c abbiamo 


N; N) 


Ni 
L exp (27/q-r,) = Z, exp (27%; a-q) L, exp (277 n. b-q) È exp (277 7; c-q). 
pre 
Ciascuna di queste somme è una serie geometrica troncata. La prima vale per esempio 


î exp (275N, aq) _ 1—exp(27wN aq) 


1 exp (277 a-q) 1— exp(27/2:0) 1—exp(27/a:g) 


Passando al quadrato del modulo, che è la grandezza che compare nell'espressione 
dell'intensità diffusa, si avranno espressione del tipo 


(1— ei) (1 — e) _ 1— cosa _ sen’ (a/2) 


(1— e8)(1— e) 1 — cost sen? (8/2) 


con a = 27 Na -qef = 27 a-q. Applicando questo risultato si trova facilmente 


(Die. se Nidi gs Mrby. > seed, (816) 


sen’ 7 a-q sen? 7 b-q sen? 7 c-q 


Le tre frazioni che qui appaiono si chiamano funzioni di Laue. Esse sono del tipo 


2 
yi = SENTE, (8.17) 
sen? Tx 


Questa è una funzione periodica col periodo uguale a uno. Basta dunque studiarla nel 
tratto 0 + 1. È decisivo il fatto che N sia molto grande, almeno dell’ordine del migliaio. 
Segue da ciò che y (x) è significativamente diversa da zero solo ai margini dell'intervallo 
cioè per x = 0, oppure 1, ossia per x intero. In tali punti, per esempio per x = 0, si ha 
y (0) = N? che è un massimo. Si ha ugualmente un massimo ogni volta che è Nx = 
(22 + 1/2), 72 = 0, 1,2,..., col valore (finché è mx < 1) 
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= N° 
i T° [22 + (1/2)]} SAR 


Questi massimi, però, o sono molto più piccoli di quello principale o gli sono così vicini 
da potersi confondere con esso. Si può perciò dire che il fattore d’interferenza ha un va- 
lore importante (e molto grande) N? N? N? soltanto quando si annullano contempora- 
neamente i denominatori delle funzioni di Laue, ciò che porta alle condizioni, dette di 
Laue-Bragg, 


a-q=%,b-q=%v,c-q=%w, (8.19) 


con 4, v, w interi. Queste condizioni selezionano le direzioni in cui, dato w, cioè la di- 
rezione del fascio incidente, si possono osservare (permettendolo il fattore di struttura) i 
fasci diffratti. La «larghezza angolare» di questi - supposto perfettamente collimato il fa- 
scio incidente - si può ricavare dalle considerazioni che precedono. Essa è data approssi- 
mativamente dalla posizione del primo massimo secondario delle funzioni di Laue, cioè 
quello che corrisponde ame = 0 nella (8.18) e che è la frazione 4/7? del massimo princi- 
pale (il successivo è 3° volte più piccolo). Questo massimo secondario si presenta per 
x = 1/2Ne quindi corrisponde a un dq tale che (prendendo ad esempio la prima fun- 
zione di Laue) 


ossia, ricordando la (8.5) 


Le |bu| cos (a, du) = le 
\ 2N, 
che dà l'ordine di grandezza per |du| = da, dove da è l'angolo fra ue u + du. Poiché 


l’angolo fra a e du può avere un valore «qualunque», segue dalla precedente 


ea 
2aN; 


da = 


(8.20) 


dove aN; è la dimensione del cristallo nella direzione del vettore a. Si può dunque dire 
che la larghezza dei fasci diffratti è dell'ordine del rapporto fra la lunghezza d’onda e la 
«dimensione media» del cristallo. 


8.3. Il reticolo reciproco 


Alle direzioni che soddisfano alle condizioni di Laue-Bragg si può dare, come vedre- 
mo, un’interpretazione notevole mediante l’uso del reticolo reciproco, che è molto utile 
anche in altri casi, come ad esempio la propagazione di onde di deformazione nel retico- 
lo cristallino e in genere per lo studio di grandezze periodiche connesse con una struttu- 
ra a periodicità tridimensionale. 

Il reticolo reciproco ha per vettori fondamentali i vettori a*, b*, c* definiti dalle 
equazioni 


ro he pe cha de anb i (8.21) 


a-(bAc) © a-(bAc) © a-(bAc) 
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dove a,b, c  sonoi vettori fondamentali del reticolo dato. Si noterà che i numeratori 
sono le aree delle facce del parallelepipedo sotteso da a, b e c, mentre il denominatore 
comune misura il volume del medesimo parallelepipedo. Ovviamente i vettori del reti- 
colo reciproco hanno dimensioni di [lunghezza]"®. 

Si verificano subito le relazioni seguenti (che sono anche sufficienti a definire a*, b*, 
c* dati a, b, c, 0 viceversa): 


ur 1 at-b=0 a*-c= 0 
b*.a =0 b*.b=1 b*. =10 (8.22) 
c' «a-= 0 bi =0 atiant 


Si chiamano veztori del reticolo reciproco i veitori K dati da 
K=&ka* + k,b* + k3c* (8.23) 


con £,, £., &; interi. 


Fig. 8.10 - Piano reticolare individuato dai punti A, Be C sugli assi cristallografici caratterizza: 
dai vettori fondamentali a, b e c. 


Un reticolo («diretto») e il suo reciproco formano una coppia di reticoli coniugati. Al- 
cune proprietà delle coppie di reticoli coniugati sono le seguenti. Il reticolo diretto è il 
reciproco del suo reciproco (come suggerisce la simmetria delle Eq. (8.22). I piani reti- 
colari di un reticolo sono perpendicolari ai vettori dell'altro. Quest'ultima proprietà si 
verifica facilmente. Basta prendere, come si può sempre fare, un piano reticolare 
della data giacitura che taglia gli assi cristallografici rispettivamente inA4=0+ ma, 
B= 0+7,b,c= 0+n:;c con 7, €, interi (Fig. 8.10). La condizione che 
un vettore del tipo (8.23) abbia prodotto scalare nullo tanto con C-A che con C—B 
porta alle equazioni 


Bin. — Rita = 0 
kan. — km = 0 
delle quali una soluzione evidente è 
ki = tti, kr = Matte, kg = Na. (8.24) 


Esiste perciò un vettore K (e quindi infiniti altri) che sono normali ai piami reticolari pre- 
scelti. Inversamente, dato un vettore K, le stesse equazioni - che sono simmetriche negli 
n e nei 4 - permettono di determinare 7,, 7, 7, € quindi individuare i piani reticolari 
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normali a K. 

Dei vettori di uno di due reticoli coniugati che hanno una data direzione, quello più 
piccolo, che possiamo indicare con v,, ha per modulo l’inversa dell’interdistanza dei 
piani reticolari dell’altro reticolo ai quali v, è perpendicolare: 


v=1/d,. (8.25) 


Gli altri vettori aventi la stessa direzione hanno moduli che sono multipli di v, e quindi 


di 1/4: 
Wei; v= n/d, (7 intero). (8.26) 


Un'altra proprietà che può essere utile aver presente è che il prodotto dei volumi C delle 
celle fondamentali di due reticoli coniugati è l'unità: 

CoLe% (8.27) 
Un reticolo cubico semplice ha per reciproco un reticolo dello stesso tipo. Un reticolo cu- 


dico a facce centrate (Fig. 8.114) ha per reciproco un reticolo cubico a celle centrate (Fig. 
8.115) e viceversa.” 


(4) 


Fig. 8.11 - 4) Reticolo cubico a facce centrate (f.c.c.), i vettori a, b e c rappresentano una terna 
di vettori fondamentali. 4 ) Reticolo cubico a corpo centrato (b.c.c.) reciproco di quello 
in (2) con vettori fondamentali a*, b* e c* definiti dalle relazioni (8.21). 


Il reticolo reciproco è anche utile quando si tratta di sviluppare in serie di Fourier 
grandezze che hanno la periodicità di un reticolo spaziale (diretto). Questa proprietà è 
espressa dall’equazione 


1) Il teorema segue subito dalla seguente formula di algebra vettoriale 


que a a.b* are 
(a. bA c) (a*. b"Aa c') = |b.a* b.b' b.e* 
c.2* Cab Ta cai 


Qui il determinante vale 1, a causa delle (8.2). 


2) Il reticolo reciproco è definibile soltanto per reticoli di Bravais, ma i due reticoli cubici a facce centrate e a 
celle centrate che apparentemente non rientrano nella definizione (avendo più di un nodo per cella) 
possono essere pensati come reticoli di Bravais scegliendo opportune celle elementari romboedriche. 
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D®(r+r,)= ®(t) (8.28) 
dove £, = 2:a + #2, b + #3, 71, #:, n; sono interi. Si può porre 
® (1) = Lx (K)exp(277K-t) (8.29) 


dove è K = £,a* + 4, b" + 4: 0%, e la somma è estesa a tutti i vettori K_ del reticolo 
reciproco, ossia a tutte le terne di interi (positivi e negativi) £,, £., ky. Il fatto che £,, £», 
k; siano interi caratterizza la (8.29) come una serie di Fourier. È facile vedere che la con- 
dizione (8.28) è soddisfatta. Infatti si ha 


® (+ 1) = 3a g(K)exp[27K (ce + 1)] 
= Lx e (K)exp(277K -r) exp [272(k2: + 4225 + k;n3)] . 


Il secondo fattore esponenziale vale uno, perciò lo sviluppo coincide con quello di ® (1). 

Per determinare i coefficienti 4 (K) dello sviluppo (8.29) si moltiplicano i due mem- 
bri di questa equazione per exp (— 274 K' . r) e si integra nella cella fondamentale 
(del reticolo diretto). Si ha 


EOS exp(— 277K' 1) d°r = Lx e(K) fopfrix 1) dr (8.30) 
dove 


x=K—K' (8.31 


è ancora un vettore del reticolo reciproco. È facile vedere che l'integrale al secondo 
membro è zero a meno che non si abbia x = 0. Pet questo poniamo 


r= 02 + Bb + ye. 8.32 


Si copre tutto il volume della cella fondamentale facendo variare i parametri a, B, y da 
a 1. Sostituendo avremo 


Veg (2rix 1) dr = | { | exp [277 (1a + x2B + x3Y)] C da dB dy. 

Cc o 00 
Se è x; = 2% = x = 0, cioè x = 0, e quindi per la (8.31) K = K', allora questo in- 
tegrale vale C. Altrimenti, essendo x, x, x3 interi, l'integrale si annulla. Nel secondo 
membro della (8.30) resta dunque il solo termine di indice K' moltiplicato per C, ciò 


che dà 


PR) fa (1) exp (— 277 K' - 1) dr. (8.33) 


di 
C 
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8.4. Interpretazione delle condizioni di Laue-Bragg. 
Cenno sulla deduzione della struttura 


Tornando alla diffrazione delle radiazioni, è facile vedere che le Eq. (8.19) che indivi- 
duano i fasci diffratti sono soddisfatte se si prende per q un vettore del reticolo recipro- 
co: 


q=K. (8.34) 


Le soluzioni delle equazioni di Laue-Bragg sono dunque date dai vettori del reticolo re- 
ciproco di quello che opera la diffrazione. Come sappiamo tali vettori sono, in patticola- 
te, perpendicolari ai piani reticolari del reticolo diffrangente. Questo permette di consi- 
derare, formalmente, la diffrazione delle radiazioni come una riflessione su i vari sistemi 
di piani reticolari come mostrato in Fig. 8.12 (il piano che contiene w, u e q deve essere 


Fig.8.12 - Diffrazione della radiazione da parte di vari piani reticolari; u, e u rappresentano ri- 
spettivamente le direzioni dell'onda incidente e di quella diffratta. 


pensato perpendicolare ai piani reticolari). Se è K = x K, (7 intero), dove K, è il vettore 
più corto fra quelli che hanno la direzione di K, allora la (8.34) dà, ricordando le Eqq. 
(8.5) e (8.25), 


q= 2 sen LARIAG.A 
\ 2 d’ 
da cui segue 
ni = 2d sen La 
2 
e ponendo 
8, 
2 
si ha 
n) = 24 seny (8.35) 


che è la condizione di Bragg per la «riflessione selettiva» sui piani reticolari aventi l’in- 
terdistanza 4. L'intero n dà l'ordine della riflessione. Esso è anche il numero di periodi 
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di sfasamento fra i fasci «riflessi» da due piani consecutivi. 
La relazione (8.35) di Bragg impone una limitazione alla distanza 4 dei piani reticola- 
ri su i quali può aver luogo la riflessione di una data lunghezza d’onda, e cioè 


gi de (8.36) 
2 2 


Nell'ambito in cui questa relazione è soddisfatta si osserva che la riflessione è tanto più 
debole quanto più sono grandi l’ordine w e gli indici di Miller dei piani reticolari (di- 
stanze 4 piccole). La ragione è che in tutti e due i casi dovrebbero interferire costrutti- 
vamente onde diffuse le cui fasi differiscono di multipli elevati del periodo. Siccome la 
monocromaticità e la collimazione delle onde incidenti non sono mai perfette, è diffici- 
le che tali onde diffuse rimangano in fase. D'altra parte, al limite in cui la coerenza va 
perduta del tutto, si sommano le intensità, con un risultato proporzionale al numero 
delle sorgenti (qui i centri diffondenti), invece di sommarsi le ampiezze dei campi per 
dare un'intensità proporzionale al quadrato del numero delle sorgenti, caratteristica 
della sovrapposizione coerente. La differenza è molto grande quando, come qui, il nu- 
mero di sorgenti è molto grande. 

Se il cristallo ha un reticolo di Bravais, o per lo meno un reticolo semplice con pochi 
atomi nella cella fondamentale, e ci si contenta di fissare soltanto le posizioni dei vari 
atomi, è sufficiente conoscere un limitato numero di riflessioni, cioè di vettori K, per 
poter ricostruire il reticolo diretto. Inoltre si hanno i genere informazioni - dalla chimica 
e dalla fisica - che limitano il numero di strutture che si possono ragionevolmente attri- 
buire a un certo gruppo di atomi, cosicché non è impossibile confrontare con l'esperien- 
za i risultati prevedibili nelle varie ipotesi e quindi riconoscere quella giusta. 

Quando però la struttura è complicata, oppure si vuole risalire proprio alla distribu- 
zione degli elettroni nella cella fondamentale, ci si trova di fronte a un problema diffici- 
le. 

La densità elettronica g(1), come funzione avente la periodicità del reticolo cristal 
sarà rappresentabile con uno sviluppo del tipo visto al paragrafo precedente (Eg 
(8.29)), cioè 


o (1) = Lx 0(K)exp(2rîK-s) (8.37 
con 


o(K) = { e (rexp(— 27/K-1)d°r. (8.38) 
Cc 
A parte la variabile che è K invece di q, quest’ultima espressione non è che la coniugata 
del fattore di struttura, visto al $ 8.2. Per portarlo nella forma là adoperata basta infatti 
sostituire q a K e scomporre la densità elettronica nei contributi dei singoli atomi scti- 
vendo 


o(1)= Lo.(r-s) (8.39) 


dove le notazioni sono come al $ 8.2. Indicando con F (q) il fattore di struttura si ha 
dunque 


o (1) = Lx F(K)exp(2r6K-1) = Lx F(K)exp(— 2réK-1) (8.40) 


con la somma estesa agli infiniti vettori del reticolo reciproco. 
Si vede dalla precedente equazione che g(r) sarebbe nota se si conoscesse completa- 
mente F (q). Non è però così: in primo luogo l'intensità diffratta ci dà non F(q) ma sol. 
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tanto | F(q)|?, cioè si conosce il modulo di F ma non si conosce - almeno direttamente - 
la fase; in secondo luogo anche di |F (q)|? sarà noto un certo numero di «picchi», cioè 
un numero finito di massimi in certe possibili direzioni di diffrazione, ossia |F(K)|? = 
|F (41, £:, k:)|? sarà conosciuta solo per un certo numero di terne £,, £., 43. Pertanto lo 
sviluppo di Fourier (8.40) contiene degli errori di froncatura derivanti dal numero finito 
di termini nella serie. D'altra parte se la misura diretta dell'intensità non può darci le 
fasi dei singoli valori F (41, £., 4), ciò non vuol dire che queste, o parte di esse, non sî 
possano ricavare dall'insieme dei dati opportunamente integrati da altre informazioni 
(fra le quali quelle ricavabili dalla simmetria del cristallo). I procedimenti escogitati per 
risalire indirettamente alle fasi sono però assai complessi e sarebbe fuor di luogo occu- 
parcene qui. 


8.5. I legami nei solidi 


I legami che sono responsabili della coesione dei solidi possono essere di varia natura. 
Si riconoscono empiricamente quattro tipici legami (4), 2), 0), 4)) fra i quali esistono 
transizioni praticamente continue; si hanno inoltre casi che non rientrano in questi sche- 
mi e sono menzionati ai punti e) ed f) del presente paragrafo. 


a) Cristalli ionici 

Questi cristalli sono combinazioni di un elemento fortemente elettropositivo (metal- 
li, e in particolare metalli alcalini) con un elemento fortemente elettronegativo (alogeni, 
ossigeno, zolfo ...). Varie proprietà e il calcolo dell'energia di coesione mostrano che gli 
elementi costitutivi sono ioz7 dei due segni formatisi per trasferimento di elettroni 
dall’atomo elettropositivo a quello elettronegativo. Questo processo di per sé assorbe 
(per lo più) energia corne mostra il confronto dell’emergiz di ionizzazione E, relativa al 
processo 

A+E;= A +e (8.41) 

con l’elestroaffinità E,, cioè l'energia che si libera nel processo, 


B+e =B+E,. (8.42) 


Alcuni valori numerici sono riportati in Tabella 8.1. 


Tabella 8.1. Potenziale di ionizzazione di alcalini ed elettroaffinità di alogeni. 


E; (eV) E, (eV) 
Na 5.14 F 4.0 
K 4.34 Cl 3.0 
Rb 4.18 Br 2.8 
Cs 3.89 I 750) 


Nel formare il cristallo però gli ioni positivi si circondano di ioni negativi e viceversa; per 
questo motivo l'energia elettrostatica diventa abbastanza negativa perché l’edificio cri- 
stallino acquisti una notevole stabilità. 

Sono caratteristiche dei cristalli ionici: l'origine essenzialmente elettrostatica delle 
forze di coesione; una conducibilità di tipo elettrolitico trascurabile a temperatura ordi- 
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naria, ma rapidamente crescente con la temperatura; un forte assorbimento nell’infra- 
rosso (cioè per le frequenze di oscillazione degli ioni). Tipici numeri di coordinazione, 
cioè numeri di ioni che circondano un dato ione, sono 4, 6, 8. 


6) Cristalli covalenti (0 di valenza) 


Qui gli atomi formano dei legami covalenti fra vicini immediati. Come abbiamo visto 
nel Cap. 6 questi legami sono dovuti al fatto che due elettroni (con spin antiparalleli) 
appartenenti a due atomi condividono la stessa autofunzione posizionale. Di conse- 
guenza la densità elettronica - al contrario che nel caso precedente - è elevata nelle regio- 
ni intermedie fra due atomi vicini. 

Prototipo di questo genere di struttura è quella del diamante, che si basa sulla valenza 
tetraedrica del carbonio (Cap. 6, $ 6.3): Nel diamante ogni atomo si trova al centro di 
un tetraedro regolare formato dai quattro primi vicini. 

I cristalli covalenti tipici 207 s0m0 condzttori (almeno quando sono puri). Hanno una 
coesione e una durezza molto elevate. I numeri di coordinazione sono piccoli. Accanto 
al diamante si possono ricordare silicio e germanio. 


c) Metalli 


La caratteristica fondamentale dei metalli è naturalmente la presenza di elettroni libe- 
ri di muoversi dai quali deriva l’elevatissima conducibilità elettrica e termica e il forte 
potere riflettente per tutte le radiazioni elettromagnetiche di lunghezza d'onda non ec- 
cessivamente corta. 

Si può vedere l'origine del legame metallico nella circostanza che gli atomi dei metalli 
hanno valenza troppo piccola (1, 2, 3) per poter formare cristalli del tipo precedente 
(non si può formare un reticolo con un numero di coordinazione minore di 4). Allora 
ogni atomo si circonda di tanti vicini quanti ne permette la geometria (generalmente 
12) e legami covalenti fugaci si formano e si rompono continuamente fra atomi vi 
conducendo a una distribuzione diffusa degli elettroni di valenza e alla loro carati 
ca mobilità. La coesione (relativamente non molto elevata nei casi tipici) è as 
dall'interazione dei resti atorzici (atom cores), aventi una carica positiva, con gli cle 
ni di conduzione. In qualche caso di elementi di transizione, ossia aventi strati elettro: 
ci interni incompleti (Cap. 5, $ 5.9), si ritiene che si formino dei legami di tipo covalen- 
te fra gli elettroni di questi strati: in tal modo la coesione aumenta notevolmente e con 
essa il punto di fusione (esempio: il tungsteno). 


d) Cristalli molecolari (0 di van der Waals) 


Le unità costitutive del cristallo sono in questo caso degli edifici saturi, cioè incapaci 
di formare dei legami chimici e le forze che li tengono insieme sono le relativamente de- 
boli forze di van der Waals. 

Queste forze hanno origine dal fatto che anche in atomi e molecole che non possiedo- 
no un momento dipolare permanente esiste un yzomzento dipolare istantaneo: in due 
atomi vicini questi momenti istantanei tendono ad essere correlati così da abbassare 
l'energia potenziale complessiva. Siccome la teoria (London e altri) fa intervenire gli 
stessi parametri che servono a calcolare la dispersione, le forze che prendono origine in 
questo modo sono chiamate anche forze di dispersione. Il termine principale nella for- 
mula che esprime l’energia potenziale in funzione della distanza 7 degli atomi è un ter- 
mine in r°°. Questo si spiega se si ricorda che il campo E di un dipolo £ contiene un fat- 
tore pr? e che l'energia di esso in un campo esterno è data da —p-E. Siccome il mo- 
mento di dipolo indotto (che fornisce il campo «esterno» all’altro dipolo) è esso stesso 
proporzionale ad E, ne consegue per l'energia una dipendenza in E°, cioè in 7°. 

Una formula approssimata per le forze di van der Waals fra due atomi è 
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pre db 
2r° WVi+V, 


(04100) 


dove V, e V; sono i potenziali di ionizzazione e a, @; le polarizzabilità (rapporto fra di- 
polo indotto e campo clettrico). 

La coesione dei cristalli molecolari è piccola e ciò si manifesta coi valori bassi della 
temperatura di fusione e del calore di fusione (0 sublimazione). Formano dei solidi di 
questo tipo i gas nobili (cubici a facce centrate), idrogeno, ossigeno, azoto, zolfo, ani- 
dride carbonica, metano e le sostanze organiche in genere. 


e) Il caso della grafite 
È un esempio che illustra bene il carattere non mutuamente esclusivo della preceden- 


te classificazione. Infatti questo corpo partecipa alle caratteristiche di tre dei tipi descrit- 
ti sopra: covalente, molecolare e metallico. 
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Fig. 8.13 - Piano basale di un cristallo di grafite. 


Il cristallo di grafite è formato da un insieme di piani reticolari (detti 4452/ nella ter- 
minologia cristallografica) nei quali gli atomi di carbonio formano una rete esagonale 
dove ciascun atomo ha 3 primi vicini (Fig. 8.13). Si ha un legame doppio per ogni due 
legami semplici, perché l’ibridizzazione degli orbitali del carbonio è la stessa che nella 
molecola dell’etilene (Cap. 6, $ 6.3), con la differenza rispetto alla molecola 


Hx A 
C=C 
ui NH 


che i doppi legami non sono localizzati, ma c’è una risonanza fra le tre distribuzioni pos- 
sibili di essi, simile a quella che si ha nella molecola del benzolo (Cap. 6, $ 6.3). Lo spo- 
sramento del doppio legame da una coppia di atomi a una adiacente richiede d'altra 
parte lo spostamento di una coppia di elettroni, ciò che implica una loro facile mobilità 
che spiega la conduzione di tipo metallico caratteristica della sostanza. 

I piani basali costituendo dei complessi chimicamente saturi, cioè delle molecole in- 
definitamente estese in duc dimensioni, sono tenuti insieme da forze di van der Waals, 
molto più deboli di quelle di valenza, onde la caratteristica sfaldabilità e la facilità con 
cui i piani sdrucciolano gli uni sugli altri. 

Vari fatti appoggiano questa interpretazione della struttura. Per esempio, la distanza 
fra atomo e atomo nella rete esagonale, cioè il lato dell’esagono, è di soli 1.42 À, men- 
tre la distanza fra i piani basali è 3.35 A, confermando che si tratta di una forza a lungo 
«range». Altra conferma: nei monoccristalli (assai difficili a ottenere) la resistività misura- 
ta in direzione perpendicolare ai piani basali è dell'ordine di 10? volte quella misurata 
in direzione parallela. 
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ff) legame a ponie di idrogeno 


È un tipo di legame che non rientra nei casi precedentemente esposti. Si presenta in 
certe molecole organiche e nel ghiaccio, quando un atomo d’idrogeno carico positiva- 
mente - perché una parte della sua nuvola elettronica è passata a un atomo elettronega- 
tivo (nel ghiaccio, un ossigeno) per formare un legame covalente (parzialmente ionico) - 
si trova in vicinanza di un 4/#r0 atomo carico negativamente col quale si viene a stabilire 
una seconda interazione di carattere puramente e/ezzrostatico (e non quantistico). Que- 
sta interazione elettrostatica costituisce il legame a ponte di idrogeno o idrogenico. 
Energeticamente si tratta di un legame debole. Nel ghiaccio l'energia è dell'ordine di 
0.22 eV (contro i 4.48 eV del legame H—H nella molecola H.). Tuttavia, essendo que- 
sta energia sempre un valore notevole rispetto a #7, anche alla temperatura ordinaria il 
legame idrogenico ha una parte importante nella spiegazione delle proprietà del ghiac- 
cio e dell'acqua; entra inoltre nella struttura delle proteine e di altre molecole essenziali 
per i processi biologici. 
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1. Calcolare il fattore atomico di diffusione per un ipotetico cristallo formato da atomi di idrogeno 
che si trovano nello stato fondamentale. 


Soluzione. L’autofunzione dell’idrogeno nello stato 15 è (Eq. (5.2)) 


ia Roli dell cp(— 2 1 


1/2 


4 }\ di T 


dove 4 è il raggio della prima orbita di Bohr; la densità elettronica g(r) risulta pertanto 


Q (7) = Wio0 ico = cp(- 2) L 


4} d T 


Dalla definizione di fattore atomico di diffusione (Eq. (8.10)) abbiamo 


fa) = 4 } co(- 35 SEE piadig 


o do / K 


ponendo ur = x c 


si ha 


fa (4) 
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Svolgendo gli integrali otteniamo infine 


16 
(4 + Bu 


fa (4) = 


Per u = 0 (direzione di diffusione coincidente con quella d’incidenza), il fattore atomico di diffu- 
sione risulta uguale a 1 cioè uguale al numero atomico mentre, per u — © (grandi lunghezze 
d'onda), il fattore atomico tende a zero. 


2. Calcolare il fattore di struttura per un reticolo cubico a cella centrata di lato unitario (b.c.c., ve- 


di Fig. 8.114 con ZL = 2) composto da atomi uguali (per esempio il sodio metallico) e determinare 
le direzioni nelle quali non si possono osservare i fasci diffratti. 


Soluzione. Consideriamo l’Eq. (8.15), indicando con a, b e c i vettori fondamentali del reticolo, i 
vettori s, e q sono 


ss=a,a+B,b+y.c 
q=za+vb+wc 


dove 4, v e w sono numeti inteti e a,, 8, e y, le coordinate dell'atomo v-esimo; abbiamo quindi 
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qss= o, +B,v+y,w 


Poiché tutti gli atomi sono uguali, il fattore atomico £.. (279) può essere portato fuori daila som- 
matoria pertanio 


z exp (271q-s)fa. (274) = fa (279) L exp [27 (a, 4 + B,v + Y.W)}. 


La cella cubica fondamentale di un b.c.c. contiene due atomi le cui coordinate sono (0,0,0) (verti- 
ce del cubo) e (1/2,1/2,1/2)\(incrocio delle diagonali), quindi per il fattore di struttura otteniamo 


“ fa(2rg){1 + exp[mi(a + v0+ w)]}}. 


Se la somma 4 + v + w è pati il fattore di struttura è diverso da zero mentre risulta uguale a zero 
se la somma % + v + w è dispari: nello spettro di diffrazione saranno pertanto assenti (intensità 
zero) i fasci diffratti nelle direzioni (100), (111), (300), ecc.. 


3. Mostrare che il reticolo reciproco di un reticolo cubico a facce centrate (f.c.c.) è un reticolo cubi- 
co a celle centrate (b.c.c.); in particolare se il lato del reticolo cubico diretto ha lunghezza I, verifi- 
care che il lato del reticolo cubico reciproco è 2/L e l'atomo centrale si trova ad una distanza 
dall’orgine pari a V3/L. 


Soluzione. Poiché il reticolo reciproco è definibile solo per reticoli di Bravais, bisogna considerare 
come vettori fondamentali del reticolo f.c.c. i vettori a, b e c mostrati in Fig. 8.11 4; con questa po- 
sizione è possibile infatti definire una cella elementare romboedrica di Bravais. Un reticolo f.c.c. 
costruito in questo modo viene anche chiamato reticolo £.c.c. di Bravais. 

Applicando le (8.21) abbiamo che i vettori fondamentali del reticolo reciproco sono dati da 


wa i (5) [G+ 31 A+ k)] 1 bai 
(L/2)A + j)-{(22/4) [G + K)A (i + k)]} IL 
b* - ji ++ k) 


Lo: a 
ci= —(i—j+ K 
Fal j ) 


dove si sono indicati con i, j e k i versori degli assi x, y e 2 rispettivamente. Le dimensioni del reti- 
colo reciproco sono date da: 


lato del cubo = |c® + b'| a s 


lunghezza di metà diagonale = |b® 


_ 40 
“= 


Come si può vedere dalla Fig. 8.11 è, i vettori a*, b* e c* sono proprio i vettori fondamentali del 
reticolo b.c.c. 


4. In un esperimento ideale con un cristallo cubico semplice, usando radiazione X di lunghezza 
d'onda pari a 1.5À,, si osserva a 12° la riflessione (100) al primo ordine. Che dimensione ha il reti- 
colo cubico? 


Soluzione. Per una struttura cubica semplice la dimensione del reticolo è pati alla distanza inter- 
planare 4 dei piani (100) sui quali CI la riflessione, quindi dalla condizione di Bragg (Eq. 
(8.35)) otteniamo, per 7 = 1,4 = 


5. In un cristallo ionico l'energia di interazione fra due generici ioni 1 e / può essere espressa come 
somma di due termini: uno di energia coulombiana e l’altro dovuto a un'interazione repulsiva che 
agisce a piccole distanze; in formule si ha 
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E; (14) = 


dove 7;, è la distanza fra gli ioni fe j, # è un parametro che può essere determinato da misure speri- 
mentali, i segni + e — si riferiscono rispettivamente a ioni di uguale carica 0 di carica opposta. In- 
dicando con rla distanza fra un atomo e i suoi primi vicini, poniamo 7; = 7xy quindi l’espressione 
precedente diventa 


A e’ 
+ 


FRI rxj 


E; (7) Î 


L'energia totale di interazione fra uno ione e tutti gli altri del cristallo è (vedi ad esempio Fig. 9.14 


nel Cap. 9). 


2 2 
Er) = A = A a 1 s& > i. °= Bi a € 
si e * TI Xx; FR r 


dove 


La costante a prende il nome di costante di Madelung e dipende dalla struttura del cristallo, la co- 
stante B, dipende, oltre che dalla struttura del cristallo, anche dal coefficiente A legato al valore 


dell’energia di repulsione. 
Calcolare per un cristallo di NaCl la distanza interatomica di equilibrio sapendo che # = 8, = 
1.7476 e l'energia all'equilibrio pari a 182.8 kcal/mole. 


Soluzione. Come &noto la distanza di equilibrio rn corrisponde ad un minimo dell'energia quindi 
abbiamo 


dE; B.,nry! a e’ 
= + = 0 
dr ra" ri 
rari 
da cui 
2 
B, = cas pra: 
n 


Sostituendo questa equazione nell'espressione dell'energia totale di interazione otteniamo 


sm (1) 


e sostituendo i valori numerici si ricava 


fo = 2.78 x 10° cm. 


9. Cristalli. Moto degli atomi 
e proprietà termiche 


9.1. Modello unidimensionale a masse uguali 


Gli spostamenti relativi degli atomi per effetto dei loro moti hanno nei cristalli am- 
piezze abbastanza piccole perché sia una buona approssimazione considerare le forze co- 
me lineari negli spostamenti, ossia le energie come funzioni quadratiche di questi. An- 
che in questa approssimazione però il problema è assai complesso e quindi conviene 
trattare prima dei modelli unidimensionali. 


MMM DNV MMTO MI CM 


n4l 


Fig. 9.1 - Catena unidimensionale elastica con punti materiali di uguale massa. 


li di massa M collegati da molle senza massa e di costante elastica n (Fig. 9.1). Le p 
zioni di equilibrio siano separate da un’interdistanza costante 4 e indichiamo con 
spostamento della »-esima particella dalla propria posizione di equilibrio. L'ascissa 
di questa particella sarà 


x = na + x, 


con 2 intero. La catena si può pensare infinitamente lunga, ma con la condizione | de 
po detto di Born e von Karman) che esista una periodicità, con periodo molto grande 
arbitrario, definita dall’equazione 


Sane SN (9.2) 


In questo modo si ha il vantaggio di eliminare le difficoltà che sorgono con una catena 
finita dove le masse che stanno verso gli estremi si trovano in condizioni diverse dalle al- 
tre; nello stesso tempo si viene a considerare un sistema con un numero grande ma finito 
di gradi di libertà, come sono i sistemi reali che si vogliono analogizzare. Un altro modo 
di interpretare la condizione (9.2) è quello di pensare che la catena è curvata ad anello 
(con raggio R > «) cosicché la massa w-esima e la (N + 7)-esima sono realmente la 
stessa cosa. L'equazione di moto della #-esima massa sarà 


MX, = N — a) — N 1) 


II 


N (xi + Xn — 2%). 
Il problema stesso suggerisce di cercare delle soluzioni del tipo di un'onda: 


X, = 0 exp pila 2 24)] A (9.4) 
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Se questa soluzione è ammissibile - come verificheremo più avanti - si dovrà avere, per 
la condizione (9.2), 


; xt) 
exp|i2r: ——|= 1 
P( DN 
cioè 


e = Pix p intero (positivo o negativo) (9.5) 


dalla quale risulta che il numero d'onde 


1 
= £ (9.6) 
Li Na 

è quantizzato. Tenuto conto di questo, la soluzione (9.4) diventa 


X%, =  €xp [rile — 2) (9.7) 


Si noti che nel passare dal punto x al punto # + 1, la soluzione x, viene moltiplicata 
per exp (— 270 /N): questo è un fattore di fase e l'espressione 27 2/N, avendo la na- 
tura di un angolo, non può essete definita che a meno di un multiplo (#2 27) intero di 
27. In altri termini le soluzioni che si ottengono dall’Eq. (9.7) mettendovi f oppure 

' = pf + mN(mintero positivo o negativo) sono /4 stessa soluzione. O meglio, queste 
soluzioni differiscono soltanto nei punti dove x non è intero e per questi punti le Eqq. 
(9.4) e (9.7) non hanno significato. Le soluzioni distinte del tipo (9.7) si ottengono dun- 
que facendo variare f di N unità, per esempio da 1 a N oppure da — N/2 a N/2. Adot- 
teremo quest’ultima numerazione:! 


N N—-2 N—-2. N 
9A | n sl (0.8) 
> 2 2 2 


Il fatto che le soluzioni siano N (e linearmente indipendenti) ci dice che sono tutte le so- 
luzioni possibili, perché infatti ciascuna contiene un fattore d’ampiezza arbitrario e 
d’altra parte il sistema ha N gradi di libertà (per i moti longitudinali che soli si conside- 
rano). Si vede dalla (9.7) che a seconda del segno (+ 0 —) i numeri f corrispondono a 
onde progressive o regressive. Le lunghezze d’onda possibili, secondo le Eqq. (9.5) e 
(9.8), sono soltanto N/2 e variano da co (come puto caso limite) alla lunghezza d'onda 
minima 
\in ® 24. (9.9) 

In questa oscillazione i punti contigui si muovono in direzioni opposte. 

Dobbiamo ancora controllare che le Eqq. (9.4) e (9.7) sono soluzioni delle equazioni 
del moto (9.3), ma questo è immediato. Si ha, sostituendo ed eliminando i fattori co- 
muni, 


1) Siccome N è arbitrario si potrà sempre supporre che sia pati. D'altra parte non ci si aspetta che, per N molto 
grande, i fenomeni che si vogliono studiare dipendano dalla parità o disparità di N. Il caso f = 0 deve esse- 
re escluso perché corrisponde a una lunghezza d’onda infinita. 
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4r°f,°M rel 2ri C) + exp (ni c)- 2|- = 2N ( — cos i (9.10) 


da cui segue la condizione 


di) 


\ 


> | (9.11) 


Questa relazione che lega la AO al parametro f, che a sua volta è connesso col nu- 
mero d'onde (Eq. (9.9)), rappresenta la legge di dispersione della catena. Siccome f va 

da 0 a + N/2(Eg.(9.8)), va da 0 a 1 esi ha il grafico in Fig. 9.2. La funzione 
f(p) essendo periodica col periodo N, si ripete indefinitamente al di qua di — N/2 e al 
di là di N/2. Lo stesso diagramma si può tracciare prendendo come variabile 1/) = 
p/Na invece di p e allora il periodo diventa 1/4. Il tratto AB fra — 1/24 e 1/24 viene 
chiamato 1% zona di Brillouin. La 2* zona è costituita dai tratti AA' e BB' e così via. Per 
quel che si è detto la considerazione di una sola zona copre tutti i casi di onde possibili. 
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Fig. 9.2 - Legge di dispersione per una catena elastica unidimensionale, a masse uguali, di perio- 


do N. 


La velocità (di fase) della propagazione è data da 


1/2 


FER ee Na (1° 
Yo 97, TO di) 


soi, SE | . (9.12) 


Si vede che la velocità diminuisce al crescere della frequenza e che è indipendente da 
questa soltanto al limite per p — 0, cioè A — 00, nel qual caso prende il valore 


vo = a(2) . (9.13) 
M 


Questo significa che per X > « la catena si comporta come un mezzo elastico continuo e 
come tale dotato di una velocità di propagazione indipendente da À. 

Le soluzioni sinusoidali (9.4) e (9.7) si chiamano le onde elementari del sistema consi- 
derato. Accanto a queste è importante considerare i m20d! vibratori normali, ciascuno 
dei quali si riferisce a una delle coordinate normali. Queste sono delle combinazioni li- 
neari degli spostamenti (in numero uguale al numero dei gradi di libertà, cioè N ) tali 
che, assumendole come coordinate, tanto l'energia potenziale che quella cinetica ven- 
gono a essere delle somme di quadrati, rispettivamente delle coordinate stesse e delle lo- 
to derivate rispetto al tempo. Con gli spostamenti x, come coordinate, l’energia cinetica 
è già una somma di quadrati, ma non così l'energia potenziale che è data da 
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I: 15 N (ni — Ka)? = Za Za 3 (7a su | (9.14) 
PA 


e quindi contiene dei prodotti misti. Si è fatto uso della circostanza che E x? uguaglia 
Lx, a causa della periodicità. Questi prodotti misti scompaiono introducendo le coor- 
dinate normali. 

Senza entrare in tutti i dettagli del calcolo ci limiteremo a notare che il problema è 
molto simile a quello visto al $ 3.2 del Cap. 3 relativo ai modi normali del campo clet- 
tromagnetico in una cavità. La differenza più importante è che qui il caso è discontinzo, 
invece che continuo, perché infatti la grandezza che oscilla, cioè lo spostamento x,, è 
definita soltanto negli N punti che formano il dominio di Born e von Karman, mentre 
nel caso elettromagnetico il potenziale vettore A è definito in ogni punto della cavità. 
Nel caso elettromagnetico si parte dallo sviluppo di A in una serie di Fourier a infiniti 
termini, i cui coefficienti danno le coordinate normali. Analogamente qui si partirà dal- 
lo sviluppo in serie di Fourier di x, considerato come funzione di 7 nell'intervallo 
n = 1,...72 = N. Tale sviluppo contiene solo N termini, ossia tanti quanti sono i gradi 
di libertà (longitudinali) della catena. Scriveremo perciò 


N/2 
1 


%, = Lon cp(- 2ri È, n). (n= — N12... N12). (9.15) 


N12 #5NI? 


Le coordinate normali del presente problema non sono altro che le parti reali e immagi- 
narie, rispettivamente A, e B,, dei coefficienti X,. Questi parametri (A, e B,) non sono 
come parrebbe a prima vista in numero di 2N, ma N soltanto perché X, e X_, sono, 
come vedremo, grandezze coniugate e perciò si esprimono per mezzo degli stessi A,, B 
Le (9.15) si possono invertire con un procedimento in tutto simile a quello che si usa 
nel caso continuo, cioè moltiplicando per exp (2r7v#/N ) e sommando su 7. Si ha 


N/21 N/2 NI/2 


Li. Xn Exp (ori - ») or: Li. ZL. Xi c(27i "a ») (9.16) 


N/2 N/2 


POR 3 rap? cup (27 WES n). 
N!!? pu==N/2 n=-N/2 N 
Non è difficile vedere che è 
N/2 
L.. exp (ari na ») = Né: (9.17) 


Questa somma è infatti rappresentata nel piano complesso da una poligonale (a lati di 
lunghezza unitaria) che comincia e termina nell'origine! se (v — n) è un intero diverso 
da zero, mentre si distende sull’asse reale, per una lunghezza uguale a N, se si ha 
(v — u) = 0. Ne segue che l’espressione (9.16) contiene il solo termine in X, e quindi 
risolvendo si ottiene (cambiando v in 1) 


1) Costituisce effettivamente un poligono regolare di N lati con un vertice nell'origine e un lato sovrapposto 
all'asse reale (negativo). 


Cristalli. Moto degli atomi e proprietà termiche 349 


N/2 


XK, = Lo x, exp{(2r: — n 9.18 
P N (9.18) 


N!!? n=-N/? 


da dove si vede fra l’altro che X, e X_, sono grandezze coniugate, come si è già detto. 
La (9.15) permette di esprimere l'energia totale degli N atomi in funzione delle 
X, = A, + i B,. Diamo il risultato finale che è " 


N/2 
E=L [argo sd; % = A A DIAL: $ - Bi]. (9.19) 


Qui ciascun termine delle due somme si può pensare come l'energia di un oscillatore ar- 
monico con ascissa variabile A, 0 B,, massa M e frequenza propria f,. Siccome ogni ter- 
mine è indipendente dagli altri e quindi deve essere costante per suo conto, segue anche 
dalla (9.19) che la legge del moto per una genetica coordinata normale deve essere del 
tipo 


A, + 4r°f2A,=0 (e analoga per B,.) (9.20) 


ossia si tratta di un’oscillazione armonica. La frequenza f, è da ricavare dall’Eq. (9.11). 

Secondo le (9.15) gli spostamenti x, sono combinazioni lineari delle ampiezze istan- 
tanee delle N coordinate normali. Gli ordini di grandezza relativi si ottengono dalle se- 
guenti considerazioni. Dall’Eq. (9.15) abbiamo 


xi = LR Xi Xep(- ori E_® r) 
Ne N 


Mediando nel tempo, nell’usuale ipotesi che le fasi delle singole coordinate normali non 
siano correlate (ipotesi delle fast 4 caso o random phases) restano soltanto i contributi dei 
termini con 4 = », CIOÈ 


gela NIRP = 44 FB, 


dove si vede che le coordinate normali hanno una media quadratica che è dello stesso or- 
dine di quella degli spostamenti. 

I punti salienti da ritenere riguardo al modello studiato in questo paragrafo, oltre al 
carattere ondoso del moto e alla quantizzazione dei numeri d'onda sono il minimo della 
lunghezza d'onda (= 2a) e le relazioni fra le varie periodicità, che qui riassumiamo: 


1) periodo della struttura: 4 

2) periodo per lo spostamento generico x, : Na 

3) periodo per il numero quantico ( f) del numero d'onde: N 

4) periodo sull'asse dei numeri d'onda: 1/4, inversamente proporzionale a quello 
della struttura. 


1) La frequenza f, deriva dall’eliminazione della costante n che compare nell'espressione dell'energia poten- 
ziale (Eq. (9.14)) mediante l’Eq. (9.11). 
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9.2. Modello unidimensionale a masse alternate 
Consideriamo ora una catena del tipo precedente, ma nella quale si alternano due 
masse diverse e precisamente si abbia una massa M nei posti di ordine pari e una massa 


m (< M) nei posti d'ordine dispari (Fig. 9.3). Imporremo anche qui la condizione cicli- 
ca scrivendo 


Bon Ms (9.21) 


Il sistema che consideriamo si compone quindi di 2 masse, ma contiene ancora N celle 
elementari, che questa volta comprendono due masse e hanno una lunghezza 


2a = d. (9.22) 
posi d na 
M VA 
Fig. 9.3 - Catena unidimensionale elastica con punti materiali con masse alternate. 


Le equazioni del moto diventano 
Min = Ul (anti + Xainzi — 2X2n) (9.23) 
Miani > 9 (Xansa + Kan — 2X2n41) (9.24) 


che si risolvono ponendo, in analogia col caso precedente, 


Xin = A exp pri( —_ 2) ! (massa M ) (9.25) 


i il 
X2n+1= B exp re] —_ nn | i (massa 772) . (9.26) 


Si vede che l'imposizione della condizione (9.21) dà 
. 2Na 
exp|272 ——}= 1 
P( À 


ossia 


, = inter (9.27 
2 Pu tg "9 ( p intero) (9.27) 
per cui le soluzioni (9.25) e (9.26) diventano 

Xn = A exp (2rift ) exp È ri "È ò) (9.28) 


Xin = B exp (272 ) exp (- ti “n DI (9.29) 
DI T 
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Da queste si deduce che se si aumenta £ di 72 (72 intero) si hanno le medesime soluzio- 
ni, cioè che le soluzioni distinte si ottengono facendo vatiare ) per un'estensione N, per 
esempio da — N/2 a + N12: 


Via 
2 2 


Corrispondentemente il numero d'onde, secondo le (9.27), va da — 1/44 a 1/44, ossia 
il suo valore assoluto varia fra i limit 0 e 1/44: 


REA ; (9.30) 
i da 
la lunghezza d'onda minima è dunque 
Ann = 44 = 24 (9.31) 


cioè doppia che nel caso precedente, ma ancora uguale al doppio della cella fondamen- 
tale. Sostituendo le Eqg. (9.28) e (9.29) nelle equazioni del moto (9.23) e (9.24) si ot- 
tiene 


(27° f°M — n) A + nB cos ta = 0 (9.32) 


nAcos D+ (7°fm—n)B-0. (9.33 


Perché esistano soluzioni non nulle per le ampiezze A, B occorre che sia verificata la con- 
dizione 


2r fM_-n pes DE 
i N 


TP VII o) | 
n cos —— 2r°f°m-N 
N | | 


che dà la legge di dispersione in quanto lega la frequenza f, con f che è collegato al nu- 
mero d’onde. Svolgendo il determinante si trova 


4n* fi Mm — 2n° fn (M + m) + n° sen? n =" (9.34) 


da cui si ricava 
È 


2 1f 
4a. = "(3 + > + dl + sa = È, sen? se (9.35) 


Come si vede, fè ancora una funzione periodica (e pari) del numero f, col periodo N, 
ma adesso si hanno due razzi (Fig. 9.4). Dei due soltanto quello che si ottiene prenden- 
do il segno meno è simile alla curva unica del caso precedente e in particolare si annulla, 
come quella, per f = 0. L'altro ramo dà invece, per f = 0, il valore 
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-NI2 y Ne } 
h n = 1/ 
-1/4 a 0 1/4 a 


Fig. 9.4 - Legge di dispersione per una catena elastica unidimensionale a masse alternate. Il ramo 
superiore (ottico) e quello inferiore (acustico) sono separati dall’intervallo fi + f di fre- 
quenze proibite. 


47° f3(0) = (1 3 2) (0.36) 


YA 


che corrisponde, fra l’altro, a una velocità di fase v = \f infinita. Al confine della zo- 
na, cioè per fp = + N/2, si hanno i valori 


famo superiore (+):4rf} = 27/7 
(0.97) 
ramo inferiore (—):4mf} = 29/M. 


In tutti questi punti i due rami hanno tangenti orizzontali. 

Per ragioni che appariranno in seguito il ramo superiore viene detto 0%#00, l’inferiore 
acustico. 

Un altro fatto da notare è che rimane una /zc474 nel campo delle frequenze possibili 
fra i due valori (9.37) cioè quelli che corrispondono ai confini della zona, ossia alla mini- 
ma lunghezza d’onda. La differenza fra i due rami si vede meglio andando a determina- 
re, a partire dalle (9.28) e (9.29), il rapporto delle ampiezze A, 8 delle oscillazioni delle 


B/A 


i 
1 
} 
il 
Ù 
i] 
Ù 


Fig. 9.5 - Rapporto B/A delle ampiezze delle oscillazioni - delle due diverse masse - per il ramo 
acustico (curva superiore) e pet quello ottico (curva inferiore). 
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due masse. !’ Il risultato è riportato graficamente in Fig. 9.5. 

Si vede che le oscillazioni del ramo acustico spostano le due masse in sensi concordi e 
con ampiezze addirittura uguali per \ — co. Soltanto nel caso limite della minima lun- 
ghezza d’onda, le masse M restano immobili (A = 0). L'oscillazione delle masse 72, M 
in opposizione di fase è caratteristica invece delle oscillazioni del ramo ottico. Se le due 
masse portano cariche elettriche opposte (come sarebbe da pensare se si volesse fare un 
modello di cristallo ionico) il ramo ottico dà luogo a un notevole momento elettrico 
oscillatorio, con la conseguente possibilità di assorbire o emettere onde elettromagneti- 
che. Oscillazioni di questo tipo nei cristalli ionici sono all’origine dello spettro infrarosso 
di queste sostanze. Da qui il nome. 


9.3. Le oscillazioni in un reticolo tridimensionale 


La posizione degli atomi in una cella generica è specificata, come sappiamo ($ 9.2), 
dal vettore 1, = #, a + #b + #1: c, che dà la posizione di uno dei vertici della cella, e 
da g vettori s,, v = 1... g, che danno le posizioni di equilibrio degli atomi rispetto al 
vertice prescelto. Una generica componente dello spostamento u di uno degli atomi del- 
la cella n = (#1, 72, #3) la indicheremo con 4. L'indice / prende perciò 3g valori. Poi- 
ché le forze sono, in prima approssimazione, lineari e omogenee negli spostamenti, 
l'equazione di moto per 4% sarà 


sm = L L xD) gt) (9.38) 


con X che dipende dalla natura degli atomi e dalle posizioni re/atzve delle rispettive celle 
(da cui la dipendenza da n — n'). 

Si possono risolvere le equazioni del moto con un sistema di onde piane monocroma- 
tiche 


u® = y;exp[2r:(K-r, ft) (9.39) 


con la condizione al contorno che tali soluzioni siano periodiche in un dominio di Born 
e von Karman tridimensionale, arbitrariamente grande. La sostituzione di questa 
espressione in (9.38) dà un sistema di equazioni lineari omogenee nelle ampiezze 4; che 
avranno soluzioni soltanto se è nullo il determinante dei coefficienti, ciò che dà una 
condizione del tipo 


det | L \% exp (277k-1,)— 4r°f?d,|=0. (9.40) 


Questa è un’equazione algebrica di grado 3g per l’incognita f ® e rappresenta la legge di 
dispersione. Si può dimostrare che le 3g radici dell'equazione sono tutte reali. A ciascu- 
na tadice corrisponde un ramo della curva di dispersione. Qualcuno di questi rami deve 
coincidere, per onde abbastanza lunghe, con quello che ci si deve aspettare da un conti- 
nuo anisotropo. Secondo la teoria dell’elasticità, un continuo anisotropo può trasmette- 
re in una direzione generica onde con tre diversi stati di polarizzazione, a ciascuno dei 
quali corrisponde una legge di dispersione rappresentata da una retta che passa per l’ori- 
gine. Tre dei rami suddetti devono perciò avere questo carattere per £ — 0 e sono chia- 
mati acustici. Essi sono i soli presenti se è g = 1, cioè in un reticolo monoatomico (e 
quindi di Bravais). Se ci sono g > 1 atomi nella cella fondamentale, allora compaiono 


1) Il caso acustico e quello ottico si ottengono rispettivamente risolvendo per B/A le Eqq. (9.28) e (9.29). 
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a 


0 


Fig. 9.6 - Legge di dispersione nel caso tridimensionale nella 1 zona di Brillouin e per g = 2: le 
curve superiori rappresentano i rami ottici e quelle inferiori i rami acustici. 


3(g — 1) rami del tipo oztico, la cui frequenza non si annulla per £ — 0. La Fig. 9.6 si ri- 
ferisce al caso g = 2. 

Si è visto che nei casi unidimensionali esiste una periodicità delle soluzioni del moto 
rispetto alla variazione del numero d’onde. Nel caso tridimensionale questo carattere si 
manifesta attraverso la circostanza che la soluzione generica (9.39) rimane immutata so- 
stituendo k con un vettore k' 


k'=k+K (9.41) 


dove K è un vettore del reticolo reciproco. Infatti l’espressione k - 1, che appare in (9.39) 
diventerà 


k'-r,=k-o,+ K-r,, 
ma è 
Kos, = (k1a° + £26b° + k:0%) (218 + #2b + 130) = fire + Ao + kan 

per cui l'esponente in (9.39) si altera di 7227? (72 intero) che non produce nessun cam- 
biamento. 

Nel caso tridimensionale la condizione ciclica di Born e von Karman diventa, indican- 
do con N la terna (N, N., N3) 

+N) _ (1) 42 
%; = UU; . (9.42) 

Imponendo questa condizione alla soluzione (9.39) ricaviamo 


exp(27/k‘ry) = 1. (9.43) 


Esprimendo k nello spazio dei vettori reciproci - coi quali è ovviamente omogeneo - po- 
tremo scrivere 


k= sa” 4pb" 401005; 


si ha allora 
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k-twy= EN +aN+€N. 


Da qui segue che la (9.43) è soddisfatta se EN, nN: e TN; sono numeri zre/erz. Ne 
deduciamo che deve essere 


E= quN, n= q/N, ,€= qIN;, (9 gr inteti). 


Abbiamo dunque 


keciga ba dog (9.44) 


Prendendo per esempio 
0<qg<N 0sgqg:.< N o<qse N (9.45) 


gli estremi dei vettori k cadono nella cella fondamentale del reticolo reciproco, cioè 
quella sottesa dai vettori a‘, b*, c* spiccati dall'origine. Tutti gli altri vettori k che cado- 
no fuori di questa cella (cioè tali che almeno uno dei 4 è maggiore del corrispondente 
N) possono essere raggiunti sommando a uno dei punti interni uno dei vettori K del re- 
ticolo reciproco e quindi, per la (9.41), non sono significativamente differenti dai punti 
interni alla cella. Questi sono in numero di N, N;N, (nella solita approssimazione valida 
per N, N;, N; > 1). Questo è anche il numero di celle contenute nel dominio di Born e 
von Karman e non uguaglia il numero dei gradi di libertà, per ottenere il quale bisogna 
ancora moltiplicare per 3g, dove g è il numero degli atomi nel gruppo fondamentale. 
Ciò avviene perché a ogni vettore di propagazione k si può associare ognuno dei 3g modi 
di vibrazione rappresentati dai 3g rami della curva di dispersione. 

In generale si preferisce prendere gli NIN.N; vettori k significativi invece che nella 
cella fondamentale del reticolo reciproco, come avverrebbe adottando le limitazioni 
(9.45), nella 19 zona di Brillowin, che corrisponde anche alla cella di Wigner-Seitz per il 
reticolo reciproco. Questa si ottiene immaginando tracciati tutti i slgmenti che uniscono 
un nodo generico ai suoi vicini e prendendo nei punti di mezzo di tali segmenti i piani 
perpendicolari. La più piccola regione intorno al nodo, delimitata da questi piani, è la 
cella in questione. Con questa scelta le (9.45) vengono sostituite da 


Igino ae (9.46) 
2 2 2 2 2. 2 


che corrispondono alle stesse possibilità, diversamente numerate. I vettori di propaga- 
zione k coprono ora con continuità (si sottintende sempre un passaggio al limite per N, 
N;, N, — 0) tutte le direzioni dello spazio e il loro modulo massimo risulta (Eq. 
(9.44)) dell'ordine della metà della dimensione media della cella fondamentale C. del 
reticolo reciproco dando luogo alle relazioni (Eq. (8.27) del Cap. 8) 


E. & di caz L ue . (9.47) 
PI 2 

La 12 zona di Brillouin è indicata in Fig. 9.7 nel caso di un reticolo piano di parallelo- 
grammi, nel qual caso è un’area esagonale (ABCDEF). Confrontando le aree numerate 
si vede che l’area racchiusa dalla 12 zona è la stessa che per la cella elementare. 

Anche nel caso tridimensionale le soluzioni delle equazioni del moto si possono espri- 
mere linearmente per mezzo delle coordinate normali, cioè di opportune combinazioni 
lineari delle coordinate cartesiane degli atomi, e l'energia totale risulta una somma di 
quadrati di queste e delle loro derivate rispetto al tempo, ossia si può ridurre a quella di 
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Fig. 9.7 - Reticolo piano costituito da parallelogrammi. La 1* zona di Brillouin (area esagonale 
ABCDEF) ha la stessa area della cella elementare. 


un sistema di oscillatori armonici designati abitualmente come 204 normali del retico- 
lo cristallino. 


9.4. Il calore specifico dei solidi cristallini 


L'energia interna di un solido nell’approssimazione armonica è costituita dalla som- 
ma delle energie dei singoli oscillatoti nei quali il moto può venite analizzato. Dal pun- 
to di vista classico a ciascun oscillatore in condizioni di equilibrio termodinamico corri- 
sponderebbe l'energia media 47 (teorema dell'equipartizione dell'energia, Cap. 2, $ 
2.6) e quindi l'energia interna per un solido monoatomico contenente N atomi sarebbe 
U = 3NET col calore specifico 3N%. Questa è la legge di Dulong e Petit che, come si sa, 
è abbastanza ben verificata a temperature sufficientemente alte. A temperature più bas- 
se, però, il calore specifico è più piccolo e tende a zero col tendere di T'a 0 K. Che que- 
sto sia un effetto della quantizzazione delle oscillazioni fu riconosciuto per la prima vol. 
ta da Einstein nel 1906. 

Sappiamo che a un sistema di oscillatori quantizzati si applicano i procedimenti che 
abbiamo visto per esempio ai $$ 3.2 e 3.3 del Cap. 3 di cui l’essenziale è la formula che 
dà il numero quantico medio 7 di un oscillatore di frequenza v 


pS l 
n 


exp (4v/#T) — 1° 


da cui segue per l'energia U 


a fe TIE ° |p/0 “i 


dove f(v) 4v è il numero di oscillatori con frequenza compresa fra v e v + 4 e l’inte- 
grazione va estesa a tutto lo spettro di frequenze. La stessa formula può essere scritta, se- 
parando nel secondo termine l’energia allo zero assoluto: 


hv 1 
U = RR ER, di (0071) — |A4vfW)d. .48 
exp (4v/k£T)— 1 Aaa 2 10) sia 


La difficoltà principale che si incontra è quella di conoscere la distribuzione delle fre- 
quenze f (v). Questo è nella maggior parte dei casi un problema ancora aperto. 
Il primo calcolo quantistico del calore specifico dei solidi si deve ad Einstein il quale 
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limitandosi ai solidi monoatomici adoperò un modello molto semplificato, consideran- 
do ciascun atomo come legato alla propria posizione di equilibrio da una forza di tipo 
elastico. Esiste allora una sola frequenza ve, cioè la funzione f(v) si riduce a 


f(v) = 3N8(v— va); (9.49) 


il fattore 3N deriva dal fatto che { f(v) dv deve uguagliare il numero dei gradi di li- 
bertà. L'Eq. (9.48) risulta in questo caso 


3N bvx +iÀ Nbvs. (9.50) 
exp (4vs/kT)— 1 7, 


U = 


Per T — 00 questa formula diventa 


_ 3N hvr È 3N hvx 
bve + 1% Po è 
AT 2\kT 
= 3NAT(- 3 bove + DE, SL ha 
2 &kT 2 


il cui limite per T — co è 3NET, cioè il valore previsto dall’equipartizione 
dell'energia. Il fatto che, omettendo il termine costante nella (9.50), si ottenga invece 
(3N4T — 3N hvg/2) condusse Einstein a postulare l’esistenza dell'energia allo zero as- 
soluto venti anni prima che la meccanica ondulatoria insegnasse che l’espressione corret- 
ta per l'energia di un oscillatore è (7 + 1/2) Av e non semplicemente nhv. La derivazio- 
ne della (9.50) rispetto a 7 dà 


PRES ne(222) exp (4ve/£T) (0.51) 
AT [exp (Ave/£T)— 1}° 


si verifica facilmente che per T — co si ritrova il valore classico 34, mentre per T — O si 
ha 


ev > sve(£2x ) cp(— dal (9.52) 


che tende a zero per T — 0. 

La verifica sperimentale - con una scelta conveniente del parametro ve - è piuttosto fa- 
vorevole (come mostra l'esempio in Fig. 9.8, relativo al diamante) salvo che per tempe- 
rature tali che #7 < Avg . In questo caso l’esperienza dà, invece della legge esponenzia- 
le (9.52), un andamento molto meno rapido secondo una legge, di validità molto gene- 
rale, del tipo 


cv = cost. I°. (9.53) 


È naturale che il modello di Einstein non vada quantitativamente bene alle basse tem- 
perature. Esso infatti trascura le correlazioni fra i moti degli atomi, che sono molto più 
importanti per le frequenze basse (onde lunghe). Queste d'altra parte sono proprio 
quelle che dominano quando 7 va a zero, per la piccolezza del quanto d'energia. 

Il passo successivo nella valutazione del distribuzione f(v) delle frequenze fu compiu- 
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c5 (cal/mole K) 


bu 


Fig. 9.8 - Andamento del calore specifico per il diamante in funzione della temperatura secondo 
il modello di Einstein assumendo vr = 2.75 x 10! s"'. I cerchietti rappresentano i 
punti sperimentali (A. Einstein, Ann. Phys 22, 180 (1 907). 


to da Debye (1912). Debye adatta al caso reale la distribuzione valida per il caso ideale 
di un continuo isotropo. Supponiamo un continuo perfettamente elastico, limitato a un 
cubo di lato L. Una generica perturbazione in tale mezzo si può analizzare in serie di 
Fourier e si riduce perciò a una sovrapposizione di onde che si riflettono sulle facce del 
cubo dando luogo a un sistema di onde stazionarie, come nel caso delle onde elettroma- 
gnetiche in una cavità (Cap. 3, $ 3.2). Sappiamo già dalla trattazione di questo proble- 
ma che il numero di oscillazioni elementari, ossia di componenti di Fourier nel campo 
di frequenza v — v + dv, è dato da un’espresione del tipo 


f() = cost. v° (9.54) 
La differenza più importante fra il solido reale e il continuo elastico è che nel primo il 
numero complessivo di componenti di Fourier è firzito dovendo uguagliare il numero di 


gradi di libertà del sistema. Limitandoci a un solido monoatomico con N atomi nel do- 
minio fondamentale si dovrà dunque avere 


{f) dv = così. | v° 4 = 3N. (9.55) 


Debye fece l’ipotesi che lo spettro (9.54) vada tagliato a una frequenza massima »y (Fig. 
9.9), cioè che si abbia 


4/0) 


»- 
v 


(o) ”D 


Fig. 9.9 - Distribuzione delle frequenze secondo il modello di Debye; l’area sottesa dalla curva è 
pari a 3N, cioè al numero di gradi di libertà del sistema. 
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f(1) = cost. v° per0 <v£ vp 
(9.56) 
f(1) = 0 per v > Ip. 


Questo procedimento è tutt'altro che rigoroso ma è plausibile quando si tratta, come 
qui, di calcolare l'energia interna, perché questa grandezza è molto poco sensibile alla 
forma esatta dello spettro dal lato delle alte frequenze. Infatti a bassa temperatura que- 
ste contribuiscono poco perché sfavorite dalla statistica, mentre ad alta temperatura cia- 
scun ocillatore ha l'energia media #47, indipendentemente dalla frequenza. 

La frequenza massima vp è naturalmente un parametro che deve essere determinato 
caso per caso. Introducendolo nell’Eq. (9.55), si ha 


cost. | v° dv = cost. + vò = 3N 
3 


da cui si può determinare la costante, cosicché la legge di distribuzione (9.54) diventa 


f(1) = n D2, (9.57) 


Questa espressione, sostituita nell'equazione generale (9.48) per l'energia, dà 


è 


wa de { ci dv + 2 Nb. (9.58) 
vè d  exp(60/k#T)—1 8 
Ponendo 
7) er 
sa =% , UDyo= È Nbxy (9.59) 
la precedente si semplifica in 
hr, 4RT 
Dice cry | ded. 
hvi 0 e — 1 


Si può introdurre una temperatura caratteristica O, definita da 
hv, = k0p (9.60) 


e si ottiene 
cal i a ; 
U—U = 3N4T x (T) | SE SO (9.61) 
lo) e” 


Per T < ©, (in pratica per T< — 0.1 6p) l'integrale non si distingue dall’integrale fra 
0 e co che è una costante nota dall’analisi, cioè 


(9.62) 
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Si ha perciò 


lim U= Up + ST NET (9.63) 
T-0 563, 


e il calore specifico diventa 


la ge PI ww, (9.64) 
T-0 50 


cioè si ottiene la legge in 7° trovata sperimentalmente. 

AI limite opposto, cioè per T — 00, si deve necessariamente ritrovare il valore classico 
U = 3NET . Ciò si verifica facilmente notando che per valori di x molto piccoli l'inte- 
grando in (9.61) si può scrivere come 


da cui segue 


che tende a 


Ue ner > Mg 
8 


Il secondo termine al secondo membro uguaglia — U. 
Nel campo intermedio, cioè per 7 dell'ordine di O}, si vede che basta la conoscenza 
di un’unica funzione (detta funzione di Debye) 


y 
Hide È { de EE (9.65) 

() 
per conoscere l'andamento di (U — U) pet qualsiasi solido monoatomico. Si ha infatti 
vata INT D(D). (9.66) 


Si può fare qualcosa di simile anche per il calore specifico. Derivando la precedente ri- 
spetto a T otteniamo 


e avep(Se) sa D'($° )l (9.67) 


La funzione ir parentesi quadra è un’altra funzione universale di 0,,/7, il cui andamen- 
to in funzione di 7/©, è indicato in Fig. 9.10. Alcuni valori che l’esperienza indica pet 
9, sono riportati in Tabella 9.1. 
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Fig. 9.10 - Calore specifico di un solido secondo il modello di Debye in funzione della tempera- 
tura normalizzata alla temperatura di Debye. 


Tabella 9.1. Valori della temperatura di Debye (Op), espressa in K, per alcune sostanze. 


Sostanza Op(K) Sostanza 0p(K) 
Ag 225 I K 100 
Be 1160 Na 160 
Cu 343 Ni 456 

Diamante 1860 Pr 233 
Fe 355 Si 658 
Ge 366 Sn 195 
In 109 Zn 308 


I valori delle corrispondenti frequenze vp si ottengono moltiplicando per 
R/Ih = 2.084 x 10!° K s"' e quindi cadono nella regione 10! + 10! s. 

L'accordo con l’esperienza è piuttosto buono, se pure non perfetto. Naturalmente il 
dato sperimentale diretto è c, e non cy, ma la differenza è trascurabile per T < ©p. Per 
temperature superiori si può ricavare cy da c, utilizzando la relazione termodinamica 


a? V 


T (9.68) 
K 


Co — Cv = 


dove V è il volume specifico e @, K sono i coefficienti di dilatazione isobarica e di com- 
primibilità isoterma definiti rispettiamente da 


“HR 3) sa 


Nell’estendere la teoria di Debye ai solidi non monoatomici si dovrebbe ricordare che 
soltanto i tre rami acustici della curva di dispersione si comportano, al limite per 
) — 00, in modo analogo alle vibrazioni di un continuo. Gli altri rami, coprendo ognu- 
no un dominio limitato di frequenze, danno un contributo all'energia interna che do- 
vrebbe piuttosto venire approssimato con una formula del tipo di Einstein. Ciò nono- 
stante, almeno in sostanze semplici, come ad esempio gli alogenuri alcalini, si preferisce 
spesso trattare tutti gli atomi come se fossero uguali. La differenza fra i due procedimen- 
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ti, facendosi sentire nella parte di frequenza elevata dello spettro, poco influisce sul ca- 
lore specifico. Per alcuni solidi monoatomici o biatomici si è cercato di individuare lo 
spettro vero. Questo implica una se approfondita dei coefficienti \ delle equa- 
zioni del moto (9.38) e dell'equazione secolare (9.40), nella quale discussione ci si può 
naturalmente aiutare con dati empirici, ottenuti per esempio dalle proprietà elastiche. 
A titolo d’esempio si riportano in Fig. 9.11 gli spettri per il KCle per il diamante, insie- 
me alle corrispondenti curve di Debye. 


A fin 


(b) 


Fig. 9.11 - Distribuzioni reali delle frequenze elastiche (linee continue) confrontate con quelle se- 
condo il modello di Debye (linee tratteggiate) per il KCI (4) e il diamante (6). 


9.5. Il concetto di fonone 


La quantizzazione del moto degli atomi nei solidi ha una notevole somiglianza for- 
male con quella del campo elettromagnetico in una cavità (Cap. 3, $ 3.2) e come 
quest’ultima si presta ad essere interpretata in termini di corpuscoli. In altre parole si 
può attribuire ai quanti d'energia delle onde, che descrivono il moto degli atomi nel so- 
lido un carattere corpuscolare. I numeri quantici degli oscillatori armonici che corrispon- 
dono alle coordinate normali vengono ri-interpretati come numeri di occupazione degli 
stati da parte di un gas di «quasi-particelle», cioè i forori. A ciascuna di queste particel- 
le si può asseciare un'energia e = 4v e un «quasi-impulso» Sk. Come per i fotoni, 
la loro immagine ondulatoria è quella di un pacchetto d'onde e quindi la loto velocità è 
data dalla velocità di gruppo (Cap. 3, Eq. (3.96). Solo per i rami acustici e per £4— 0, 
verificandosi la proporzionalità fra v e £, questa velocità uguaglia la velocità di fase, che 
è la velocità del suono! nel solido considerato. 

Non esistendo limiti al valore del numero quantico di un oscillatore, cioè ai numeri di 
occupazione dei fononi, queste particelle obbediscono alla statistica di Bose-Eintein (per 
la piccolezza delle interazioni - sulle quali torneremo nel paragrafo successivo - il gas è 
un gas ideale). Il numero complessivo dei fononi è naturalmente una variabile e perciò, 
come pet i fotoni, si deve porte 4 = 0 per il potenziale chimico di queste particelle. Con 
questo e con l’appropriata distribuzione delle frequenze è immediato ritrovare le for- 
mule, per l'energia e il calore specifico dei solidi, già viste nel paragrafo precedente. 


1) Sarà bene tener presente che se il solido è abbastanza anisotropo, anche se la velocità non dipende dalla 
frequenza, può tuttavia dipendere dalla direzione e dallo stato di polarizzazione dell'onda. 
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9.6. La conducibilità termica nei solidi non conduttori 


È questo uno dei campi in cui il concetto di fonone si dimostra molto utile. Nei me- 
talli il trasporto del calore avviene sia per mezzo delle vibrazioni reticolari, sia per mezzo 
degli elettroni di conduzione. Nei solidi isolanti è attivo solo il primo meccanismo, ma 
la sua analisi è piuttosto complessa. Ci limiteremo qui a una discussione sommaria. 

Per lo studio della conducibilità termica è importante il concetto di libero camzzzino 
medio A dei fononi. Se le forze interatomiche fossero rigorosamente lineari, le onde ele- 
mentari sarebbero rigorosamente sovrapponibili, cioè i fononi non interagirebbero fra 
loro e si avrebbe A= 0, 0 meglio, nel caso reale, A sarebbe fissato dalle dimensioni 
del campione sulla cui superficie i fononi vanno a riflettersi. Le forze però non sono del 
tutto lineari e perciò esiste una probabilità non nulla di «scattering» fonone-fonone, cioè 
del verificarsi di processi in cui due (0 più) fononi interagiscono dando luogo ad altri fo- 
noni. Ciò fa sì che A sia finito. Nei processi in questione dev'essere conservata l'energia, 
cioè si deve avere 


hv, + bv, = bvi + hvi (9.70) 


dove con v e v’ si sono indicate le frequenze dei fononi iniziali e finali. Il quasi-impulso 
hk obbedisce invece a una legge meno stretta e cioè 


k+k—k—k = K, (9.71) 


dove K è un vettore del reticolo reciproco. Solo come caso particolare si può avere 
K = 0, cioè la conservazione del quasi-impulso. I processi meno improbabili sono quelli 
in cui interviene il minimo numero di fononi e cioè tre, con le condizioni 


hbv, + hv; = hv' (9.72) 
k+k—k = K. (9.73) 


In un'interazione di questo tipo due fononi confluiscono per formarne uno solo, oppure 
accade l'opposto. Di questi processi si chiamano zorzzali (N) quelli in cui si ha K = 0c 
processi di Urzk4/z6p (U) quelli in cui è K # 0. 

Se si pensa che i vettori di propagazione k delle onde reticolari sono generalmente più 
piccoli del più piccolo vettore K non nullo (Eqq. (9.44) e (9.45)), è chiaro che i processi 
di Umklapp non si possono verificare per numeri d’onda troppo bassi. Una discussione 
dettagliata porta a concludere che si deve avere 


£ Op 
n 


hv, + hv, > — (9.74) 


(£ costante di Boltzmann) con n dell'ordine dell’unità, perché un proceso di Umklapp 
al quale prendono parte due fononi possa aver luogo. 

Il libero cammino medio dei fononi è legato alla sezione d’urto media o, alla velocità 
media 7 e alla densità numerica di fononi #, dalla relazione, in tutto simile a quella per 
un gas ordinario (Cap. 1, $ 1.4), 

e IE. (9.75) 


n Ur 0 450 


dove 7x è la velocità relativa media. Per interpretare la conduzione del calore in termini 
di fononi supponiamo che esista un gradiente di temperatura nel solido. Allora l’ener- 
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gia media € e la densità ; dei fononi variano da punto a punt». Un ragionamento cine- 
tico del tutto simile a quello svolto pet i gas ordinari (Cap. 1, $ 1.6) «duce alla stessa 
formula per la conducibilità termica x e cioè 


wa È A (9.76) 


3 


dove c è il calore specifico riferito all’wi%4 di volume (e quindi prende il posto del pro- 
dotto r720y = ocy della Eq. (1.52) del Cap. 1). Questa formula si può prendere come 
base per una discussione semi-quantitativa della dipendenza di x dalla temperatura. Al- 
cune considerazioni preliminari sono però necessarie. 

In primo luogo si noterà che sono i fononi appartenenti ai razzi acustici che hanno 
maggiore efficacia nel trasporto del calore. Infatti i rami ottici sono di regola molto più 
piatti (vedi Fig. 9.6) e ciò vuol dire una velocità di gruppo 4v/4£ minore. Inoltre i rami 
acustici sono anche quelli che contribuiscono di più all'energia interna (e quindi al calo- 
re specifico) perché la distribuzione statistica favorisce le energie (e quindi le frequenze) 
più basse. 

In secondo luogo si deve notare che gli ur worzzali fra fononi (acustici) non alterano 
il flusso termico (Peierls). Infatti gli urti normali sono caratteristici delle grandi lunghez- 
ze d'onda, quindi nell'espressione 


ke base baloba Ga 
v v 


il denominatore 4? viene ad essere una costante. La conservazione di (ki + k;) che si 
ha negli urti N implica perciò la conservazione di (e, vi + e. v:) che è evidentemente il 
contributo dei due fononi interagenti al flusso energetico. Questa grandezza cambia in- 
vece negli urti del tipo U. La sezione d’urto da introdurre nel calcolo di A deve perciò ri- 
ferirsi ai soli urti con Umklapp (oppure allo scattering da parte di impurezze e disloca- 
zioni del reticolo o da parte delle superfici che limitano il campione). I processi di Umk- 
lapp si verificano però, come si è detto, soltanto per valori sufficientemente alti del nu- 
mero d'onda. 

In terzo luogo si noti che non solo il numero, ma anche il «tipo medio» dei fononi di- 
pende dalla temperatura. In particolare si può calcolare facilmente, nell’approssimazio- 
ne di Debye, la grandezza di quei fononi che contribuiscono maggiormente all’energia 
oppure al calore specifico e si trova rispettivamente 


hvy = 2.82 kT 
(9.77) 
hv. = 3.83 kT. 


Naturalmente non si può superare 4vy = £ 6p, valore che si raggiunge come si vede a 
una temperatura dell’ordine di 6/3. Oltre questa temperatura continua a crescere il 
numero di fononi ma non si altera più, essenzialmente, il loro «tipo dominante». A 
temperature molto basse (qualche K), cioè per T < ©, (i fononi tipici essendo incapaci 
di subire processi di Umklapp), il libero percorso effettivo è determinato solo da circo- 
stanze indipendenti dalla temperatura, fra le quali le dimensioni del campione, mentre 
il calore specifico varia come T*. Si deve perciò prevedere, secondo la (9.76), una pro- 
porzionalità di x a T° secondo un fattore dipendente dalla purezza, perfezione e dimen- 
sioni del campione. L'esperienza conferma parzialmente queste previsioni in quanto dì, 
per 7 — 0, una legge di potenza per x ma con esponente un po’ inferiore a 3(— 2.5 + 
2.0). Anche l’effetto delle dimensioni è verificato, mentre lo scattering da difetti retico- 
lari si manifesta nel fatto che A resta sempre un po’ inferiore alle dimensioni del cam- 
pione. 
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Il comportamento di x comincia a cambiare quando si entra nella regione in cui i fo- 
noni tipici diventano capaci di processi di Umklapp. Questo avviene, secondo la (9.74), 
a una temperatura alla quale i fononi tipici hanno un'energia dell'ordine di £ 0/27 0s- 
sia, pet la (9.77), a partire da 


re Ba So 
7n 10 
In questa regione la densità dei fononi tipici dipende da T secondo un fattore (suggerito 
dall’Eq. (9.74)) 


1 DI (CE 
= exp a 
exp (4v/kKT)— 1 2nT 


e quindi il fattore inverso dovrà ritrovarsi, secondo la (9.75), nell'espressione di A. Tale 
fattore inverso (exp (0p/2n7 )) implica una rapida diminuzione di x, al crescere della 
temperatura, che non sempre può esere compensata dall'aumento del calore specifico 
che ancora si verifica nella zona in questione. Si può presumere che x si possa rappresen- 
tare con un'espressione del tipo 


x = cost. T" ©: ( Op ) 
2nT 


con # ancora dell'ordine delle unità. Questa formula implica un massimo nella curva 
x (T). AI di là del massimo la diminuzione di x muta carattere e finisce per trasformarsi 
in una legge di proporzionalità inversa alla temperatura 


COSÌ. 


T 


Questo avviene al momento in cui i fononi tipici raggiungono il valore #1, € cioè, se- 
condo la (9.77), a partire da 7 = Op/3.5. In questa regione infatti il calore specifi 
«classicizza», così come l’energia. Il primo diventa costante, mentre la seconda cresce in 
proporzione a 7, ciò che implica una densità di fononi pure proporzionale a 7 e quindi. 
a norma delle Eqq. (9.75) e (9.76), un cammino libero e una conducibilità inversamen- 
te proporzionali a T. L'esperienza verifica bene questa previsione. 

Il comportamento ora descritto è tipico dei solidi cristallini. Il massimo della conduci- 
bilità raggiunge in questi corpi valori molto notevoli: per esempio il rame a nessuna 
temperatura raggiunge la conducibilità massima dello zaffiro (Fig. 9.12).'® A tempera- 
ture più elevate la conducibilità termica dei cristalli diminuisce all'aumentare della tem- 
peratura. 

Del tutto diverso è il comportamento dei vetri che sono dei solidi aventi una struttura 
solo localmente ordinata, cioè simile a quella dei liquidi. Nei vetri la conducibilità tet- 
mica è di uno o due ordini di grandezza inferiore a quella dei cristalli e cresce con la 
temperatura fino a un valore di saturazione. L'Eq. (9.76) coi dati sperimentali di c, x, 7 
dà per i vetri a base di SiO. un libero percorso fononico A intorno a 8À , indipendente 
dalla temperatura e corrispondente all'incirca alle dimensioni lineari (D = 7A) 
dell'unità strutturale di questi vetri (essenzialmente una molecola S10;). Ciò significa 


1) Alle basse temperature, regione del massimo inclusa, la curva è fortemente dipendente dal grado di purez- 
za e perfezione del cristallo. Campioni particolarmente buoni arrivano a dare dei massimi di 100 + 200 
watt cm K"!. Nella curva riportata il tratto proporzionale a 1/7 non è ancora cominciato, perché 
©p ha un valore di circa 980 K. Alle temperature appropriate si ha x7 dell'ordine di 30 watt cm 

' 
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Fig. 9.12 - Conducibilità termica per lo zaffiro (AL,O;) in funzione della temperatura. 


che lo scattering dei fononi è dovuto per la massima parte alle irregolarità del quasi- 
reticolo e che la conducibilità termica segue in sostanza l'andamento - crescente con 7 - 
del calore specifico. Questo però non è più del tutto vero a temperature abbastanza bas- 
se, quando la lunghezza d’onda dei fononi tipici diventa grande rispetto alle irregolarità 
della struttura. In queste condizioni il mezzo si comporta come se fosse «trasparente». Si 
trova infatti che a bassa temperatura la decrescenza di x è meno rapida di quella del ca- 
lore specifico, segno che A aumenta. Il confine fra i due comportamenti si ha quando i 
fononi tipici hanno una lunghezza d’onda paragonabile a D, cioè a una temperatura ta- 
le che (Eq. (9.77) 


era bi, 
D 


ciò che conferma l’interpretazione proposta. In Fig. 9.13 è riportato l'andamento quali. 
tativo della conducibilità termica per vari cristalli e vetti. 


Sa 
È 1014 Quarzo 
Q 
Toi < 
e) = 
ved I Naci 
È 102. ( pr 
È ‘CaFp 
Dv 
si quarzo : 
a fuso di feet 
5 10% 
3 
po) 
c 
(°) 
(5) 
10° STA Tr T T ù T (K) 
(0) 200 400 


Fig. 9.13 - Conducibilità termica per alcuni cristalli e vetri, in funzione della temperatura. 
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9.7. Cenno sulla dilatazione termica 


L'approssimazione lineare delle forze interatomiche è nei solidi una buona approssi. 
mazione, ma le piccole deviazioni dalla linearità hanno una notevole importanza. Nel 
paragrafo precedente abbiamo visto indirettamente il loro effetto nel determinare il 
cammino libero dei fononi e quindi la conducibilità termica. Un altro fenomeno che di- 
pende più direttamente dalla non linearità delle forze è la dilazazione termica. 

Si può introdurre la non linearità nella teoria di Debye col considerare la frequenza di 
taglio v, e quindi la temperatura caratteristica 0, come funzioni del volume. In questo 
modo si può elaborare una teoria abbastanza soddisfacente dalla quale risulta una pro- 
porzionalità fra il coefficiente di dilatazione e il calore specifico (legge di Grineisen). 
Qui ci contenteremo di mostrare la connessione fra dilatazione e non lincarità su un mo- 
dello elementare. 


Fig. 9.14 - Andamento dell'energia potenziale per una coppia di atomi in un solido; ”» rappre- 
senta la distanza di equilibrio per temperatura zero. 


Supponiamo che due punti materiali di massa 72, la cui distanza è r, abbian 
un'energia potenziale W (r) con un andamento del tipo di quello che si ha fra 
mi, cioè come indicato in Fig. 9.14. Classicamente la distanza d’equilibrio sare 
dal valore 7» che minimizza l'energia potenziale, al quale corrisponde VW (7) = 
Fornendo energia al sistema si produrranno delle oscillazioni intorno a ” che sarebb 
simmetriche se la curva W (7) fosse tale, e in particolare fosse quadratica in r — n. Que- 
sto però non è perché essa è più ripida per 7 < ”» che per 7 > ro. Il risultato è che la di- 
stanza media cresce col crescere dell'energia. Per vederlo in modo un po’ più quantitati- 
vo sviluppiamo W (r) intorno a 7 scrivendo 


(a) 
mi 


W(r-n)=—M+ a(r- n — b(r- n) 


che con 4e 4 positivi rappresenta, intorno a ”,, un andamento del tipo postulato. Dovrà 
essere 


ossia 


e derivando rispetto al tempo si trova, dopo divisione per #, 
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Dai + 2a(r—n)—35(r-n?=0:; 


quindi 
È far n) 4 = 356= n} di — bA Voga, 
È o) tI 0 i 0 

cioè 


2a F= n) = 360 n)? "i 2 lA - #(0)]. 


Facendo crescere i indefinitamente, siccome il numeratore dell’ultimo termine è certo 
limitato superiormente, tale termine scompare e resta 


roagerogse Gap: 
2a 


Siccome l’anarmonicità è piccola per ipotesi, il valore di (r — 70)? si può calcolare 
nell’approssimazione lineare pura, nel qual caso 


sE n 


rappresenta l’energia potenziale media €,,, di un oscillatore armonico, o anche la w2età 
dell’energia totale e, colcolata prendendo — W, come zero dell'energia. '’ Si avrà, tor- 
nando alla (9.78), 


Supponendo che la coppia di atomi in questione sia in equilibrio termodinamico con un 
termostato a temperatura 7, e sarà una funzione di T'(che per Tabbastanza grande ten- 
derà al valore classico 47). Il coefficiente di dilatazione della coppia sarà 


e quindi dalla precedente risulta 


_ 136 de 


to 4a? dT 


che mostra come il coefficiente di dilatazione sia: 


1) nullo nel caso armonico puro (6 = 0), 
2) proporzionale alla capacità termica de/d7. 


Queste due proprietà si ritrovano anche nel caso reale. 


1) La proprietà E.,, = Esci = (1/2) Ex vale per l’oscillatore armonico tanto nel caso classico che quantistico. 


Cristalli. Moto degli atomi e proprietà termiche 369 


Problemi 


1. Nell’approssimazione di modello unidimensionale a masse uguali, calcolare la velocità di grup- 
po della propagazione (vedi Cap. 3, $ 3.11, Eq. (3.96). 


Soluzione. La soluzione dell'equazione di moto per un modello unidimensionale a masse uguali è 


un’onda del tipo 
= A csp[2r i pie 2) 


pertanto, dalla definizione di velocità di gruppo, abbiamo 


di dh 
(È) 


Dalla conoscenza della legge di dispersione (Eq. (9.11)) otteniamo immediatamente 


Va 


2. L'Eq. (9.34) del $ 9.2 può essere scritta come 
(n — 2r2M fn — 2r°72 f°) — 9° cos? Ti 210 
facendo uso di questa equazione verificare che il moto nella regione delle frequenze proibite è 
scritto da un’onda smorzata. 
Soluzione. Dall’equazione scritta sopra abbiamo 


COS IL = 1 [(m badia; 2r°M fn SE 2r°m f?)}!?? . 
N n 


La frequenza nella regione proibita è 


2n < pe < 2n 
dn? M 2r° m 


e, indicando con e un opportuno parametro, possiamo scrivere 


fore ui +e= EEA 
2r°M 2r°m 


Sostituendo questa espressione nella prima equazione otteniamo 


1/2 


1/2 
e ae n=20 ML 4 n—_ 2r°m Li ie air = fia 
N n 2r?°M 2r°m n UI 


Questo risultato ci dice che la quantità rp /N deve essere un numero complesso pertanto, ponendo 
Tp/N = 2, avremo 
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cos z = cos (x + 57) = cos xcosh y — “sen x senh y 


cioè 
cos x cosh y = 0 
sen x senh y = — - 
n 
che dà 
T 
x= + — 
2 
y = #F senh! — 
n 
quindi 
Dec + Trisenh! £ . 


N 2 n 


Sostituendo questa espressione nell'equazione di moto (9.28) otteniamo 


Il 


Xn 


Aexp(2r if?) p[- 2ni + 3 (e i senh"! sì 
n 


: € 
+ Aexp(2riff#)exp (e 2n senh"! — 
n 
che, a causa della presenza di un esponente reale, descrive un'oscillazione smotzata. 


3. Considerate un sistema costituito da 3N oscillatori armonici quantizzati non interagenti; verifi- 
cate che l'energia media per oscillatore <U> è 
d(inZ) 

dT 


<U> = kT° 


dove Z è la funzione di partizione definita al $ 7.4 del Cap. 7. 


Soluzione. Dalla definizione di funzione di partizione abbiamo 


sel 3 glroet-L0]-3 4 5-2) 


quindi 
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Questa espressione rappresenta proprio l'energia media: ciò può essere verificato considerando che 
l'energia interna del sistema è data dal prodotto dell'energia media per il numero di oscillatori, 
cioè 


Ucina a — DA _» Nb 
2 


exp Ria — 1 
AT 


che coincide con l’Eq. (9.50) come deve essere, poiché si tratta di oscillatori disaccoppiati. 
Confrontare questo risultato con quello del Prob. 6 del Cap. 7 e verificare che nel limite classico i 
risultati coincidono. 


4.. Considerare un solido come un continuo perfettamente elastico limitato ad un cubo di lato / 
(Cap. 3, $ 3.2); verificare che in base a tale modello la frequenza di Debye può essere espressa co- 


me 
Lo (e 
Ù L\4r 


dove N è il numero di atomi nel dominio fondamentale e è è una velocità media di propagazione 
tale che 


1 2 1 
a e 
îì c cì 
c; € c; rappresentano rispettivamente la velocità di propagazione delle onde trasversali e longitudi- 
nali. 


Soluzione. Pet un continuo elastico limitato ad un cubo di lato L il numero di modi di vibrazione 
con frequenza compresa fra v e v + dv è (vedi Eq. (3.23) 


3 
an E vg. 
c 


Poiché in un solido si possono propagare sia onde trasversali che longitudinali la velocità media di 
propagazione sarà 


2 i 
e 


1 
CAI ci VG 

dove i fattori 2 e 1 sono dovuti al fatto che le onde trasversali hanno due gradi di libertà mentre 
quelle longitudinali ne hanno solo uno. In un cristallo il numero totale di vibrazioni è finito e pari 
a 3N pettanto 
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dalla quale si ricava immediatamente 


10. Elementi della teoria elettronica 
dei solidi 


10.1. Preliminari. Il teorema di Bloch-Floquet nel caso unidimensionale 


È chiaro che in un solido la maggior parte degli elettroni, cioè quelli che negli atomi 
occupano le zone più interne, sono legati ciascuno al proprio atomo e si trovano pratica- 
mente nella stessa situazione che avrebbero negli atomi liberi. Però non ci si aspetta cer- 
tamente che questi elettroni contribuiscano in maniera importante a determinare le pro- 
prietà del solido, in particolare che lo caratterizzino come un isolante o come un condut- 
tore. A questo fine sono evidentemente gli elettroni periferici, ossia quelli che nell’ato- 
mo libero sono gli elettroni di valenza, che saranno i più importanti e sono certamente 
condivisi fra vari 0 addirittura molti atomi coi quali interagiscono, oltre che a interagire 
fra loro. Il problema di studiare il comportamento di questi elettroni è quindi reso ditfi- 
cile dal fatto di dover trattare contemporaneamente le interazioni di molti elettroni. Ci 
sono però degli aspetti che permettono di introdurre delle semplificazioni. 

Come nello studio degli atomi isolati le autofunzioni che descrivono un elettrone 
volta forniscono una buona base di partenza, così si potrà sperare che accada per gli elet- 
troni di valenza nei solidi. In secondo luogo, come nel caso degli atomi, si è molto aiuta 
ti nella ricerca delle autofunzioni dalla simmettia - in quel caso sferica - del cam] 
minante, così nel caso degli elettroni nei solidi ci si potrà aiutare col fatto ci 
ziale dominante che agisce sull’elettrone singolo dovrà avere la simmetria car 
e nota, del reticolo cristallino. 

Si dovranno dunque cercare delle autofunzioni di elettrone singolo che siano a 
alla simmetria del reticolo cristallino e queste autofunzioni forniranno una approssima- 
zione di partenza (approssimazione zero). Nelle approssimazioni successive si dovrà te- 
ner conto degli elementi che si sono trascurati nell’approssimazione iniziale c cioè, es- 
senzialmente, le interazioni degli elettroni fra loro e con le perturbazioni del reticolo 
(che ne alterano la simmetria), ossia delle cosiddette interazioni elettrone-fonone. Si ag- 
giunga che una volta determinati i livelli degli elettroni singoli, molta informazione si 
potrà dedurre dal semplice fatto che questi livelli verranno popolati secondo la statistica 
di Fermi-Dirac. 

Siccome il problema di determinare le autofunzioni di elettrone singolo che vanno 
d'accordo con la simmetria di un reticolo tridimensionale è piuttosto complicato, con- 
viene vederne prima alcuni aspetti fondamentali operando su un modello unidimensio- 
nale. Supponiamo dunque un elettrone sottoposto a un potenziale V (x) periodico, cioè 
tale che 


atterisi 


Vix + a)= Va). (10.1) 
L'equazione di Schròdinger sarà 


bd z 
# V)uy= Wy. (10.2) 
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Si può provare che essa ammette soluzioni del tipo (detto di B/oc4 ) 
Y(x) = exp (274) 4(x) (10.3) 
con € costante reale! e 4(x) periodica col periodo del potenziale, cioè tale che 
u(x + a) = (x). (10.4) 


Queste soluzioni sono, come si vede, delle onde monocromatiche modulate da un fatto- 
re che ha la periodicità del potenziale ed hanno la proprietà che 


V(x + 4) = exp(2rk0) Vv (2). (10.5) 


L'esistenza di soluzioni del tipo (10.3) costituisce un teorema che è noto come teorema 
di Bloch (1928) nella teoria elettronica dei solidi e come teorema di Floquet (1883) nella 
teoria delle equazioni differenziali a coefficienti periodici. Ogni autofunzione di Bloch 
rappresenta uno stato quantico e quindi, per il principio di Pauli, può essere attribuita 
al più a due elettroni, purché abbiano spin opposti. 


10.2. Il modello di Kronig e Penney 


Uno dei più semplici potenziali periodici sarebbe certamente V = V cos 27 x/4, ma 
non è tale la discussione dell’equazione (di Mathieu) che si ottiene inserendolo in 
(10.2). Trattabile è invece il caso discontinuo chiamato 720de/l0 di Kronig e Penney in 
cui il potenziale è a forma di greca, come indicato in Fig. 10.1. Le cose si semplificano 
ancora se si suppone che la larghezza / del pozzo di potenziale sia molto piccola in con- 
fronto al periodo 4. Conviene anche fare l’ipotesi che V; sia molto grande, mentre il 
prodotto Vy/ rimane finito (pozzo a è, 3-well). 


Fig. 10.1 - Potenziale periodico discontinuo (modello di Kronig e Penney). 


L'equazione di Schròdinger fuori del pozzo di potenziale, cioè dove V(x) = 0, diven- 
ta 


dy 


+ ay = 0 per W > 0 (10.6) 
dx? 
oppure 
d°Y 2 = 
— 8 =0 per W<0. (10.7) 
dx? 


1) Un £ complesso non è accettabile, per soluzioni che devono estendersi all’intero asse x, perché comporte- 
rebbe un fattore esponenziale che diverge per x — © oppure per x — — 00, rendendo impossibile la nor- 
malizzazione delle autofunzioni. 
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Le costanti @ e 8, da considerare positive, sono legate all'energia dalle relazioni 
a = (272 W/h°)!?, B= Ra(- MIT. (10.8) 


Nell’interno del pozzo di potenziale, avendo supposto V» molto grande, si potrà trascu- 
tare W nell’equazione di Schròdinger che diventa 


dy V, 2m da; 
dx? h° 


Fig. 10.2 - Andamento qualitativo della funzione d’onda nel modello di Kronig e Penny. 


La presenza del fattore molto grande V, al secondo membro indica che y avrà una subi- 
tanea deviazione nell’attraversare il pozzo mentre l’ordinata resta praticamente inaltera- 
ta; si avrà perciò una cuspide, ossia ne risulterà un andamento «a smerli» del tipo mo- 
strato in Fig. 10.2. Integrando attraverso il pozzo di potenziale si troverà 


3 Sto Sela si 


avendo posto 


pe elet, (10.10) 


5 2 
Si suppone, come detto, che n abbia un valore finito. Fra una cuspide e l’altra la y sarà 
data da archi di curve sinusoidali o esponenziali a seconda del segno dell’energia, taccor- 
date fra loro secondo la condizione imposta dall’Eq. (10.9). Sono proprio le condizioni 
di raccordo che decidono sull’esistenza o meno di soluzioni accettabili. Prendiamo come 


intervallo campione quello fra x = 0 e x = 4. Dall’Eq. (10.5), ponendo x = 0, abbia- 
mo 


y (2) = exp (27562) V (0) (10.11) 


e sempre dall’Eq. (10.5), che è lecito derivare rispetto alla variabile x, segue (abbrevian- 
do le notazioni e scegliendo di derivare a sinistra) 


Vi, (@) = exp (2769) Vi, (0). (10.12) 


D'altra parte la (10.9), applicata nell'origine, ci dà 
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Wie (0) — Win (0) = —274(0), (10.13) 
e eliminando Yi, (0) fra questa equazione e la precedente si ottiene 
Vies (0) —_ €xp (— 2rika) din (4) = —2 n 17 (0) ’ 


dove le derivate si riferiscono al rzedestizzo arco di curva cosicché le indicazioni «sin» c 
«des» si possono tralasciare e scrivere più semplicemente 


y'(0)— exp(— 2r:ka)v'(2)= — 2nY(0). (10.14) 
Si verifica subito che le combinazioni lineari 
Y (x) = sena(4— x) + exp (2r4k2)sena x (10.15) 


Y (x) = senh B(a — x) + exp (27242) senh Bx (10.16) 


soddisfano alle equazioni differenziali (10.6) e (10.7) e all’Eq. (10.11). Per determinare 
a 0 8, e quindi attaverso (10.8) l’energia - il eui valore assoluto è una funzione sempre 
crescente di a 0 f - ossia in definitiva pet determinare gli autovalori dell'energia, basta 
imporre la condizione di raccordo (10.14). Il risultato che si ottiene è 


cos 2rk4 = cos aa — I sen ag, (10.17) 
4a 
cos 27k4 = cosh Ba — 2 senh Ba. (10.18) 
4 


Per un determinato valore di n4 i secondi membri sono, come si vede, funzioni rispetti- 
vamente dei parametri aa e Ba, direttamente legati alle energie che così - attraverso le 
equazioni ora trovate - vengono a dipendere da £. Si sa d'altra parte che 4 deve essere 
reale perché le soluzioni siano fisicamente accettabili: questo richiede che i secondi 
membri delle Eqq. (10.17) e (10.18) siano < 1 e quindi limita le soluzioni a determina- 
ti campi di valori per l'energia, campi che prendono il nome di bande permesse. 
Questo frazionamento del campo dell’energia in bande permesse e proibite è una ca- 
ratteristica generale e fondamentale del problema di Schrédinger per un potenziale pe- 


À 


Ba ad 
energie energie 
negative positive 


Fig. 10.3 - Rappresentazione grafica del secondo membro delle Eqq. (10.17) (energie positive) e 
(10.18) (energie negative). Le zone tratteggiate indicano le bande permesse di energia. 
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riodico e in particolare si presenta anche nei casi tridimensionali. Il grafico dei secondi 
membri delle Egg. (10.17) e (10.18) come funzioni di a4, oppure di 84, è tiportato in 
Fig. 10.3 (per il valore arbitrario na = 1). Si vede che nel campo delle energie negative 
esiste solo una banda (che si estende al campo positivo). Nel campo delle energie positi- 
ve esistono infinite bande permesse, separate da bande proibire che si fanno sempre più 
sottili via via che l’energia cresce. 

Segue dalle Eqq. (10.17) e (10.18) che a e 6, e quindi l'energia W, sono funzioni pe- 
riodiche di £: questo parametro compare nelle equazioni soltanto come cos 2r£a, per 
cui una soluzione che si ha per 2r44 si può avere ugualmente per (274 + » 27), con 7? 
intero. In altri termini deve essere (per qualsiasi W appartenente a una qualsiasi banda) 


W(k) = vr (6 + 2), n intero . (10.19) 
4 

Esiste dunque una periodicità sull'asse della £ con periodo 1/4. Dall'esame della Fig. 

10.3 si vede che in ogni banda l'energia è una funzione monodroma di cos 2rka che 

prende tutti i valori consentiti mentre cos 2rk4 va da — 1a + 1, cioè in mezzo periodo. 

I valori estremi dell'energia vengono presi per i valori + 1 del cos 27€4, cioè per 

4 = n/2a. In questi punti cos 2r£2 è stazionario e perciò si annulla dW/dk. Si ha cioè 


ME a 0 per = i (confini delle bande). (10.20) 
dk 24 

Tutti questi risultati sono generali, cioè non sono limitati al modello di Kronig e Pen- 
ney. In Fig. 10.4 è riportato l'andamento qualitativo della funzione W (£) in un perio- 
do e mezzo. L'andamento «a campana» è caratteristico ma, per un dato periodo (per 
esempio da &4 = — 1/2 a £4 = 1/2), la campana è alternativamente diritta e rovesciata 
nelle bande successive. Quella in Fig. 10.4 si riferisce alla banda di energia più bassa nel 
caso della Fig. 10.3. 
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Fig. 10.4 - Andamento dell'energia in funzione del numero d'onda per la prima banda permes- 
sa. 


Un'altra conseguenza del fatto che £ compare nelle (10.17) e (10.18) soltanto come 
cos 264 - un’altra caratteristica generale - è che le due soluzioni indipendenti, che si 
ottengono prendendo £ positivo oppure negativo nell’Eq. (10.3) delle funzioni di 
Bloch, corrispondono allo stesso v4/ore dell'energia, cioè si ha una doppia degenerazio- 
ne analoga a quella che si avrebbe per particelle libere d'impulso uguale e opposto. In 
vista di questo, conviene scegliere come intervallo base per il parametro £ quello che va 


bio de (10.21) 
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I punti di questo intervallo corrispondono ad altrettante autofunzioni indipendenti che 
sono tutte e solamente quelle appartenenti alla banda (generica) considerata. Si noti 
l'analogia con le oscillazioni di una catena di atomi legati da forze lineari (Cap, 9, $ 
9.1). 

A questo punto si deve osservare che data un’autofunzione di Bloch, il valore di £ in 
essa non è univocamente determinato, perché infarti non è univocamente determinata 
la separazione in due fattori, uno esponenziale e l’altro periodico di periodo 4. Infatti 
scrivendo (£ + £’) al posto di £ nella Eq. (10.3) si avrebbe 


y = exp[277(£ + £')x] 4(x) = exp(2rt6x) 4 (x) exp (275). 
Perché questa sia un'espressione accettabile basta che exp (27i£’x) sia periodica di pe- 


riodo 4, perché allora tale sarà anche il prodotto « (x) exp (27:£’x), dato che « (x) lo è 
per ipotesi. Perché questo avvenga basta che sia 


di e 
4 


’ 


con 7 intero positivo o negativo: si può quindi alterare il parametro £ di un multiplo in- 
tero di 1/2, che è precisamente il periodo trovato per I (£ ); scriveremo 


kA=k+—. (10.22) 


Non avendo posto limiti al campo di esistenza delle autofunzioni, cioè avendo ammesso 
che x possa variare da — co a + 00, gli autovalori dell’enetgia risultano cortinzi 
nell’ambito di ciascuna banda (perché tale è la variazione di £ ). Nella realtà abbiamo a 
che fare con campioni macroscopici ma firiti. In questo caso gli autovalori diventano di- 
screti, se pure con densità molto grande. Invece di imporre una limitazione al campo di 
variazione di x è molto conveniente ricorrere anche qui all’artificio - già visto nel proble- 
ma del moto degli atomi in una catena - che consiste nell’introdurre una periodicità 
macroscopica fittizia con la condizione 


V(x + Na)=Y(), N>1 (10.23) 


dove N è un intero arbitrario che si suppone fissato una volta pet tutte. Per il teorema di 
Bloch y (x + Na) è data da 


W (x + Na) = exp(2r44Na) V (x) 
c confrontando con la precedente se ne deduce 
exp (2rikNa) = 1 


cioè 


ossia 
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Siccome l'intervallo fondamentale per £, secondo la (10.21), si estende da — 1/24 a 
1/24, ne segue che 


#= +1, £2,..., È La 
2 
Si hanno dunque in ogni banda N valori per 4, cioè tanti quante sono le celle elementari 


nell'intervallo fondamentale e quindi altrettante autofunzioni linearmente indipen- 
denti. Si può anche notare che i valori di £ sono distribuiti con densità uniforme 


o. = Na (10.24) 


sull’asse delle £. 

C'è una connessione importante fra le bande d’energia e i livelli atomici che gli atomi 
di un reticolo cristallino possiedono quando sono liberi. Una connessione simile può es- 
ser messa in evidenza anche nel modello unidimensionale qui considerato, per lo meno 
per la banda d’energia più bassa. 

Un «S-well» isolato ha un unico stato di energia negativa (corrispondente all’elettrone 
legato) e la corrispondente autofunzione si ottiene risolvendo l'Eq. (10.9) nell'origine e 
l’Eq. (10.7) dappertutto altrove. La (10.7) dà (omettendo un fattore di normalizzazio- 
ne) 


Y= exp(—B |x|) (10.25) 

e sostituendo nella (10.9) si ricava 
B=" 

da cui 

y= exp(—n x). 10.2 
Dalla (10.8) si ricava quindi l’energia 
(10.27) 
D'altra parte i limiti della banda di più bassa energia sono caratterizzati (Fig. 10.3) 
dal valore + 1 del primo membro dell’Eq. (10.18) per il /inzite inferiore e dal valore 


— 1 del primo membro della (10.17) per il /irzzte superiore. Da queste condizioni si 
trova!’ 


per il limite inferiore: coth & Ba = Bi x 

2 n 

i A (10.28) 
pet il limite superiore: tan — g4g= = 

2 n 


Ai limite per 4 — co queste equazioni ammettono rispettivamente le soluzioni 


1) Si utilizzano le formule 
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B=n, =; 


(per la verifica, mettere i primi membri delle (10.28) in forma esponenziale). Ambedue 
le soluzioni corrispondono all’energia (10.27), cioè W = — #°n°/272, e questo è natu- 
rale perché per 4 — co si torna al caso del «3-well» isolato. Per valori finiti di 4 le due so- 
luzioni 8, e a, si allontanano sempre più l’una dall'altra via via che 4 diminuisce. 

In Fig. 10.5 è riportato l'andamento qualitativo del limite superiore e di quello infe- 
riore della banda come si possono dedurre dalle Eqq. (10.28) e (10.8). Si vede che la 
banda confluisce progressivamente nel livello legato quando i pozzi di potenziale si di- 
stanziano indefinitamente. 


W 


limite superiore 


limite inferiore 


Fig. 10.5 - Limite superiore ed inferiore della prima banda permessa al variare del periodo 4. 


10.3. Approssimazione a partire da particelle libere. Zone di Brillouin 


Si è visto come le autofunzioni di Bloch siano connesse con stati legazi di energia ne- 
gativa; d'altra parte la loro natura di onde monocromatiche modulate suggerisce ovvia- 
mente una parentela anche con le autofunzioni di particelle bere che non è meno 
istruttivo investigare. Per far questo è comodo restare nel caso unidimensionale, ma non 
è necessario usare un modello particolare. 

Consideriamo come autofunzioni di approssimazione zero le onde monocromatiche 


y° = (Na) !? cp( 2 x) (10.29) 
normalizzate nel dominio fondamentale Nz, in modo che l'impulso p risulterà dato da 
p=9% — ,., #= +1 £2,... £ 0, (10.30) 


perché si dovrà avere un numero intero di lunghezze d'onda nell’intervallo Na.! Que- 
ste onde «si mescolano» linearmente per dare le autofunzioni di prima approssimazione, 


1) Si tenga presente che le autofunzioni non sono confinate all'intervallo Nz, nel qual caso si dovrebbero 
avere nodi agli estremi e quindi un numero intero di semilunghezze d'onda. 
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per effetto della perturbazione prodotta dal potenziale periodico V (x) che è convenien- 
te sviluppare in serie di Fourier, scrivendo 


V (x) = LE V, exp (25) (10.31) 
con 
U = = { V(x) csp(- rin de. (10.32) 
4 0 4 


L’energia nell’approssimazione zero sarà 


wo = L (10.33) 


e il potenziale V (x) sposterà questo autovalore della quantità < 2|V|p>. L'espressio- 
ne dell'elemento di matrice generico è 


Na 


<p'|V|p> = La Di i | exp(ari PE L- ap(er E) (10.34) 
Na h 4 


(o) 


l'integrale che qui figura è nullo a meno che non sia soddisfatta la condizione 


pp 
7 


+T 40 
4 


che dà 


Peo popest. 
4 


In questo caso al secondo membro della (10.34) resta soltanto v,. Si ha dunque 


v,, se vale la (10.35) 
<p'|V|p> = (10.36) 


zero, altrimenti . 
Lo spostamento dell’energia risulta perciò, in genere 
AW = <p\V|p> = vo. (10.37) 


Siccome », non è altro che il valore medio del potenziale perturbatore (Eq. (10.32) il 
suo effetto è soltanto quello di innalzare o abbassare la curva dell'energia E = f°/27 
della quantità costante ; un risultato molto poco interessante. Il vero effetto della per- 
turbazione si vede quando si va a considerare il fatto che gli stati di pattenza sono dege- 
neri, perché infatti gli stati con gli impulsi f e — # corrispondono alla stessa energia. 
Questa circostanza implica delle conseguenze purché il corrispondente elemento di ma- 
trice della perturbazione cioè < — p|V|p> sia diverso da zero. Si deve dunque avere 
contemporaneamente 
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da cui, eliminando p'’, 


@ 
a 


— 29 = $ 


e siccome i segni di ) e di s possono essere tanto + che —, le condizioni richieste si veri- 
ficheranno per quei valori di f che sono dati da 


d= ds = +5 ; (10.38) 
4 


si noti che tanto questa condizione che la (10.35) non sono incompatibili con la (10.30). 
Per i valori dell'impulso che siddisfano alla (10.38) il procedimento da applicare per de- 
terminare l'energia perturbata è quello di combinare preliminarmente le autofunzioni 
degeneri in modo da diagonalizzare l'energia fino al primo ordine nell’ambito di quel 
gruppo (qui una coppia) di autofunzioni. Ciò porta a scrivere un'equazione secolare le 
cui radici danno gli spostamenti d’energia in prima approssimazione. Nel caso presente 
l'equazione secolare è 


<ps\Vip> x <b.|V\—p> 


= 0 (10.39) 
<— p.|Vlo.> s«-plll—bS-% 
che per la (10.36) diventa 
Vo == X V; 
= 0. 
Vv Vo — X 

Sviluppando si ttova 

(vi — x} — |9:]? = 0 
da cui 

X = Vo È |% (10.40) 


Ciò significa che nei punti p, = 54/24, invece del valore dell’energia ( 2/27) + v che 
si dovrebbe avere se ne hanno due, uno più alto e uno più basso, cioè si presenta una d- 
scontimuità. I valori compresi fra questi estremi risultano quindi esclusi e così anche per 
questa via vediamo riapparire le bande permesse separate da bande proibite. Ciò fa an- 
che capire che i punti ), = 54/24 devono segnare sull’asse delle i limiti delle bande e 
infatti si vedrà che è così. 

Per ricavare l'andamento della curva W ( f) in vicinanza delle discontinuità si noti 
che quando i due impulsi p e p’ non sono esattamente l'opposto l’uno dell’altro, ma la 
differenza delle energie è piccola in confronto alla perturbazione, è lecito ugualmente 
applicare il procedimento perturbativo caratteristico del caso degeneré. Cioè si dovrà an- 
cora diagonalizzare la matrice dell’energia nell’ambito delle due autofunzioni. Non ha 
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importanza se in questo procedimento includiamo anche gli elementi della matrice im- 
perturbata perché questa è già diagonale. L'equazione secolare si può perciò scrivere, in- 
dicando con dp lo scostamento di dal valore caratteristico della discontinuità," 


| Lp. + + n—x di 
27m 


1 
* i 


V 
Ponendo 
lo 
x-(L@ + ») = èW 
27 


e sviluppando il determinante fino ai termini del secondo ordine nelle grandezze picco- 
le, cioè v,, dp e BW, si trova 


DÈ 


wr L (06) = 


ossia 


1/2 


v|} + Li (0p)] (10.41) 
V,J5A 


o = +| 


che nel piano (87, 32) rappresenta un’iperbole i cui rami sono, al minimo, distanti di 
2 |v,|. La Fig. 10.6 mostra che, per ragioni di continuità, siccome la curva deve racc 
darsi col grafico di ( )?/27) + vo, si deve scegliere il mezzo ramo superiore destri 
gno + in (10.41)) a destra di p, e quello inferiore sinistro (segno —) a sinistra di 
la tangente è orizzontale nel punto f = /,, cosa che avviene appunto, come sappiam 
ai limiti delle bande. 


Fig. 10.6 - Rappresentazione grafica dei limiti di banda nell'approssimazione a partire da parti- 
celle libere. 


1) Si è fatto uso della proprietà degli elementi di matrice diagonali di coincidere con la media delle grandezze 
(qui l'energia). 
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Fig. 10.7 - Andamento dell’energia in funzione di p: la curva superiore rappresenta l'energia im- 
perturbata mentre quella inferiore mostra l’effetto del potenziale periodico. 


Per stabilire la connessione col quadro visto al paragrafo precedente basta introdurre il 
numero d’onde (Fig. 10.7) 


be = 3 (10.42) 


BI 
\ 
Dalla (10.38) risulta che 2, corrispone ai valori di £ 


be pedala 
2a 


nei quali riconosciamo i limiti delle bande (Eq. (10.20)). Ciò permette di identificare il 
parametro £ del paragrafo precedente col numero d’onde dell'onda impertutbata di ap- 
prossimazione zero. Approfittando della non-univocità di £ (Eq. (10.11)), si può fare a 
meno di considerare valori di |£| superiori a 1/24 con l’artificio di sottrarre o aggiunge- 
re a £ quel multiplo di 1/4 che basta a trasportare nel campo (— 1/24, 1/24) quei punti 
che si trovano fuori di esso. Così facendo i vari archi di cui si compone la curva W (£) si 
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Fig. 10.8 - Bande di energia riportate alla prima zona di Brillouin. 
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riarrangiano e si ottiene un grafico dove a ogni banda permessa dell'energia corrisponde 
un arco concavo o convesso che va da — 1/24 a 1/24 (confrontare con la Fig. 10.4). La 
zona dell'asse dei £ che va da — 1/24 a 1/24 costituisce la 1° zona di Brillowin. Le one 
successive si trovano - spezzate in due metà, una a destra, una a sinistra - ordinatamente 
sempre più lontano da quella centrale. In Fig. 10.8, che utilizza soltanto il tratto 
(— 1/24, 1/24), tutte le bande sono state spostate nella 1% zona di Brillouin. 


10.4. Alcuni aspetti dinamici della teoria delle bande. Massa e densità 
efficaci. Conduttori e isolanti 


Il modello unidimensionale si presta anche a mettere in evidenza alcuni aspetti molto 
caratteristici della struttura a bande. 

Consideriamo per esempio la velocità degli elettroni. La grandezza più vicina alla ve- 
locità classica, dato il carattere quantistico del moto, è la velocità di gruppo di un pac- 
chetto d'onde che rappresenta la particella ed è data da 


inte, (10.43) 


dk h dk 


Si vede da qui e dal grafico in Fig. 10.8 che tale velocità è nulla non soltanto nella banda 
fondamentale per £ = 0, che corrisponde a una particella libera con impulso nullo, ma 
anche as limziti, oltre che al centro, di questa e di tutte le altre bande. Ha invece un mas- 
simo, per il valore assoluto, nei punti di flesso della curva W (£). 

Se supponiamo di far agire un campo elettrico E il pacchetto d’onde che descrive 
l'elettrone si muoverà (teorema di Ehrenfest) secondo le leggi classiche, cioè si dovrà 
avere 


LR (10.44) 
di mi 


dove 72° sarà una massa efficace che non è detto debba coincidere, anzi in generale non 
coinciderà, con la massa dell’elettrone. Dalla (10.43) si deduce 


di 1 4W db ros 


di ho do di 


La variazione di £ col tempo è legata a quella dell’impulso e questa a sua volta è data 
dalla forza agente. Si avrà infatti 


di _ 1 d(bk) _1 db 


di h di bh di 
ossia 
di = LA eÈ . 
di h 


Sostituendo questa espressione nell’Eq. (10.45) si ha 
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ya E (10.46) 
di bh de 


che confrontata con la (10.44) dà la massa efficace 


ata (LI) (10.47) 
dee 


L'andamento di 72° (4) in una banda a campana concava è indicato in Fig. 10.9. Si vede 
che in due punti (i punti di flesso di W7 (£)), la massa efficace diventa infinita ed è posi- 
tiva nella regione centrale della 1% zona di Brillouin e negativa nelle regioni periferiche 
(per una banda convessa i segni si invertono). Si constata, in altri termini, che il moto 
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Fig. 10.9 - Grafico della massa efficace in funzione di #; le discontinuità corrispondono ai punti 
di flesso della curva dell’energia W (£). 


può avere delle caratteristiche affatto inaspettate. Queste caratteristiche si riflettono 
sull’attitudine degli elettroni a trasportare una corrente. È vero che tale trasporto avvie- 
ne, quando avviene, a velocità costante, ma tale costanza vale solo per la velocità media. 
In realtà i singoli elettroni devono essere continuamente riaccelerati per recuperare 
l’energia che perdono negli urti contro il reticolo cristallino. Il processo di accelerazione 
è perciò essenziale per il formarsi e mantenersi di una corrente. In regime transitorio sarà 


di _ d(nevì — Pa dv 
di di di 


dove / è la densità di corrente e 7 la densità numerica degli elettroni. Per quanto detto 
precedentemente, abbiamo 


el 
di m° 


dove 72% è una massa efficace, e quindi otteniamo 
Cio Lp (10.48) 


Si può però fare una posizione diversa e introdurre, invece della massa efficace, una 
densità efficace n° ponendo 
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(10.49) 


In questo modo di descrivere le cose, gli clettroni mostrano la loro massa ordinaria, ma 
la loro densità è diversa da quella reale (#). Dal confronto delle due equazioni preceden- 
ti segue 


* 


n IM 


n m° 


Il rapporto # */7 si può perciò ricavare dalla precedente formula per 72° (Eq. (10.47): si 
vede allora che si tratta di una funzione di £ e quindi il risultato finale si può esprimere 
più correttamente scrivendo 


n _ m d°W (k) (10.50) 
Mu h de 


ni dk e n, dk sono le densità differenziali, efficace e vera, relative agli elettroni che han- 
no £ compreso fra £ e £ + «@£. Si otterrà la densità efficace totale n integrando #7 dk: 


n= | nKdk, 


ed essendo 
nude = O (k) ox dé (10.51) 
dove O (4) è il numero d’occupazione medio e gx la densità degli stati che si riferiscono 
agli elettroni contenuti nell’unità di volume, la precedente si può anche scrivere come 
Reg > | 2 0(4) dk si (10.52 
Ax 
Sostituendo mediante la (10.50) si ottiene 
m dDW a i 
spe VE E. DI) ad: 10.53) 
ff \ E db (£) 04 ( ) 
Per quanto si è notato al 8 7.6 del Cap. 7 sulla distribuzione di Fermi per gli elettroni di 
conduzione, O (4) è uguale all'unità per tutti gli stati inferiori a una certa energia e nul- 
lo altrimenti. Fissando perciò l’attenzione sulla banda di più bassa energia, abbiamo 
O(4)= 1 per|4k|<&, O(4) = 0 per|k|>&. (10.54) 


D'altra parte si deve avere, per la (10.52), 
kI 


| OMmed= n (10.55) 


—k) 


ma siccome gx è costante (Eq. (10.24)) ne deriva 
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2k o = n. (10.56) 
Ciò premesso, la (10.52) darà 
KI kl 
Pre { dW di = 1 CLA 
n ho 2h, de 26k,| de | 
ossia 
nm {| dW 
Peg 3 Stili 10.57 
e i (10.57) 


Si vede da qui che z.g è #4//0 per una banda completa cioè quando £, coincide con 
+1/2%. In tali punti infatti la derivata si annulla come mostrato in Fig. 10.10. Questa 
conseguenza, che è valida anche nei casi tridimensionali, suggerisce immediatamente 
una classificazione dei solidi in sso/zati e conduttori. 


pai 


Fig. 10.10 - Banda di più bassa energia nella 1? zona di Brillouin e modulo della sua derivata 
(x reg) 


Se la struttura di un solido è tale che gli elettroni di conduzione occupano una, o più, 
bande complete il solido non può trasportare corrente, perché la densità efficace dei suoi 
elettroni è zero. O anche, in altri termini, in un tale solido un campo elettrico applicato 
è incapace di dar luogo a un'occupazione asimmetrica degli stati in modo che ci siano 
più clettroni che si muovono in una certa direzione. Si ha quindi un iso/erte. Si avrà in- 
vece un corduttore se gli elettroni di conduzione non riempiono totalmente una banda. 
Oppure anche in caso di riempimento completo, purché ci sia una banda successiva, 
vuota, che si sovrappone in parte a quella occupata, cioè tale che il suo limite inferiore 
cada un po’ al di sotto del limite superiore della banda completa. Questa situazione non 
può presentarsi nei modelli unidimensionali, ma lo può invece, come vedremo, nella 
realtà tridimensionale. Quando ciò si verifica, gli stati della seconda banda sono a dispo- 
sizione degli elettroni di conduzione e questo fa sì che un campo elettrico, piccolo quan- 
to si vuole, può produrre una distribuzione asimmetrica degli elettroni e quindi una 
corrente, mandando una certa frazione degli elettroni a occupare stati di uguale energia 
nella banda vuota. Questo non sarebbe possibile se la successiva banda d’energia fosse 
separata da quella completa. Perciò si potrà dire che un solido è isolante se i suoi elettro- 
ni periferici riempiono totalmente una o più bande e queste sono separate da un inter- 
vallo finito d'energia dalle bande successive. Naturalmente l’intervallo in questione può 
essere più grande o più piccolo. Quando è abbastanza piccolo si hanno dei solidi con 
proprietà intermedie fra gli isolanti e i conduttori, cioè i serzicondutiori. 

Siccome il numero di autofunzioni è dato dal numero delle celle, in un cristallo mo- 
noatomico con N celle, cioè N atomi, in ogni banda ci sarà posto, tenuto conto dello 
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spin, pet 2N elettroni. È chiaro perciò che atomi con un solo elettrone di valenza, come 
quelli dei metalli alcalini, daranno sicuramente dei conduttori, perché non possiedono 
abbastanza elettroni per saturare nemmeno una banda. Per sapere cosa succede quando 
ci sono due o più elettroni di valenza, il modello unidimensionale non basta perché 
l'eventuale sovrapposizione delle bande diventa un aspetto essenziale. 


10.5. Funzioni di Bloch e bande d’energia nel caso tridimensionale 


Nel caso tridimensionale le funzioni di Bloch sono onde piane modulate da un fattore 
che ha la periodicità del reticolo, cioè si ha 


Yy (1) = exp(2r7k-1)z(0) (10.58) 
con % (r) che ha la proprietà 
u(t+t,)= (1), (10.59) 


dover, = #12 + z:b + z3c è unvettore del reticolo. Anche in questo caso la decom- 
posizione di y in due fattori non è univoca e infatti il vettore k equivale a qualunque al- 
tro che si ottiene da esso aggiungendovi un vettore K del reticolo reciproco 
k=k+K, (1 

come si verifica facilmente. Ciò permette di considerare i soli vettori di propa 
che appartengono a una cella del rezico/o reciproco, oppure alla cella di \ 
(Cap. 9, & 9.3) che coincide con la 1° zona di Brillouin. L’imposizione delle 
cicliche «quantizza» i vettori k in modo che si ha 


Ri. È ki 


k= — at + © br + + c (10.61) 
N; N, N; 


con £,, £., k; interi dati da 
k=+1,+2,...+*N/2 


e analoghe relazioni pet £. e £;. Qui Na, N:b, N;c sono gli spigoli del parallelepipedo 
fondamentale, con N, N., N; interi «macroscopici»! Come si vede questo dì N,N;N; 
vettori k distinti e quindi altrettante autofunzioni linearmente indipendenti, cioè tante 
quante sono le celle elementari nel parallelepipedo fondamentale. 

Anche nel caso tridimensionale è molto istruttivo applicare il procedimento perturba- 
tivo che prende come autofunzioni di approssimazione zero delle autofunzioni di patti- 
cella libera, cioè delle onde piane 


Vr) = E exp (277 k - 1) (10.62) 
JA 


1) C'è una precisa analogia procedurale col dominio di Born e von Karman introdotto nello studio delle vibra- 
zioni dei reticoli cristallini. 
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normalizzate nel volume 
A=NN.Na-:(bA0 (10.63) 


del parallelipipedo fondamentale. Come potenziale perturbatore si prenderà il poten- 
ziale periodico V/ (1) «sentito» (in media) dal singolo elettrone nel reticolo cristallino, po- 
tenziale che è conveniente sviluppare in serie di Foutier nella forma (Cap. 8, $ 8.3) 


V(r) = Yxv(K)exp(2riK-1) (10.64) 
con 


1 


“n {UV (1) exp (— 2r6K - n) d°1 (10.65) 


o (K) = 


dove l’integrazione è estesa alla cella elementare. 
Si trova facilmente, in analogia al caso unidimensionale, che il generico elemento 
di matrice della perturbazione è dato da 


<k'|V|k> = v(K) (10.66) 
con 
Kel'k, (10.67) 


cioè si perturbano quelle onde i cui vettori di propagazione differiscono di un vettore 
del reticolo reciproco. Se si va a confrontare con le condizioni per la diffrazione dei raggi 
X(Eqq. (8.5) e (8.34) del Cap. 8) si trova che le onde che si perturbano sono quelle stes- 
se che sarebbero convertite l'una nell'altra per riflessione sui piani reticolari (le condi- 
zioni di diffrazione riguardano soltanto direzioni di propagazione e lunghezze d’onda e 
sono perciò le stesse per radiazioni di qualsiasi natura, raggi X, elettroni, neutroni, 
ecc.). Saranno d'altra parte in degenerazione quelle autofunzioni di approssimazione 
zero che hanno lo stesso modulo |k| del vettore di propagazione ed avremo, in analogia 
col caso unidimensionale, delle discontinzità dell'energia ogni volta che la condizione 
(10.67) e la condizione 


|k| = |Kl (10.68) 


sono verificate simultaneamene. Graficamente questa situazione è rappresentata in Fig. 
10.11 dove O — A’ e A — O sono due vettori consecutivi del reticolo reciproco e M, M' 


\A 


Fig. 10.11 - Composizione vettoriale (differenza fra i vettori di propagazioni k' e k) per ottenere 
il vettore K del reticolo reciproco; II e II! sono le giaciture di due piani reticolari. 
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sono i loro punti di mezzo. Risulta dalla Fig. 10.11 che i vettori che soddisfano a (10.67) 
e (10.68) partono dall'origine O pet appoggiarsi a un generico punto dei piani II oppu- 
re II’ condotti perpendicolarmente nei punti di mezzo dei vettori A— Oe 0 — A', 
regola che può essere espressa dall’equazione 


k-K= KP; (10.69) 


= 
2 


I piani perpendicolari nei punti di mezzo dei vettori K sono d'altra parte quelli che deli- 
mitano le zone di Brillouin, e in particolare la prima che contiene come si è detto tutti i 
vettori k significativi (Cap. 8, $ 8.3). Se ne conclude perciò che le discontinuità 
dell’energia si presentano alla superficie di confine delle zone di Brillouin. 

Nello spazio dei vettori k consideriamo ora una retta 4 passante per l’otigine e un vet- 
tore k di modulo (e verso) variabile spiccato dall'origine e che giace sulla retta (Fig. 
10.12). Mentre l'estremo del vettore percorre tutti i punti da P, a Pi, andando da una 
faccia alla faccia opposta del poliedro di Brillouin (1* zona), l'energia W.(k) varia secon- 
do un arco di curva del tipo di quelle viste nel caso unidimensionale (Fig. 10.8) e ci sarà 
una serie di tali archi corrispondenti alle varie bande (vr = 1, 2, ...). Se consideriamo 
un’altra retta, v, le curve (4) saranno analoghe ma non necessariamente uguali, come 
si capisce dal fatto che la discontinuità AW = 2 xx è legata, attraverso le (10.67) e 
(10.68), al K che ha fornito le facce terminali del poliedro. Si presenta perciò una possi- 
bilità che non esiste nel caso unidimensionale. In quel caso le bande erano - poco o 
tanto - tutte separate le une dalle altre; qui si ha invece la possibilità di una sovr4pposr 
zione (overlapping) delle bande che, come si è già accennato al paragrafo precedente, è 
una circostanza di notevole portata, specialmente nello stabilire se il solido sarà condut- 
tore o isolante. 


Fig. 10.12 - Poliedro di Brillouin che mostra come i limiti superiori dei moduli dei vettori di pro- 
pagazione sono diversi nelle diverse direzioni. 


Vogliamo illustrare due casi tipici servendoci per più chiarezza di diagrammi, simili 
alla Fig. 10.7, riportati in Fig. 10.13. Nel primo caso (Fig. 10.132) la discontinuità fra la 
prima e la seconda banda per la direzione cade nell’interno della prima banda per la 
direzione v, cioè le due bande si sovrappongono. Scegliendo opportunamente la dire- 
zione del moto si possono perciò avere tutti i valori dell'energia, senza interruzioni. An- 
che se il numero degli elettroni di valenza è 2N il solido è ugualmente un conduttore, 
perché c'è sempre la possibilità di alterare la distribuzione anche con un campo elettrico 
piccolo quanto si vuole. Nel caso illustrato dalla Fig. 10.134 le discontinuità dell’ener- 
gia sono più grandi ed esiste un'effettiva interruzione nel campo delle energie permes- 
se, cioè una banda proibita. In tal caso se gli elettroni di valenza riempiono totalmente 
la banda inferiore, il solido è un isolante, mentre è conduttore se il riempimento è sol- 
tanto parziale. 


392 Capitolo 10 


W(£) 
h WIE) À 


agi 


Fig. 10.13 - Bande di energia secondo le direzioni x e v di Fig. 10.12. Nel caso (4) si ha sovrappo- 
sizione fra le due bande poiché la discontinuità secondo la direzione 4 è compresa 
nella prima banda per la direzione v e viceversa. Nel caso (4) invece non c'è sovrap- 
posizione. 


10.6. Approssimazione degli elettroni quasi legati 


Nel paragrafo precedente abbiamo approssimato le autofunzioni degli elettroni in un 
solido partendo da quelle che descrivono tali elettroni come 4beri. È importante consi. 
derare anche l’approssimazione di carattere opposto in cui si parte da autofunzioni che 
trattano gli elettroni come /egazi, ossia autofunzioni elettroniche degli atomi isolati, 
centrate negli atomi del reticolo cristallino. 

Considerando, per semplicità, un solido monoatomico e una sola banda introdurre- 
mo un solo tipo di autofunzione «locale» g (1). Si può vedere che l’autofunzione generi- 
ca per un elettrone prende la forma (detta sorzzz4 di Bloch) 


v (1) = dg exp(27ik-r.)g(rt—-r,) (10.70) 
dove gli r, indicano, come al solito, i vettori del reticolo e la somma è su tutti questi vet- 


tori. Si tratta di mostrare che la funzione proposta soddisfa al teorema di Bloch che, nel 
caso tridimensionale, si scrive 


(1 + r,) = exp(277k-s_)Y (1). (10.71) 
Questa verifica è immediata perché infatti sarà, per la precedente, 
V(1+1,) = Li exp (2r/k-e.) er (tn — tm] 
= exp(277k-tm) >> exp [277k (6. —tn)} (in tm). 
Il fattore L nell'ultimo membro differisce dalla y (1) iniziale, cioè la (10.70), solo for- 
malmente, ossia per uno spostamento nella numerazione dei vettori reticolari. 


Non presenta difficoltà il calcolo dell'energia di prima approssimazione, del quale 
diamo soltanto il risultato finale che è 
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W (k) = W°—a—BL.exp(2rik-s,), (10.72) 


dove s, sono i vettori che vanno da un atomo generico ai suoi vicini diretti, che si trovano 
a una distanza 4 (e ai quali la somma è limitata), mentre a e f sono dei parametri che si 
esprimono essenzialmente per mezzo di tre integrali i quali dipendono fortemente dal 
grado di vicinanza degli atomi, come ad esempio il tipico integrale di overlap 


o= |e(P_—0)g*(P—0')d"P, (10.73) 


dove O e O' sono i centri di due atomi vicini. Siccome. tanto a che 6 decrescono mono- 
tonamente immaginando di dilatare il reticolo, fino a tendere a zero quando la distanza 
4 fra atomi vicini si fa tendere all’oo, ne segue che in tale limite W (k) tende a W° indi- 
pendentemente da k: W° è proprio l’autovalore che corrisponde all’autofunzione g (t) 
dell’atomo libero. 

Le bande d'energia originano dal fatto che a valori finiti della distanza 4 si ha una di- 
pendenza di W da k tanto più forte quanto più £ è grande, e quindi crescente al dimi- 
nuire di 2. Cioè l’autovalore W° si «allarga» in una banda permessa. Si ha così una cortti- 
spondenza fra ciascuna banda e un autovalore dell'energia dell'atomo libero, in analo- 
gia a quello che si era visto col modello di Kronig e Penney alla fine del $ 10.2. In Fig. 
10.14 sono riportate le curve che danno il limite superiore e inferiore delle bande 35 e 3) 
del sodio, in funzione di 4. 
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-84 sa 
7 —__———_ a 4 (À 
0 2 4 6 


Fig. 10.14 - Limite superiore e inferiore per le bande 35 e 3) del sodio; 4 rappresenta la distanza 
interatomica nel cristallo. 


Conviene esaminare più da vicino un caso particolarmente elementare e cioè quello di 
un reticolo cubico semplice. In questo reticolo ogni atomo ha sei vicini. Prendendo un 
atomo generico come origine, ai sei vicini si possono far corrispondere i seguenti vettori 
Sy 


si = (2,0, 0) s = (— 4,0, 0) 
sì = (0, 4,0) Ss = (0,— 4,0) 
sì = (0,0, 4) s1=(0,0,— 2). 


La somma che appare in (10.72) diventa 
L = [exp(27îk.0) + exp(— 2rik,a)] + [exp (27/4, 0) + exp (—271£,0)] 
+ [exp (2724.4) + exp(— 275 k. 4] 
cioè 


L = 2(cos2rk.4 + cos27 ka + cos27 k, 4). 
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L’energia ha dunque la forma 


W (k)= A— B(cos27k,4+ cos2rk,4+ cos2rk,a), (10.74) 
W(kx)À 
A-B 
j 
A-BI —— 
21: 0 Ti kx 
2a 2a 


Fig. 10.15 - Rappresentazione grafica dell’Eq. (10.74) nella direzione £,. 


che verifica il carattere periodico di W (k). Il limite superiore della banda si ha per £, = 
k, = k, = + 1/24, cioè ai vertici del cubo di spigolo 1/24 che è la 1* zona di Brillouin. 
Il limite inferiore della banda si ha per 4, = 4, = 4, = 0, cioè al centro della zona. In 
Fig. 10.15 è riportato l'andamento di W lungo uno degli spigoli. Sviluppando i coseni 
in questo intorno si trova 


Il 


W (k) = A— B[3— 2r°4° (k2° + & + k3)] 


cost. + 2r°2°B (4 + k° + k2) (10.75) 


cioè si ritrova la caratteristica dipendenza quadratica, affine a quella di una particella li- 
bera di massa efficace 


E 5° 
dB 


La stessa formula ci dice che le superfici W = cost. sono, verso il centro della 12 zona di 
Brillouin, delle sfere concentriche con questa. 

Anche intorno ai vertici della zona le superfici di uguale energia sono delle sfere, ma 
centrate nei vertici. Infatti si potrà anche lì sviluppare i coseni che figurano in (10.74) 
dopo averli messi nella forma 


cos 2ra(1 — k) con ki = te kb. 
24 24 
Si trova 
W (k) = cost. — 2° 4° B(k5° + k5° + k/°) (10.76) 


dalla quale fra l’altro si vede che la massa efficace risulta negativa, come abbiamo già vi- 
sto avvenite nel caso unidimensionale per le regioni vicine ai confini delle zone di Bril- 
louin ($ 10.4). 

Segue dalla (10.74) che sui piani coordinati, per esempio £, = 0, si ha un’interse- 
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zione rettilinea con una delle superfici WY = cost. quando è 


cos 27 ak, + cos 274 k, = cost. (10.77) 


equazione che è soddisfatta soltanto per (27 44, * 2744) = + 7, ossia per 
k,+k= + — (10.78) 


nel qual caso la costante in (10.77) è zero. Vale la legge che sulle superfici che limitano 
una zona, detto n il versore normale ad esse, si deve avere 


(grad, W)-n = 0; (10.79) 


questa rappresenta la generalizzazione di quanto visto per il modello unidimensionale 
con l’Eq. (10.20). Tenuto conto di questo e dei risultati precedenti, si vede che le inter- 


Fig. 10.16 - Intersezione delle superfici ad energia costante (Eq. (10.74)) con il piano £. = 
nella 1* zona di Brillouin. 


sezioni delle superfici WY = cost. con il piano £, = 0 hanno l'aspetto indicato in Fig. 


10.16. La verifica della (10.79) è facile nel presente caso particolare. 1 piani che delimi- 
tano la 1° zona di Brillouin sono 


1 
24 24 24 


che hanno per normali i rispettivi versori degli assi (o i loro opposti). D'altra parte si ha, 
dalla (10.74), 


grad, W = 2raB(sen2rk.4,sen27k,4,sen27k,d). 


Considerando per esempio i piani 4, = + 1/24 coni versori normali + i, si vede che è 


(grad, W)-(* 1) = + 2r4Bsen2rka4=0, per k, = dii 
24 


La forma delle superfici W = cost. nello spazio dei vettori k (nel caso di quelle più ester- 
ne) è indicata, in due celle contigue, nella Fig. 10.17. Se la banda non è completamente 
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DI 


Fig. 10.17 - Rappresentazione tridimensionale della superficie W = cost. nello spazio dei vettori 
k. Quando W = up tale superficie prende il nome di superficie di Fermi, 


riempita, i punti rappresentativi degli elettroni occupano lo spazio interno a una di que- 
ste superfici. L'energia su di essa ha il valore del parametro u nella distribuzione di Fer- 
mi (Cap. 7, $ 7.5). Tale superficie si designa usualmente col nome di superficie di Fer- 
ma. 

Una caratteristica importante di una banda è la densità dei suoi stati @ (W ), cioè il 
numero di questi per unità d’intervallo d'energia, usualmente riferita all’unità di volu- 
me del materiale. Ci limitiamo a riportare in Fig. 10.18 alcuni aspetti tipici di o (VW) 
nei casi più semplici. Si noti l’annullarsi di 0 (W) ai limiti della banda, in cui spesso 
l'andamento è proporzionale a W!/?, oppure a (Wu — W)!?. Dati empirici su 0 (VW) 
si ottengono dagli spettri X di emissione e di assorbimento in quanto gli stati elettronici 
di cui si parla possono essere stati di partenza o di arrivo nell’emissione o assorbimento 
di un quanto X; si ricordi che la densità degli stati si trova a fattore nelle espressioni del- 
la probabilità di transizione per unità di tempo (Cap. 4, $ 4.2). 


AAA A. 


(4) (5) (c) 


Fig. 10.18 - Densità di stati elettronici nelle bande, in funzione dell'energia: 4) bande non so- 
vrapposte, 4 ) bande sovrapposte, c) forma tipica. 
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Problemi 


1. Verificare qualitativamente l'andamento della funzione d'onda come mostrato in Fig. 10.2. In- 
dicando con y° (x) la funzione d'onda imperturbata e con y; (x) quella di perturbazione, calcolare 
l'ordine di grandezza dell’ampiezza del rapporto Wi max (4)/Y° (x); assumere i seguenti valori nu- 
merici: Mn = 106V,4=3A4,/= 0.3 À 


Soluzione. L'equazione di Schròdinger fuori dai pozzi di potenziale (Eq. (10.6) ha come soluzio- 
ne, per energie positive, una funzione sinusoidale del tipo 


Y° (x) x senax, 


con una lunghezza d’onda associata pari a) = 27/«. La funzione y° (x) è rappresentata dalla li- 
nea tratteggiata in Fig. 10.2. La presenza di un potenziale periodico del tipo di Kronig e Penney 
provoca una discontinuità nella derivata prima della funzione d’onda imperturbata (Eq. (10.9) 


vd , \/ 
vl V xv 
rà 
CAS 3%, Lx CONE) 


I 
n 
il 


Fig. 10.19 - Andamento di y (x)/y° (x) (linea continua) insieme al modello di potenziale (linea tratteggia 
ta). Nella parte superiore è riportato il grafico di Y1(x)/y°). 


che avrà l'aspetto mostrato in Fig. 10.19 dove i punti estremi della discontinuità sono raccordati, 
in prima approssimazione, con una linea retta di equazione 


Vi) _ 2 ( 2) 
= — X — — 
vo (x) 4 


che è valida nell’intervallo 0 + 4 e per /<« 4. 
Considerando la funzione d'onda imperturbata y° (x) circa costante, attraverso l'intervallo di am- 
piezza 4 considerato, otteniamo 


i: (3) n 


= — (x? — ax) + cost. 


V° (x) 4 


dove la costante arbitaria può essere assunta in modo tale da rendere l'espressione precedente a 
media nulla (in modo da preservare un'eventuale normalizzazione di tutta la funzione d'onda). 
La funzione d’onda y, (x) deve essere sommata alla funzione imperturbata y° (x) ed è immediato 
verificare l'andamento di Fig. 10.2. Con i valori numerici del testo e per un solo elettrone ottenia- 
mo n = 0.5 x 10% cm, da cui Yi ma (2)/Y° (2) = 0.4. 


2. Considerate un modello unidimensionale con un potenziale periodico del tipo di Kronig e Pen- 
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ney, nell’approssimazione di elettroni liberi. Partendo dalle distribuzioni elettroniche, stimare 
l’ordine di grandezza del gap di energia al limite della 1? zona di Brillouin con gli stessi valori nu- 
meri del problema precedente. 


Soluzione. Nell’approssimazione di elettroni liberi, l’autofunzione di approssimazione zero (Eq. 
(10.29) per il limite della 12 zona di Brillouin ( f = 4/24) è data da 


V (+ v% = * cp(+ n) 


dove i segni + rappresentano un'onda progressiva o regressiva. Nel cristallo si formeranno onde 
stazionarie come combinazioni simmetriche o antisimmetriche di onde progressive o regressive, 
cioè 


Lui 1 1 | a =) 2 TX 
(XxX) = N == Cx| + CX = COS 
2 VNa si 4 i 4 v2Na a 


| 1 gi Tx Tx 2 TX 
Va (x) = [sp ( )L exp F ) = sen 
N22 Na 4 a V2Na 4 


Le distribuzioni elettroniche delle onde stazionarie sono date da |y..a) |? € sono mostrate in Fig. 
10.20 insieme alla distribuzione elettronica dell'onda progressiva (0 regressiva) |yw°|?. Si vede che 


Fig. 10.20 - Distribuzioni elettroniche delle due onde stazionarie |g,|? e |y.|} insieme a quella dell'onda 
progressiva |y°|?. Nella parte inferiore della figura è riportato l'andamento del potenziale pe- 
riodico. 


la |y,}} tende ad accumulare le cariche in corrispondenza dei pozzi di potenziale mentre l'altra le 
addensa nelle posizioni intermedie pertanto, rispetto alla distribuzione dell’onda progressiva, esse 
subiscono due effetti opposti da parte dei pozzi e di conseguenza si origina una diversificazione 
nell’energia. Tale energia può essere valutata come 


aW=|VAalvoa 


che risulta sensibilmente diversa da zero solo per la y, (x). Abbiamo quindi 


2 ; 
AW= _—_ |P (0) cos? se dx = Li N {P 6) cos? die dx 
Na È 4 Na 4 


ed essendo / < 4, possiamo scrivere 


I 


2V/ Li 2V1 


4 
o 


Sostituendo a questa espressione i valori numerici del problema precedente otteniamo A W = 


eV. 


3. Risonanza di ciclotrone. L'esperienza di risonanza di ciclotrone rappresenta un metodo per la 
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misura della massa effettiva degli elettroni in un conduttore. Si tratta sostanzialmente di rilevare 
la variazione della resistenza superficiale di un campione, posto in una cavità risonante a microon- 
de, in presenza di un campo magnetico statico ma variabile, a bassa temperatura. 

Gli elettroni del campione in prossimità della superficie percorrono delle orbite circolari a causa 
del campo magnetico (con campi dell'ordine di 10 kGauss, il Mo dell'orbita elettronica è 
dell'ordine di 107° cm) e acquistano (o cedono) energia dal campo el nn della cavità. 
Questo fenomeno si accentua quando, in condizioni di risonanza, il periodo degli elettroni, nella 
loro orbita, è uguale ad un multiplo intero di periodi del campo elettromagnetico. Al variare del 
campo magnetico H si ottengono delle curve di variazione di resistenza superficiale che mostrano 
una setie di picchi ciascuno corrispondente alla condizione di risonanza data da 


wr2°C 


En 


dove w = 27v è la frequenza angolare del campo a microonde, c è la velocità della luce, e è la cari- 
ca dell'elettrone ed 7 un numero intero. 

Nel caso del pozassio - per il quale la superficie di Fermi è pressoché sferica c quindi i risultati sono 
indipendenti dall’otientazione dal campione - si ottengono i risultati riportati in Tabella 10.1 
(C.C. Grimes e AF. Kip, Phys. Rev. 132, 1991 (1963). Ricavare, in base a tali dati, la massa effi- 
cace degli elettroni del potassio. 


Tabella 10.1 - Valori del campo magnetico, in un esperimento di risonanza ciclotronica, in corrispondenza 
dei picchi di risonanza e per una frequenza v pati a 66.2 GHz. I valori di 7 sono dedotti dalla 
condizione che H" deve annullarsi per x = 0. 


H (kG) H" (KG)! # 
7.30 0.137 4 
5.85 0.171 5 
4.85 0.206 6 
4.15 0.241 7 
3.66 0.273 8 
3.30 0.303 9 
2.93 0.341 10 


Soluzione. La massa efficace può essere ricavata applicando direttamente la condizione di risonan- 
za, per i vari dati sperimentali, e mediando poi sui risultati ottenuti. 

Una determinazione più accurata può essere ottenuta considerando la funzione H"' (7): riportan- 
do in grafico i valori sperimentali si ottiene una retta il cui coefficiente angolare dà la variazione di 
H"! quando # varia di una unità. Indicando con A (H"') tale variazione, si verifica immediatamen- 
te che la massa efficace è data da 


e 
we A(H"') 


Dai dati di Tabella 10.1 si trova 4 (H"!) = 34 x 1075 Gauss" e sostituendo gli altri valori numerici 
otteniamo 72% = 1.24 77, dove 72 è la massa dell’elettrone libero. 


11. Conduzione elettronica 


11.1. Conduzione nei metalli secondo la teoria di Sommerfeld 


L'idea di spiegare la conduzione elettrica e termica dei metalli mediante il moto degli 
elettroni fu una conseguenza della scoperta di queste particelle. Alle prime ricerche in 
questo campo sono legati i nomi di Riecke, Drude, Lorentz, Wien e altri. Questi studi 
portarono da un lato a risultati interessanti, come la spiegazione della legge di Wiede- 
mann e Franz (proporzionalità alla temperatura assoluta del rapporto fra conducibilità 
termica ed elettrica, per temperature non troppo basse) mentre dall'altro conducevano 
ad aperte contraddizioni con l’esperienza, prevedendo per esempio un contributo di cit- 
ca 3R/2 per grammo-atomo al calore specifico dei metalli. Chi si avvicinò di più alla 
realtà fu Wien che, nel 1913, postulò l'indipendenza della velocità degli elettroni dalla 
temperatura e l’inversa proporzionalità del loro libero percorso all’ampiezza quadratica 
media delle oscillazioni termiche degli atomi del reticolo cristallino. Questi postulati 
però non si sapevano giustificare. La situazione rimase stazionaria fino alla scoperta, per 
opera di Fermi, della statistica alla quale obbediscono gli elettroni (1926). Sommerfeld 
vide subito nella statistica di Fermi il mezzo per superare le vecchie difficoltà e nel 1928 
presentò la prima teoria elettronica soddisfacente. 

Vale la pena, prima di considerare il problema della conduzione, di vedere alcune ca- 
ratteristiche generali del modello in questione. 

Il gas elettronico di Sommerfeld è un gas di particelle libere, salvo per il loro confina- 
mento al volume del metallo.!? Il numero di stati, pet ciascuna particella del gas, asso- 
ciati, in un campione di volume V, all'elemento di volume 4°*p = db, 4b, dp. dello spa- 
zio dell'impulso è come sappiamo?’ 


2v 
SL cd? 
rralieili 


e si suppone che questi stati siano, in condizioni di equilibrio, occupati secondo la di- 
stribuzione f di Fermi cosicché nel generico elemento di volume 4°p si avranno 


2V 
h 


h(W) d°p (11.1) 


_+—€& 


1) È un’approssimazione plausibile considerarlo anche come un gas ideale, dato l’effetto neutralizzante degli 
ioni positivi del metallo fra i quali gli elettroni devono muoversi. 


2) Il fattore 2 è dovuto al fatto che ogni stato di moto traslatorio è occupato da due elettroni con spin opposti; 
vedi Cap. 7, 87.1. 
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elettroni; l’indice zero per fsta a indicare l'assenza di campi elettrici applicati. Come 


sappiamo (Cap. 7, $ 7.5), fr (W ) è data da 


1 
o (VW) = 11.2 
ra exp(W— up/£4T) + 1 | 


Allo zero assoluto (HW) è una funzione a scalino con ginocchio nel punto W = 4 = 
Pil 271* (qui l'indice zero sta a ricordare che ci si riferisce a 7 = 0). Esiste una relazione 
semplice fra up e la densità numerica # del gas elettronico. Si dovrà avere infatti, allo ze- 
ro assoluto, indicando con N il numero degli elettroni nel campione che si considera 


WS hop 


2V n 2V dr 
v- | 5 d’p 5 3 Por 


dove fx è il raggio della sfera di Fermi nello spazio dell’impulso. Naturalmente la su- 
perficie di Fermi risulta sferica soltanto perché si è usato l’approssimazione di onde libe- 
re invece delle onde di Bloch. L'ipotesi che si tratti di un buon conduttore legittima in 
qualche modo tale semplificazione in quanto significa che la superficie di Fermi è lonta- 
na dai confini di zona (la coincidenza con essi farebbe addirittura sparire la conducibili- 
tà: vedi $ 10.4 del Cap. 10). Segue dalla precedente equazione 


3 


Lu Dre sr (Le) (11.3) 
V 3 6 
o anche 
4 1/3 1/3 
1 
Por = 4 (2) ’ Ror ssi 1(2) (11.4) 
207 ZA 
dove £, è il numero d'onde limite, e quindi infine 
2/3 
h? 
he È (®) (11.5) 
822 \ 


Il parametro up prende il nome di energia di Fermi (allo zero assoluto).! 

Per applicare la precedente a un caso tipico prendiamo per esempio l'argento, con un 
elettrone di conduzione per atomo, peso atomico 107.9 e densità 10.5. Si trova, 
nell'ipotesi che la massa efficace non differisca dalla massa ordinaria (9.11 x 107 g), 


n= 5.86 x 10°, bio = 8.77 x 107! erg = 5.47 eV. 


Dato che #7'alla temperatura ordinaria (TY = 3 x 10? K) vale soltanto 4.14 x 10°!* erg, 
cioè 2.58 x 107? eV, si deduce che il gas elettronico è sempre praticamente in condizio- 
ni molto vicine a quelle allo zero assoluto, nel senso che £47' è trascurabile in confronto 
all'energia degli elettroni (in scala di temperatura, cioè ponendo wu = £T, l'energia 4 
per l’Ag corrisponde a 7, = 6.36 x 10° K). 

Si può in molti casi trascurare la variazione - una leggera diminuzione - dell'energia 


1) L’uso della formula classica p°/272 per l'energia è accettabile in quanto i livelli energetici degli elettroni di 
conduzione si seguono praticamente con continuità. Meno accettabile è invece la sostituzione della massa 
normale al posto di quella efficace. 
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di Fermi fra lo zero assoluto e le temperature finite (come accade usualmente di conside- 
rare). È però importante tener conto che alle temperature finite si smussa il gradino di- 
scontinuo della funzione f.((W) per dare una pendenza finita in un tratto che si può fa- 
cilmente valutare. Si trova infatti per 4 /AW7 


di, 1° epllW”— w/KT] 
dW AT {exp [(W — u/KT] + 13° 


Il punto di mezzo della discesa si ha per exp [(W — 4)/KT] = 1 quindi otteniamo, in 
tal punto, 


di ci i (11.6) 
dW 4kT 


da cui segue che il tratto AW in cui si concentra la discesa della funzione f(W ) (Fig. 
11.1) è dato da 


AW= 4ET, (11.7) 


molto piccolo, dunque, in confronto alla lunghezza del gradino, per qualunque tempe- 
ratura che occorra praticamente considerare. 


Fig. 11.1 - Particolare della distribuzione di Fermi nella zona di discesa per temperature finite 


Tornando al problema della conduzione osserviamo che in assenza di campi applicati 
la distribuzione di Fermi è simmetrica, cioè si ha lo stesso numero (vedi (11.1)) di stati 
occupati nel generico 4*p come nel suo opposto rispetto all'origine. Non è più così sc c'è 
un campo F agente, per esempio, nella direzione  — x. Allora la distribuzione cambia 
e si avrà nel 4*p un numero di elettroni 


(11.8) 


Fig. 11.2 - Distribuzione di Fermi sferica nello spazio degli impulsi (linea continua) e sua modifi. 
ca in presenza di un campo elettrico (linea tratteggiata). 
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in cui fè la stessa f che ha subito un leggero spostamento nella direzione del flusso de- 
gli clettroni (e quindi opposto al campo e alla corrente), spostamento enormemente esa- 
gerato nella Fig. 11.2. Siccome la densità di corrente dovrà essere! 


J=n0e<v>, 


dove con <v> si indica la velocità media, troviamo (V scompare perché ci si riferisce 
all'unità di volume) 


= {cu PESTIE (11.9) 


hè mn 


In questa formula il termine fi non dà ovviamente alcun contributo ed è incluso unica- 
mente per mettere in evidenza il fatto che la corrente è dovuta alla deviazione della di- 
stribuzione dalla distribuzione d’equilibrio f. È importante rendersi conto della 4i4- 
mica su cui si basa la distribuzione asimmettica f(p), anche se pet abbreviare semplifi- 
cheremo un po’ il ragionamento. 

Per ettetto di un campo elettrico E, che supponiamo agire lungo l’asse x negativo, 
ogni elettrone subisce un'accelerazione eEi/m2. Ciò significa che il contenuto in punti 
rappresentativi dell'elemento di volume 4?p viene sostituito nel tempo 47 da quello del 
corrispondente elemento di volume (4*p)' spostato rispetto al primo di un tratto 


dp, = eEdi 


lungo l’asse »,. Perciò si ha, per il cambiamento della distribuzione dovuto al campo, 


(2) PR FA È (11.10) 
dt /, dp, di dp, 


Nelle usuali condizioni, stazionarie, questo termine nell’espressione di df/di, che è nul- 
la, è compensato da un termine uguale e opposto. Per capire l’origine di questo secondo 
termine basta pensare che sopprimendo istantaneamente il campo E, la corrente an- 
drebbe molto rapidamente a zero, cioè si ristabilirebbe in brevissimo tempo la distribu- 
zione di equilibrio. Per raggiungere questo scopo non c'è bisogno di forze «ad hoc», ma 
basta l’ordinario meccanismo statistico dovuto alle collisioni elettrone-reticolo cristallino 
(gli urti elettrone-elettrone conservano l'impulso complessivo degli elettroni e quindi 
sono inefficaci in questo senso). È una delle idee fondamentali della statistica che il 
meccanismo delle collisioni tende a produrre la distribuzione più probabile e questa, in 
assenza del campo, è la distribuzione f( 2). 

Si può constatare in casi particolarmente semplici, e si ammette in generale, che il 
passaggio da una distribuzione di non-equilibrio a quella di equilibrio (processo di rilas- 
samento) avviene con legge esponenziale, ossia del tipo 


(2) - CA Ùi ml ho) du) 


di dt 


coll 


dove 7 è un tempo caratteristico (femzp0 di rilassamento) e dove l'indice «coll» sta a ricor- 
dare che la derivata rappresenta l’effetto statistico delle collisioni. L'equazione completa 
per /(p) in regime stazionario sarà dunque, richiamando il risultato precedente, 


1) Qui, come nel seguito del capitolo, intendiamo con e il valore relativo della carica dell'elettrone. 
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dj d 1 
d = d PRE + — (f{-%) = 0. 
di dp. T 
Siccome nei casi d’interese pratico la differenza fra fe fo è sempre straordinariamente 


piccola, si potrà sostituire df/9p, con dfr/dp, e siccome f dipende solo dall'energia, e a 
questa attribuiamo l’espressione dell'elettrone libero 


W(P) = ae, +00 # DI: (11.12) 


la precedente si trasforma in definitiva in 


(-h ll, 
d 


a 
T 


Sostituendo nella (11.9) (applicata alla componente j. = 7 ) si ricava per la densità di 
corrente, lasciando cadere l’indice x e sostituendo 7? con il suo valore medio 1° /3, 


Ce) 


2e? dfo 
= — Er \wn LD d 11.13 
! 353 au € P Vieni) 


che si può ancora facilmente trasformare in 


(a) 


167 e 2) gr | por dh awe. (11.14) 
363 ò dw 


f > 


Ma la distribuzione di Fermi ha derivata non nulla praticamente solo nell’immediata vi 
cinanza del suo limite superiore. Funzioni a decorso «ordinario» come °° possono es- 
sere considerate costanti nel tratto di pochi 4T in cui è df/09W7 # 0 e ff passa dal valore 
uno al valore zero. Ne viene che la precedente può essere scritta 
2 1/2 
- rea) piper, (11.15) 
35° 


Utilizzando l’espressione (11.5) pet l'energia di Fermi (VW; = Wi = Hor) Si trova 


fe E; (11.16) 
mn 
dalla quale si deduce per la conducibilità 0 
pr EEE (11.17) 


mn 


che giustifica la legge di Ohm, in quanto il secondo membro per un dato metallo e in 
date condizioni fisiche è una costante. 
Il fatto che — 4/97 si comporti in pratica come una funzione di Dirac 


db #0 = (11.18) 
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mostra, in connessione con le Eqq. (11.13) e (11.14), che la sola parte della distribuzio- 
ne di Fermi che è attiva nel trasportare la corrente è fa superficie della distribuzione stes- 
sa: in altri termini solo gli elettroni con impulso — Dr trasportano la corrente. Ciò è reso 
intuitivo dalla Fig. 11.2 che fa capite come tutto l’interno della distribuzione, a causa 
della sua simmetria, formi un sistema di correnti che si neuttalizzano a vicenda. Di con- 
seguenza, nello studiare il trasporto della corrente ci si dovrà sempre riferite ai soli elet- 
troni della superficie di Fermi. 

Un aspetto interessante dell’Eq. (11.17) è la possibilità che essa offre di valutare il li- 
bero percorso medio A; degli elettroni appartenenti alla superficie di Fermi. Questo de- 
riva dalla possibilità di identificare 7 col tempo libero medio Tor, cioè Il tempo medio fra 
una collisione e la successiva di questi elettroni col reticolo cristallino. Abbiamo pertan- 
to 


Ap = Tp = %rT. (11.19) 


Il fatto che il tempo di rilassamento sia dell'ordine del tempo fra due collisioni successi- 
ve di una particella si può giustificare con un esempio semplice basato su considerazioni 
classiche. Si abbia un gas ideale composto da N molecole monoatomiche. La sua situa- 
zione dinamica è a ogni istante descritta da un punto nello spazio a 3N dimensioni sot- 
teso dagli impulsi »; delle particelle. In condizioni di equilibrio termodinamico (contat- 
to con un termostato) questo punto si trova praticamente sempre su un’ipersfera di rag- 
gio R, tale che 


3N 
R:= Lp = Nb = Npi 


dove con £î si è indicata la media quadratica del modulo dell'impulso. Infatti la fluttua- 
zione relativa di R, è dell'ordine di N°!/?, cioè trascurabile. Consideriamo due posizioni 
P, e P, del punto rappresentativo separate da un intervallo di tempo 47; sarà 


|P. — P.,|} = > [2:(% + 42) — p(A)}. (11.20) 


Ora è chiaro che se 47 è dell’ordine del tempo 7) che passa fra due collisioni di una mo- 
lecola, praticamente tutti i Di saranno cambiati e, a causa della scarsa correlazione fra le 
situazioni prima e dopo l’urto e della distribuzione maxwelliana (exp (— 30°/203)), i 
singoli addendi nella (11.20) risulteranno dell’ordine di dè. Ne segue che |P, — P.| è 
dell’ordine di R, stesso; ciò significa che dopo un tempo 7 il punto rappresentativo va a 
finire in una regione completamente diversa del proprio spazio, cioè Il sistema ssi di- 
mentica» del suo stato in un tempo dell'ordine di 7). Nel u-Raum ciò significa che la di- 
stribuzione dopo un tempo 7, sarà unicamente determinata da criteri di probabilità, os- 
sia sarà quella più probabile indipendentemente dall’esser tale o no la distribuzione ini- 
ziale. Si può perciò ritenere che 7» e il tempo di rilassamento coincidano almeno come 
ordine di grandezza. 
Eliminando 7 fra le Eqq. /11.19) e (11.17) si avrà 


en N _ en 


mM Up Pr 


? 


e siccome 5 è noto (Eq. (11.3)) si hanno tutti gli elementi per ricavare Ax dai valori em- 
pirici della conducibilità o. Alcuni dati che si riferiscono alla temperatura 0°C sono ri- 
portati in Tabella 11.1 e sono da considerare come puri ordini di grandezza. 
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Tabella 11.1. Valori indicativi dell'energia di Fermi, del libero percorso medio e del rempo di ri- 
lassamento come dedotti da valori di conducibilità, per alcuni metalli (a 0°C). 


Metallo o (107! u.e.s.) W = pop (eV) Ar (À) 7 (1074 5) 
Li id 4.7 110 0.9 
Na 2 3.1 350 3.1 
K 1.5 2.1 370 4.4 
Cu 5.8 7.0 420 DT 
Ag 6.1 5.5 570 4.1 


Il punto forse più interessante è il notevole valore di A; che non sarebbe assolutamente 
spiegabile in alcun modello classico (dal quale ci si aspetterebbe un libero cammino 
dell'ordine delle distanze interatomiche, cioè pochi angstrom). 


11.2. Scattering degli elettroni 


La teoria di Sommerfeld non può dare informazioni sul valore di 7. Bisogna perciò a 
questo punto fare intervenire la teoria più dettagliata di cui abbiamo dato un'idea nel 
capitolo precedente e in particolare bisognerà descrivere l’elettrone d'impulso p non co- 
me un'onda di De Broglie, ma come un’onda di Bloch 


V(1) = exp(2r7k-1) (1) (11.21) 


dove £ = 1/5 e 4 vanno scelti in relazione alla banda alla quale l’elettrone appartiene. 
Le formule del paragrafo precedente si potranno ancora adoperare, con la sostituzione 
della massa 7 con la massa efficace 72°. 

Cominciamo col notare che 7 è legato alla probabilità di collisione per unità di tempo 
t.- Infatti su un cammino / percorso con la velocità media v si avranno 7.1 2/7 collisio- 
ni e il tempo medio fra l’una e l’altra sarà perciò 


Abbiamo dunque la relazione 


r= (11.22) 
T, 


coll 


Una teoria di 7 è pertanto una teoria della probabilità di collisione 7. È da presumere 
che in una collisione col reticolo il cambiamento d’energia subito da un elettrone (ap- 
partenente alla superficie di Fermi) sia dell'ordine di #7, cioè molto piccolo rispetto a 
Wi. L'elettrone rimane perciò sempre confinato alle immediate vicinanze della superfi- 
cie di Fermi, passando da uno stato con vettore di propagazione k a un altro con vettore 
di propagazione k’ aventi tutti e due praticamente l'energia W. Si tratta dunque in 
primo luogo di calcolare la probabilità per unità di tempo P (k, k') AS perché un elet- 
trone con vettore k, praticamente appartenente alla superficie di Fermi, si trasferisca in 
un punto corrispondente all’elemento AS’ della medesima superficie, la cui posizione è 
specificata dal vettore k' (Fig. 11.3). Siccome le onde di Bloch sono autofunzioni per il 
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3 @ 
Cie di < 


Fig. 11.3 - Elemento infinitesimo AS”, appartenente alla superficie di Fermi, la cui posizione è 
specificata dal vettore k'. 


potenziale del reticolo, è chiaro che il reticolo (perfetto) da solo non può indurre transi- 
zioni fra queste autofunzioni (transizioni che si possono interpretare come collisioni). In 
altri termini, un reticolo perfetto avrebbe resistenza elettrica nulla. Qualsiasi scostamen- 
to del reticolo dalla rigorosa periodicità potrà invece produrre transizioni e dar luogo a 
una resistenza. 

Fra le cause di tali deviazioni dalla rigorosa periodicità si possono ricordare 


4) gli spostamenti degli atomi dalle posizioni di riposo a causa dell’agitazione termi- 
ca, 

6) la presenza di atomi di natura diversa, 

c) i difetti di struttura del reticolo. 


La causa più importante e più generale è la causa 4) e di questa sola ci occuperemo. 
Gli spostamenti degli atomi dalle loro posizioni di equilibrio producono una piccola al- 
terazione del potenziale che agisce su un generico elettrone di conduzione. Detta ® (1) 
tale perturbazione del potenziale, la probabilità di transizione che essa induce per unità 
di tempo da uno stato y, a uno stato y,, - supposto naturalmente non occupato - tale 
che l’estremo di k' cada nei punti di una certa area AS’ (0 in altri molto vicini al di qua 
c al di là di essa) della superficie di Fermi, risulterà espressa da! 


P (k, k') AS' = - | Du |? 


ow (k') (11.23) 


col presupposto che l’energia totale, cioè dell'elettrone e del reticolo, si conservi nella 
transizione. Qui Py, è l'elemento di matrice della perturbazione, cioè 


dg e fusou dr (11.24) 
E 


dove C è il volume del reticolo nel quale le Y sono normalizzate, in modo che sia 


fu Wed =1. (11.25) 


Quanto a gw (k'), cioè la densità di stati del tipo considerato nella scala dell’energia, 
non è difficile darne un’espressione. Risulta infatti dal $ 10.5 del Cap. 10 che la densità 
degli stati nello spazio dei k (facendo astrazione dallo spin) è 


1) Vedi Eq. (4.41) del Cap. 4. 
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n N; N, N; 
cella retic. recip. 


O = = N, N. N; x cella del reticolo diretto = C. (11.26) 


Si suppone che lo spin testi inalterato nella transizione e quindi si tratta della densità 
degli stati aventi uno spin assegnato, pertanto si omette il fattore 2. Preso allora un ci- 
lindretto che ha AS come base e un’altezza 44, in direzione normale alla supetficie di 
Fermi, sarà 


CAS dk, 
il numero di stati corrispondenti a AS e all'intervallo d'energia 
dW = |grad, W| dk, 


dove grad, è il gradiente nello spazio dei k. Ne segue 


C AS 
koi= 11.27 
ew (k') Trad, WI, (11.27) 
Sostituendo nella (11.23) si ottiene 
2rC | Pra |? 


P(k,k") (11.28) 


7) |grad, W|, 


che è la probabilità per unità di tempo e per unità della superficie di Fermi che si com- 
pia una transizione da uno stato k a uno stato k‘. 

A questo punto è necessario studiare l’elemento di matrice Py, del potenziale pertur- 
batore ® dovuto agli spostamenti degli atomi dalle loro posizioni di equilibrio. Questo 
potenziale è ovviamente funzione del tempo, ma in confronto al moto degli elettr 
sua variazione è così lenta che può essere considerato come statico (cioè ha lo stesso e 
to che avrebbe se gli atomi fossero «congelati» nelle posizioni che hanno a un ista 
nerico). Come tale esso può produrre transizioni solo fra stati che hanno la stes 
gia. Comunque, la valutazione di ® è difficile: il reticolo con tutta la sua popolazio 
ioni ed elettroni in mutua interazione è una struttura molto complessa e l’effetto d 
spostamenti degli atomi non coincide con quello che sarebbe dovuto al mero s 


mento di centri di forza di campi conservativi emananti dai singoli ioni, nel qual caso si 
avrebbe, limitandosi a un solido monoatomico, 
® (1) = L,— grad V/(r—r,)- de, (11.29) 


dove V(r — r,) è il potenziale esercitato sull’elettrone posto in r dallo ione che, in con- 
dizioni di equilibrio, ha il suo centro in r,, mentre dr, è lo spostamento subito dallo io- 
ne. Si può tuttavia ritenete che il vettore f (r — 1,) da adoperare al posto di — grad V 
conservi alcune caratteristiche essenziali di quest’ultimo e cioè quello di avere un massi- 
mo acuto (o una singolarità) nel punto r = 1, e di essere un semplice moltiplicatore fun- 
zione di r (e non un operatore più complicato). Scriveremo perciò senza entrare in detta- 
gli 


®(1) = LL f(r—r,)-dr,: (11.30) 


òr, rappresenta il contributo di un sirgo/o 22040 normale allo spostamento dell’atomo 
n-esimo (perché singolo apparirà fra poco). Abbiamo quindi 


dr, = SyN7'/ exp [27/(q-r, — 0 2)] (11.31) 
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dove S, è un fattore di ampiezza. Riguardo alla presenza del fattore N7!/?, dove N è il 
numero di celle nel dominio fondamentale, si veda l’analoga formula (9.15) del Cap. 9. 
Con questo, e dato che la dipendenza da ? è senza importanza, si potrà scrivere (ponen- 
do # = 0) 


®.(1) = SN. f(r—-s.)exp(27/g-r,) (11.32) 


per la perturbazione dovuta al modo normale che ha q come vettore di propagazione. ! 
Portando questa espressione nell’Eq. (11.24), si ha (a meno di un fattore di normalizza- 
zione) 


by = SN! L. exp (2rîq-1,) | exp [277 (k — k')-1]f(r—r,) |e(1){}d#°r. 


Il fatto che f (r — £,) sia «concentrata» intorno al punto t = 1, suggerisce di sviluppare 
intorno a questo punto l’esponenziale nella funzione integranda, che ha un decotso più 
lento, scrivendo 


exp [27:(k — k')-r] = exp [2r:(k—k')-r,)][1 + 2r/(k—K')-(e—-r.)]. 
Con questo si ottiene 


by = SN? EL exp[2ri(q += k)-1,]: | fr) |a (Ml? 
(11.33) 
x [1+ 2ri(k —k')-(r—s,)] dr. 


Ricordando che x (r) ha la periodicità del reticolo (Cap. 10, Eq. (10.59)) si vede che l’in- 
tegrale dipende solo formalmente da x e può perciò essere portato fuori dalla L,. L'im- 
portante nella precedente espressione è la comparsa a fattore della somma 


L.exp[2ri(q +k—k')-s,] (11.34) 


che è da estendere alle N celle del dominio fondamentale 2 ed ha un massimo molto 
pronunciato quando è 


q+k—k' =K, (11.35) 


dove K è un vettore del reticolo reciproco. Infatti in tal caso ciascun addendo è reale ed 
uguale a 1, cosicché la somma raggiunge il valore massimo N. Si tratta di un massimo 
molto acuto, come si può vedere nell’analogo caso unidimensionale 


N 


L exp (27i O 77 a) 


in cui basta passare da Q = 0a Q = 1/Na pet andare dal valore £ = Nal valore X = 1 
che è trascurabile rispetto a N quando N è grande. Ciò significa che nelle collisioni la 
(11.35) deve essere rigorosamente verificata: essa costituisce perciò una regola di selezio- 
ne. Si chiamano collisioni normali quelle in cui è K = 0; collisioni con Umklapp, 0 pro- 
cessi di Umklapp, quelle in cui è K # 0 (confrontare col $ 9.6 del Cap. 9). 

Il modo normale caratterizzato dal singolo vettore di propagazione q che ha prodotto 
la transizione deve assorbire (o fornire) l'eccesso (o il difetto) d'energia fra gli stati y, e 


1) Ci si deve aspettare che le più attive siano le onde longitudinali in quanto agendo sulla densità modifica- 
no l'energia di Fermi degli elettroni, anche se questo effetto tende ad essere compensato da un’adeguata 
ridistribuzione «istantanea» degli elettroni stessi. 
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Y,.. Ma l'energia delle onde reticolari è quantizzata in quanti 4», e perciò si dovrà avere 
VW W.= 6% (11.36) 


cioè la collisione è legata alla creazione o all’assorbimento di un fonone ($ 9.5 del Cap. 
9). 

Dato che i fononi hanno un’energia dell'ordine di qualche 47, l'energia dell’elettro- 
ne nel processo di scattering varia di una frazione piccolissima dell'energia di Fermi. 
L’apice del vettore di propagazione, supposto spiccato dall’origine, potrà raggiungere 
un punto o un altro ma non abbandona mai - come si è già fatto notare - lo strato dello 
spessore di qualche £T'alla superficie di Fermi, che è per così dire il teatro dei fenomeni 
di conduzione elettronica. 

Quando la (11.35) è verificata, la somma (11.34) ha il valore N che è proporzionale al 
volume 2. Questa dipendenza si compensa con un divisore © contenuto nell'espressione 
(11.33) dell'elemento di matrice e proveniente dalla normalizzazione delle autofunzio- 
ni di Bloch. Indicando con F (k — k') l'integrale che figura in (11.33), e che non tentia- 
mo di analizzare, si ha perciò 


i = Si NECK") (11.37) 


dove k e k' sono legati dall’Eq. (11.35). Tornando all’Eq. (11.28) si ha dunque, col sot- 
tinteso che valga la (11.35) e la conservazione dell'energia, 


Pipolo Pe toe=ti (11.38) 
d |grad, W | 


dove si è posto G; per il volume C/N della cella elementare del reticolo. 


11.3. Il tempo di rilassamento 7 e la dipendenza della resistenza 
dalla temperatura 


La formula (11.38) si riferisce alle transizioni fra due generici stati elettronici coi vet- 
tori di propagazione k e k' e dà la medesima probabilità per le due transizioni opposte 
k = k'. Nel caso che esista una corrente la dissimmetria è soltanto nelle distribuzioni 
degli stati, dissimmetria che la resistenza del conduttore deve tendere a cancellate per ri- 
stabilire la distribuzione statisticamente simmetrica di equilibrio (azione che deve essere 
costantemene contrastata da quella del campo elettrico). Il tempo di rilassamento 7 tela- 
tivo all'estinzione della corrente si otterrà da una media 7, ottenuta pesando le proba- 
bilità date dalla (11.38) in relazione al processo che si vuole caratterizzare. Si può presu- 
mere che l'efficacia relativa n di una collisione ai fini del calcolo della resistività sta data 
dalla diminuzione relativa della componente del vettore di propagazione nella direzio- 
ne della corrente, cioè da 


Bor — ki 
n= da: fore) . (11.39) 


Colf 

Il calcolo di n è più semplice se la superficie di Fermi si suppone sferica. La direzione 
della corrente non ha allora nessuna importanza, ma si semplificano le formule pren- 
dendola coincidente con l’asse z di un sistema cartesiano. Con 
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k=(0,0,4), k' = (£sendcosp, send sen £, £ cos 0) 
(i moduli dei vettori k sappiamo che sono praticamente uguali) si ottiene subito 
n=1—costù. (11.40) 
La simmetria sferica del problema suggerisce inoltre che la funzione F (k — k') che ap- 


pre nella (11.38) dipenda solo dall’angolo è fra k e k’ e conduce, per una superficie di 
Fermi sferica, a un'espressione del tipo 


4r? e: 
ma = T! = - @ |S (4) -F (8)|? (1 — cos 8) sen 8 48 (11.41) 
de }.. 


dove 4; è il raggio della sfera. Questa formula serve per dare un’idea del problema della 
conduzione elettrica nei casi più semplici, ma la strada è ancora lunga per arrivare a una 
deduzione quantitativa che permetta di ricavare - per mezzo della (11.17) - la conduci- 
bilità o in funzione della temperatura, che è la variabile principale da cui tale grandezza 
dipende. Soltanto nei due casi estremi delle alte e basse temperature si può dire qualco- 
sa anche a questo stadio. 

Nella formula base (11.41) le grandezze che mostrano la maggiore dipendenza della 
temperatura sono la S (4), ampiezza delle oscillazioni reticolari e il fattore (1 — cos 3) 
che diventa evidentemente molto critico quando <> tende a zero (ciò che avviene, 
come vedremo, per T — 0). 

Per avere un’idea della dipendenza di S dalla temperatura si può, tentativamente, 
uguagliare l’espressione classica dell'energia media dell’oscillatore di frequenza w alla 
corrispondente formula quantistica scrivendo 


da cui segue 


Come sappiamo, i fononi obbediscono alla statistica di Bose-Einstein per cui si ha 


<n> -[e(f)- |. (11.42) 


Da questa formula - con l'aiuto della distribuzione di Debye (Cap. 9, $ 9.4) - si ha per 
<S?> l’espressione 


n -1 Ò i 
<$î?> = 2 { ef) 1] PARA a do [ |? del 
M kT 2 
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che con le posizioni 
59 = k0, x = hw/kT 


diventa 


fi a De 2ji + (2) È (er — 1)" x de| (11.43) 


Ea TA 
0.5 10 T/8 
Fig. 11.4 - Valore quadratico medio dell'ampiezza dell’oscillazione del reticolo (normalizzata al 


suo valore a 7 = 0) in funzione della temperatura (normalizzata a ©) come risulta 
dall’Eq. (11.43) (linea continua) e secondo la statistica classica (linea tratteggiata). 


L'integrazione (numerica) permette di ottenere la curva in Fig. 11.4 per il valore della 
parentesi quadra (in funzione del parametro T/©) che è il rapporto fra l'ampiezza qua- 
dratica media e il suo valore allo zero assoluto, rappresentato dal coefficiente esterno. 
Lungo la curva si sono indicati alcuni valori della percentuale della parte dipendente 
dalla temperatura della grandezza rappresentata. Si noterà che per T/O < — 0.1 tale 
dipendenza diventa zrascurabile, mentre all'estremo opposto si ha una proporzionalità a 
T prevista dalla statistica classica (retta tratteggiata). 

L'esperienza mostra che la resistività dei metalli cresce effettivamente in modo citca 
lineare con la temperatura assoluta per 7 > — @, ciò che conferma il presente risultato, 
mentre suggerisce che in questo campo il fattore (1 — cos 8) nella (11.41) abbia rag- 
giunto una «saturazione» che lo rende inefficace. Al contrario è proprio questo fattore 
che determina l'andamento della resistività alle bassissime temperature. Qui si incontra 
una dipendenza da 7* (in alcuni testi indicata come legge di Bloch) che è, anche ques- 
sta, interpretabile elementarmente. La resistività sarà infatti proporzionale alla freguen- 
za media delle collisioni elettrone-fonone, moltiplicata per la loro efficienza media. Al- 
le basse temperature il primo fattore è proporzionale a T? e il secondo a T?; da qui la 
legge in 7°. 

Il primo di questi risultati è quasi immediato, notando che la frequenza delle collisio- 
ni dovrà essere proporzionale alla densità numerica #; dei fononi (la velocità dei fononi è 
poco sensibile alla temperatura). Si ricorderà che per T — 0 il calore specifico (a volume 
costante) è proporzionale a T° (Cap. 9, $ 9.4) e quindi l'energia termica va come T*. 
Quanto all'energia media dei fononi essa si può ottenere con un calcolo simile a quello 
che ha portato alla (11.43),"’ dal quale risulta per T — 0 (Fig. 11.5) 


1) Con le stesse notazioni sarà 
0/T e/T 
<hw> = AT (e: 1)! x da[ f (e 1a: AT! = (0/7) 
0 0 
dove il numeratore è la somma delle energie dei fononi, mentre il denominatore è il toro numero. Facendo 
tendere 0 /Tall’infinito, il rapporto dei due integrali vale 2.7012, da cui la (11.44). Quest'ultima formula 
vale anche per i fotori (a qualunque temperatura) per i quali ovviamente si deve porre 0 = 0. 
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limite : 2.7012 
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Fig. 11.5 - Energia media dei fononi (normalizzata a #7 ) in funzione di 6/7. 


<hw> = 2.70 KRT, (T< 6). (11.44) 
Da questi due risultati segue che la densità dei fononi va come 7° 
n; = cost. 13, (T< 0). (11.45) 


La proporzionalità a 7° dell’efficacia media delle collisioni ha un'origine un po’ più ri- 
posta e si fonda essenzialmente sulla legge (11.35) che regola le interazioni elettrone- 
fonone. Tutti e quattro i vettori che compaiono nell’Eq. (11.35) possono essere descritti 
nello spazio del reticolo reciproco (Cap. 8, $ 8.3). I loro campi di variazione sono come 


segue. 


a)I moduli dei vettori q vanno da sero al raggio R& della 1* zona di Brillouin 
sfericizzata!’ e il loro valore medio cresce {da zero) a Ra al crescere della tem- 
peratura assoluta. 


5) I moduli dei vettori k vanno da zero al raggio £; della sfera di Fermi, ma sappiamo 
che interessano soltanto quelli praticamente coincidenti con £;. 


c) Il vettore K è disconzizzo. Il suo modulo è #4//0, oppure si tratta di uno dei vettori 
del reticolo reciproco, il cui minimo modulo K, coincide più o meno col diazze- 
tro 2Rs della sfera di Brillouin. 


ke 
o campo dei moduli |g] R8 Ky2Rg 


Fig. 11.6 - Campi di variazione dei moduli dei vettori q, k e K; Ra e £x rappresentano rispettiva- 
mente il raggio della 1* zona di Brillouin e il raggio della sfera di Fermi. 


Si deve poi tener conto che trattandosi di un conduttore la superficie di Fermi deve ca- 
dere all'inferno della zona di Brillouin, cioè si deve avere K} < Ra. Qualitativamente, la 
situazione si presenta dunque come in Fig. 11.6. Si vede che se q è trascurabile rispetto a 
k e k' l'equazione 


q+kT—k' = K 


1) Si tratta di una sfera di uguale volume che si sostituisce al policdro di Brillouin. 
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non si può risolvere altro che prendendo K = 0. Infatti il primo membro ha un modulo 
massimo 24; che è più piccolo di K,. Se ne conclude che alle basse temperature, quando 
i moduli di q sono piccoli, non si hanno processi di Umklapp (K#0) che invece sono 
certamente attivi a temperature più alte. Una valutazione che trascura la dipendenza 
delle velocità delle onde reticolari dalla frequenza permette di sapere quanto <g> è 
piccolo per T — 0. Si ha infatti 


<a> _ <> _ <hw> (11.46) 
a Q 49 na 
e richiamando la (11.44) 
a gigi. (11.47) 
Pia 9 


Notando che 7,,,, € 4; sono confrontabili, si viene dunque ad avere 
1g] < Jkel (T< 0) 


e perciò nelle co/listoni rormali il vettore ky subisce solo una piccola deflessione secondo 
un angolo 


Già sappiamo che l'efficienza n delle collisioni si valuta dal valore di (1 — cos d). Per 
angoli piccoli questa espressione vale 3?/2. Si ha dunque 


d? 2 
<n> = < >. na (11.48) 
2 2% 
e quindi per la (11.47) 
<n> = <1— cosd> = cost. 7° (11.49) 


come si era anticipato. 

Per chiudere l’argomento riportiamo ancora una curva relativa ai fononi (sempre 
nell’approssimazione di Debye) che dà il rapporto <w> / in funzione di 0/7 (Fig. 
11.7). 


forma limite: 2.7012 7/8 


0.2 


Fig. 11.7 - Valor medio della frequenza di propagazione (normalizzata al suo valore massimo) in 
funzione di 0/7. 
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11.4. La conducibilità termica nei metalli a temperature non basse. 
Legge di Wiedemann e Franz 


Alle temperature usuali i metalli conducono il calore molto meglio dei dielettrici, è 
perciò ragionevole - e la teoria lo conferma - attribuire il trasporto del calore nei metalli, 
almeno per la parte preponderante, agli elettroni di conduzione. 

Si può fare un parallelo fra la conduzione elettrica e quella termica che conduce subi- 
to alla legge di Wiedemann e Franz. Si nota che nella conduzione elettrica gli elettroni 
trasportano la carica e sotto l’azione della forza eE; nella conduzione termica gli elettro- 
ni trasportano l’energia, dell'ordine di #7, che eventualmente possiedono in eccesso ri- 
spetto al livello di Fermi, sotto l’azione di una forza che può pensarsi espressa da 
— grad £T, dove T è pensata come funzione del punto. Supponendo che gli elettroni 
assumano una velocità (di deriva) 7 proporzionale alla forza f (moto in regime di resi- 
stenza viscosa) secondo l’equazione 


v=f (11.50) 

se ne deduce pet la densità di corrente 7 e per il flusso di calore © 
f=nev=rne(YeE) (11.51) 
g = ekRTv= — RTny grad kT (11:52) 


dalle quali, ricordando le definizioni, si ricavano la conducibilità elettrica e quella ter- 
mica 


o=enY (11.53) 
x=kTny. (11.54) 
Da qui segue pet il rapporto x/0 
CA (11.55) 
lo) e? 


Cioè il rapporto x/0 è proporzionale alla temperatura assoluta secondo una costante in- 
dipendente dal metallo e dell'ordine di £°/e?. In questo consiste la /egge di 
Wiedemann-Franz-Lorenz! che è abbastanza ben verificata alle temperature non basse. 
La deduzione è rudimentale, ma è istruttiva perché fa capire una limitazione importan- 
te della legge. Infatti alla base dell’Eq. (11.50) c'è, come sappiamo, la compensazione 
fra le «forze attive», che tendono ad alterare la distribuzione degli impulsi degli elettro- 
ni, e il meccanismo delle collisioni che tende a ristabilire la distribuzione di equilibrio. 
Perché la (11.50) si possa applicare con lo stesso valore della costante y nei due casi biso- 
gna che il meccanismo delle collisioni sia lo stesso. È possibile persuadersi che ciò è vero 
soltanto per T > — ©, dove Op è la temperatura di Debye (vedi $ 9.4 del Cap. 9). 
Nella conduzione del calore contribuiscono al flusso termico quegli elettroni che han- 
no energie un po’ superiori alla media (che coincide praticamente col livello di Fermi) i 
quali si trovano ad avere un vettore k diretto dalla parte del flusso e quelli con energie al 
disotto della media che si trovano invece dalla parte opposta della distribuzione dei k. 


1) La legge fu scoperta nel 1853 da Wiedemann e Franz nella forma approssimativa x/o = cost. (cioè indi- 
pendente dal metallo). La proporzionalità alla temperatura assoluta fu introdotta nel 1872 da Lorenz 
(L. Lorenz, da non confondere con A. Lorentz). 
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flusso elettronico flusso termico 


(4) (5) 


Fig. 11.8 - Schema della distribuzione elettronica sulla sfera di Fermi: 4) processi di diffusione 
nella conduzione elettrica; 4 ) processi di diffusione nel conduzione termica. 


Nella conduzione dell'elettricità, gli elettroni in situazione favorevole sono quelli che si 
trovano col vettore k dalla parte giusta rispetto al flusso, indipendentemente dall’avere 
un'energia un po’ più grande o un po’ più piccola. 

Nelle sezioni (4) e (5) di Fig. 11.8 si sono indicati con cerchietti pieni gli elettroni in 
condizioni favorevoli e con cerchietti vuoti quelli in condizioni sfavorevoli. '’ Le collisio- 
ni tendono in ogni caso a ristabilire la distribuzione simmetrica di equilibrio, con flusso 
nullo, ma si vede che ci sono delle differenze. Nel caso elettrico un elettrone può passare 
dalla situazione favorevole a quella contraria compiendo una transizione che lo porta dal 
lato opposto della distribuzione. Questo processo che chiameremo (4) trova il suo analo- 
go nella conduzione termica, ma solo nel caso di urti elastici che non alterano il modulo 
del vettore k. In più, le collisioni possono disturbare il flusso termico anche medi 
transizioni che chiameremo di tipo (4) in cui il solo modulo dell'impulso (ma non la di 
rezione) cambia, e precisamente con passaggio dalla situazione favorevole a quella 
vorevole sempre restando dalla m2edesizza parte della distribuzione, processi questi tipi- 
camente non-elastici che sarebbero senza effetto sul fiusso di carica. 

L’analogia fra la conduzione elettrica e quella termica - e quindi la legge di Wiede- 
mann e Franz - sussisterà perciò nel caso che i processi (4) siano poco importanti rispetto 
a quelli (4). È ciò che accade per 7 > — Oy. A queste temperature infatti sono attivi i 
processi di Umklapp che portano a grandi deviazioni angolari mentre le variazioni even- 
tuali del modulo hanno poco effetto perché anche i fononi di massima energia (£ 9) 
sono pz% piccoli della larghezza della zona di transizione alla superficie di Fermi («spes- 
sore» — + 2k7). Si hanno quindi in prevalenza processi (4), mentre i processi (5) non 
sono efficaci a causa del piccolo effetto dovuto alla variazione del modulo dell’impulso. 
A bassa temperatura invece mancano, coi processi di Umklapp, le deviazioni sotto gran- 
di angoli e con esse i processi (4). Quelli del tipo (4) invece sono efficienti perché questa 
volta l'energia media dei fononi (2.7 #7°) ha lo stesso ordine di grandezza della zona di 
transizione alla superficie di Fermi (mentre d’altra parte non sono influenzati dalla pic- 
colezza delle deviazioni angolari). 

Queste considerazioni giustificano il fatto trovato sperimentalmente che la legge di 
Wiedemann e Franz non si applica alle temperature inferiori alla temperatura di Debye. 

Anche senza entrare nella teoria dettagliata, che è naturalmente abbastanza comples- 
sa, si può ricavare qualche risultato un po’ più quantitativo dei precedenti facendo ricor- 
so alla formula cinetica per la conducibilità termica x (Cap. 1, 8 1.6) e cioè 


1) Ci si riferisce per semplicità al caso di una superficie di Fermi sferica. 
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UNU = 


Lodge (11.56) 
3 


dove C\ è la capacità termica riferita all'unità di volume, A, è il libero percorso medio e 
v la velocità, tutte grandezze che qui sono da riferire agli elettroni di conduzione. 

La capacità termica degli elettroni per unità di volume è piccola, è chiaro però che qui 
non si può trascurare. Si può calcolarla in modo approssimato pensando che soltanto gli 
elettroni che appartengono alla «discesa» della distribuzione di Fermi (Fig. 11.1) posso- 
no assorbire calore. Questa discesa avviene praticamente, come si è visto, in un interval- 
lo 447 al quale corrisponde un numero di stati 


4kT ow(Wi) (11.57) 
dove ow è la densità degli stati nella scala dell'energia. Indicando con $ e W l'impulso e 


l'energia dell’elettrone, con Vil volume del solido che si considera, questa grandezza è 


data da 


w = (3 vi w)- y 8T 9° (272° Wyr 


dW \ 5 3 36° dW 
(11.58) 
= sl (2721 WI? 


che per W = W e V = 1 diventa 


ow = cd OA 


Da questa e dalla (11.57), tenendo conto che il numero d'occupazione medio è 1/2, si 
ha il numero #, di elettroni pet unità di volume che appattengono alla «frangia» della 
distribuzione di Fermi e cioè 


i; ci Qm')? WATT (11.59) 


e siccome gli elettroni in questione si comportano come liberi e quindi hanno una capa- 
cità termica per particella pari a 34/2, ne viene per la capacità termica per unità di volu- 
ine Cv 


a DE Qnm) WIR T, 


Il calcolo esatto dì invece il valore 


Ar 


Cw = 35 


(Qnm) We? RT (11.60) 
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di poco più grande.!? Ne segue, tornando alla (11.56), 


3 
x = ET (mA WIR TA 7. 


Siccome d’altra parte si può scrivere (Eq. (11.17) 


2 
o= LEA. (11.61) 
m° Vv 
troviamo per il rapporto x/0 


4ri (2729 Wp! &TA.v m' v 
94° neh, 


A. _ 
o 


e sostituendo 72 *2? con 24 (conforme al fatto che gli elettroni che contano sono quelli 
sulla superficie di Fermi) si ha 


E = 87° (272° Wi)! ET di L 
o 94? ne A. 


Poiché (222° W)!!® = pr e pilm = 34°/87 (Eq. (11.3), abbiamo 
TT FIA (11.62) 
o 3 de da 


Nelle condizioni, che abbiamo visto realizzate per T > Op, in cui il libero percorso «ter- 
mico» A, e quello «elettrico» A, si possono ritenere uguali, sarà dunque 


x _ RT 


lol 3 e? 


(11.63) 


La costante 


La 


e 


2 
so =L 
3 


si chiama #uzmiero di Lorenz. Pet determinarne il valore numerico si deve tener conto che 
la conducibilità elettrica o si misura in ohm"! m"', pet cui la carica elettronica va espressa 
nell’unità di carica corrispondente, cioè il coulomb. Posto quindi e = 1.602 x 107! 
coulomb e 4 = 1.38 x 107? joule K°' ne segue 


2 2 
ia n? | 1.38 x 107° joule GRA 19° [vole] 
3 \1.602 x 107° coulomb K K 


In Tabella 11.2 sono riportati alcuni valori sperimentali di x/07. 


1) Questo andamento lineare del calore specifico elettronico ha per conseguenza che, a temperature di qual- 
che kelvin, esso prevale sul calore specifico delle oscillazioni reticolari, che a bassa temperatura (Cap. 9, 
$ 9.4) varia in proporzione a T? e quindi può essere messo in evidenza. 
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Tabella 11.2. Valori sperimentali della quantità x/oT espressi in 10 (volt/K)? da confrontare 
con il numero di Lorenz L. 


T Ag Cu Zn Pb Pt W 
50 1.3 1.3 1.7 2.1 = = 
100 1.8 1.8 2.0 2.4 —_ si 
200 2.19 2.16 2.2 2.6 2.70 2.23 
400 2.27 2.30 2.5 2.67 2.90 3.27 
600 2.3 2.4 2.6 2.7 2.9 3.5 
11.5. La conduzione termica nei metalli alle basse temperature 
L'Eq. (11.62) può essere scritta come 
2 
w 
se PE maia, (11.64) 
3 \e e 


Al di sotto della temperatura di Debye, il rapporto A,/A, non può più esset posto ugua- 
le a 1, per le ragioni viste nel paragrafo precedente. Inoltre succede che i processi di scat- 
tering elettrone-fonone diventando sempre meno efficaci quindi non si possono più tra- 
scurare gli altri processi, come ad esempio quelli prodotti da impurezze e da difetti del 
reticolo cristallino. In queste condizioni è più comodo rifersi alla resistività termica 
n = x, in quanto questa si compone additivamente dei vari termini che derivano dai 
vari processi, a causa dell’additività delle corrispondenti probabilità di scattering.’ Se- 
gue dalla precedente, notando che o e A, sono proporzionali 


x! = pae TAP. (11.65) 


Per quel che concerne A7' alle basse temperature, ricordiamo che qui la conduzione ter- 
mica è limitata dai processi del tipo (4) del paragrafo precedente, che sono delle collisio- 
ni normali in cui quello che conta è la variazione del modulo del vettore di propagazio- 
ne, mentre la piccola variazione di direzione è del tutto senza effetto. Se ne deduce che 
il calcolo di A;', ossia di 7;', differirà dall’analogo calcolo di 77 ($ 11.2) essenzialmente 
per il non intervento del «fattore di efficienza» che era dato da — A&,/4, e che a bassa 
temperatura ha un valore medio proporzionale a 7° (Eq. (11.49)). Siccome a bassa tem- 
peratura 77! va come 7°, ne segue che A;! andrà come 7? e quindi dalla (11.65) risulta 


ge TT=T (11.66) 


dove l’indice fsignifica che si tratta del contributo alla resistività termica che deriva dal- 
lo scattering fononico. D'altra parte le imperfezioni statiche del reticolo (comprese le 
impurezze) darebbero luogo, da sole, a un libero percorso medio A; indipendente dalla 
temperatura. Segue allora dalla (11.65) che il termine corrispondente nella resistività 
termica sarà del tipo 


ni T- (11.67) 


1) Una analoga additività vale anche per la resistività elettrica. 
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e quindi per la resistività termica complessiva si avrà, a bassa temperatura, un’espressio- 
ne del tipo 


mn=Mm+y= i + bT° (11.68) 
e quindi 
È ll 
x = (£ + or (11.69) 
T 


dove il coefficiente 4 dipende dalla purezza e perfezione del campione. 
Gli aspetti salienti della (11.69) sono: una proporzionalità a T'alle temperature molto 
basse e la presenza di un massimo alla temperatura 7 = (4/25)!’?. Queste conse- 


guenze sono ben verificate dal ll’esperienza. In Fig. 11.9 sono riportate le curve per due 
campioni di Li e per un campione di Cu. 
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Fig. 11.9 - Conducibilità termica in funzione della temperatura: 2) per due campioni di Li con 
5 = 1.8 x 107 cm K watt", 4 = 1.8 cm K° watt"! (curva superiore) ed 4 = 5.8 cm 
K? watt"! (curva inferiore); è ) per un campione di rame (R. Berman e D.K.C. 3fac 
Donald, Proc. Roy. Soc. A211, 122 (1952)). 


12. Semiconduttori 


Si indicano con questo termine dei solidi in cui gli elettroni di più alta energia occu- 
pano una banda completa, detta bandz di valenza, al di sopra della quale esiste una 
banda vuota, detta banda di conduzione, separata dalla precedente da una zona protbi- 
ta (gap) piuttosto stretta: tipicamente, dell'ordine di 1 eV, contro i 5 + 7 eV dei veri 
isolanti. Questo e altre circostanze che vedremo fanno sì che si possa avere un certo nu- 
mero di portatori di corrente, per esempio elettroni nella banda di conduzione, numero 
però, di regola, molto più piccolo che nei metalli. 

Nelle applicazioni, la caratteristica più importante che distingue i semiconduttori dai 
metalli è la possibilità di variare a volontà il numero dei portatori di corrente, non solo 
«una volta tanto», modificando, per esempio, la composizione del semiconduttore, ma 
anche in un dato semiconduttore alterando le condizioni fisiche in tutta o parte della 
sua estensione. Questo permette di creare una varietà di dispositivi fra cui alcuni con 
proprietà di funzionamento analoghe a quelle delle valvole termoioniche, con la possi- 
bilità di importanti vantaggi su queste. 

Un'altra differenza rispetto ai metalli sta nella notevole dipendenza del livello di Fer- 
mi dalla temperatura e da altre circostanze. 

I semiconduttori più adoperati sono il germanio e il silicio. Ce ne sono però altri che 
non sono elementi bensì composti, in particolare ossidi, solfuri, arseniuri, ecc.. 


12.1. Il livello di Fermi in presenza di un gap dell’energia e i portatori di 
corrente nei semiconduttori intrinseci 


Si chiamano intrinseci i semiconduttori di alta purezza, cioè quelli che non contengo- 
no atomi estranei alla loro natura chimica e che perciò hanno un comportamneto più fa- 
cile da analizzare. La loro natura di semiconduttori implica che nella scala degli autova- 
lori dell'energia di un elettrone generico si abbia un gap al disopra di una banda com- 
pleta. Ne segue che il livello di Fermi cade nel gap, cioè si ha una situazione del tipo di 
quella indicata in Fig. 12.1 dove Wy e W: sono rispettivamente il limite supersore della 
banda di valenza e quello inferiore della banda di conduzione, mentre K4 è il livello di 
Fermi. Considereremo questo aspetto un po’ più quantitativamente fra un momento, 
ma che debba esser così è intuitivo per la ragione che la curva del numero d’occupazione 
medio, cioè la funzione di Fermi 


1 


dai ct 3 1 


(12.1) 


RT 


è simmetrica rispetto al punto di ordinata 1/2 e ascissa 7. D'altra parte appena la tem- 
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banda di 
conduzione 


banda di 
valenza 


Fig. 12.1 - Banda di valenza e banda di conduzione in un semiconduttore. Il livello di Fermi 
- punto medio nella discesa della distribuzione f(W7, 7°) - cade nella metà del «gap» 
fra le due bande. 


peratura è diversa da 0 si avrà la migrazione di una piccola frazione degli elettroni negli 
stati energeticamente più bassi della banda di conduzione, che verranno popolati in 
proporzione a f(W- + e), mentre rimarranno degli stati vuoti - chiamati lacune 
(holes) - in proporzione a [1 — f(Wy — e)] negli strati superiori della banda di valenza. 
Queste due espressioni dovranno prendere valori dello stesso ordine di grandezza e que- 
sto è possibile soltanto se il livello di Fermi è intermedio fra Wye Wo. 

È importante notare che non solo gli elettroni nella banda di conduzione ma anche 
- e con un grado di efficienza dello stesso ordine - le lacune nella banda di valenza, sono 
capaci di trasportare corrente. Questo doppio meccanismo è un'altra caratteristica dei 
semiconduttori e si può giustificare come segue. 

Come sappiamo, una banda completa è incapace di trasportare corrente per il fatto 
che per ogni elettrone caratterizzato da un vettore d'onda k ne esiste un altro con pro- 
prietà direzionali opposte, caratterizzato dal vettore — k. Quando un certo numero di 
elettroni passa ad un’altra banda lascia un uguale numero di stati vacanti, cioè di lacu- 
ne, e questa situazione in presenza di un campo elettrico permette un'occupazione 
asimmetrica degli stati con una corrente risultante non nulla. D'altra parte la corrente si 
ridurrebbe a zero se si rioccupassero le lacune con altrettanti elettroni: evidentemente 
ciascuna di esse trasporta una correzzte opposta a quella che trasporterebbe l’elettrone 
nello stato relativo. Le lacune si comportano dunque come cariche positive. Esse si for- 
mano verso i limiti della banda di valenza, cioè in quella regione dove la massa efficace 
dell'elettrone è negativa (vedere l’Eq. (10.76) del Cap. 10 e l'esempio unidimensionale 
al $ 10.4 dello stesso capitolo). Un ragionamento simile al precedente applicato al flusso 
di massa invece che a quello di carica conduce alla conclusione che la massa della lacuna 
dev'essere opposta a quella, negativa, che avrebbe l’elettrone. In conclusione perciò, le 
lacune si comportano come cariche positive, aventi una massa positiva, ed è come tali 
che contribuiscono alla conduttività. 

In generale i numeri medi (< 1) di elettroni o di lacune per stato quantico, che pos- 
siamo indicare rispettivamente con 7, e 7,, saranno dati da 


. Pa no!, e - . (12.2) 


Per gli elettroni migrati nella banda di conduzione il valore di W—W, è positivo; è in- 
vece negativo pet le lacune e in tutti e due i casi |W —W;| è dell’ordine della metà del 
gap e quindi grande rispetto a £T. Ne segue che il termine esponenziale è dominante 
nel denominatore della prima delle (12.2) mentre è una piccola correzione nel caso della 
seconda. Perciò le due formule si possono approssimare come segue: 
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D, = cp|— LI DA [ep calli (12.3) 


Si noterà che queste espressioni implicano che gli elettroni di conduzione seguono una 
statistica del tipo di Boltzmann, con l'energia W — Wi, mentre le lacune fanno lo stes- 
so, se si considera la grandezza W; — W (> 0) come la loro energia.!? Segue dalle for- 
mule precedenti che la densità x degli elettroni di conduzione e quella / delle lacune sa- 
ranno date da? 


n= { | CER e (07) dI (12.4) 


Je) dr, (12.5) 


TW; 


Fig. 12.2 - Energia degli elettroni W, e delle lacune W, in funzione del numero d'onde 


dove oc (HW) e ov (7) sono le densità di stati nelle rispettive bande (riferire all'unità di 
volume del semiconduttore). Si può presumere che queste densità nelle regioni di ener- 
gia che interessano siano simili a quelle di particelle libere aventi le masse efficaci 72, e 
m; e le energie cinetiche W, = (VY — W)e W, = |W — W,| rispettivamente (Fig. 
12.2)," ciò che da 


oe (7) = cd (me PW - WI = (7 - Wo (12.6) 


1) Questo comportamento è legato al fatto che elettroni e lacune hanno di regola densità numeriche molto 
piccole e quindi non si presentano come gas degeneri, a differenza degli elettroni di conduzione dei 
metalli. 

2) I limiti co e — co negli integrali rappresentano semplificazioni lecite. 

3) In Fig. 12.2 si è riportato il diagramma della dipendenza dell'energia dal numero d'onde £ nelle ipotesi 


poste. Le Egg. (12.6) e (12.7) si ottengono dividendo per 4° lo spazio delle fasi a disposizione e cioè il 
prodotto 47p*4b x spazio ordinario (= 1). Si ha così 


db 
- dir pr 
o(W) dW e (ip 


con p = (227 )'??. 
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ev (VW) Pe, sr (2772, )°!? (Wy EA Wi)? = 0 (Wy ei Me ga : (12.7) 


Si ottiene perciò 


(o) 


n= On cp(14) { cp(- a sa WI? dW 
o: 


wi 
W, 2 wW 
= a, expit DI expf—\(M, — W)? dW . 

si P( a) (77 
Con le sostituzioni successive Y — 7 = x (primo integrale), W, — W = x (secondo 
integrale) e quindi x/#T = &2, i due integrali si riducono a un noto integrale definito e 
cioè (Eq. (1.29) del Cap. 1) 


® 


|penra- 1. 


Il risultato finale è perciò (tornando alle espressioni esplicite per an, &,) 


2 si Wi_W 
n= È (2rmi RT)? xp € 12.8 
2 ( ) P( m ) (12.8) 
2 A W,- W 
s È.(2ra KP ap (EEE), 12.9 
p=i (rmper pop (ET (12.9) 
Uguagliando queste espressioni si ha 
di We KW 3 W,- W, 
Mi 3/2 ex F o) a UA 342 ex ( Vv i) i; 
(mi) cp( PETE) - (np op (ET 
da cui prendendo i logaritmi 
Wrc. ek ibi 
&T &T 2 mi 
c risolvendo per Wi 
LA si Wi, + Wi + 3 £Tln mi | (12.10) 
2 4 mi 


equazione che ci dà il livello di Fermi in funzione della temperatura. Si vede che esso si 
trova proprio in mezzo al gap per T = 0. È importante notare che il prodotto x) dipen- 
de soltanto dalla temperatura e dall’ampiezza W; — Wy del gap energetico. Si ha infat- 
ti dalle Eqq. (12.8) e (12.9) 


(12.11) 


np = È (2r8T )) (mi mg}? sp(- LA rn Le 


AT 
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‘che è una funzione piuttosto rapidamente crescente di 7 (vedi Fig. 12.3). Relazioni di 
questo tipo valgono fra le concentrazioni dei partecipanti in una reazione chimica e 
quindi la (12.11) mostra che l'equilibrio che si stabilisce fra lacune ed elettroni è della 
stessa natura. In particolare, il prodotto w) resterà costante anche se si va ad alterare 
- nei modi che vedremo fra poco - i singoli fattori. 


2 


TT T ui 
4 6 
£T/(M6-W,) 


Fig. 12.3 - Andamento del prodotto wf (Eq. (12.11)) in funzione della temperatura (linea con- 
tinua) in unità arbitrarie. La linea tratteggiata rappresenta il fattore esponenziale. 


12.2. Semiconduttori estrinseci 


Le considerazioni del paragrafo precedente si applicano a semiconduttori di grande 
purezza e perfezione di struttura: il tipo di conduzione che presentano è quello del se- 
miconduttore intrinseco. Molto più importanti per le applicazioni sono i semiconduttori 
estrinseci. Questi sono dei semiconduttori trattati in modo da creare, per gli elettroni, 
degli stati che non esistono nel materiale perfetto e puro. Un modo molto usato per rag- 
giungere questo scopo è quello di alterare leggermente la composizione introducendo 
degli atomi estranei in proporzione molto piccola, per esempio dell’ordine di uno su 10° 
atomi del semiconduttore. Se questi atomi estranei hanno dimensioni vicine a quelle 
degli atomi del semiconduttore essi si sostituiscono a questi ultimi nel reticolo cristalli- 
no. Illustreremo la situazione che ne deriva sull'esempio di due dei più comuni semi- 
conduttori e cioè il germanio e il silicio. 

Ambedue questi elementi sono tetravalenti e formano reticoli del tipo del diamante 
in cui ogni atomo ha quattro vicini situati ai vertici di un tetraedro regolare (il Si e il Ge 
sono omologhi del C, di cui si ricorderà la valenza tetraedrica: Cap. 6, $ 6.3). Questi 
atomi sono uniti da legami covalenti, il che vuol dire che gli elettroni di valenza si con- 
centrano in coppie (con spin antiparalleli) nelle zone intermedie fra ogni atomo e i suoi 
quattro vicini immediati. Supponiamo ora di sostituire un atomo del reticolo con quello 
di un elemento pentaralente (per esempio As). Uno dei suoi elettroni resterà debolmen- 
te legato, perché in eccesso su i quattro che bastano a formare i quattro legami covalenti 
con gli atomi vicini. Come tale le sue condizioni si avvicinano a quelle degli elettroni di 
conduzione dei metalli e questo vuol dire che il suo livello energetico sarà di poco più 
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Fig. 12.4 - Rappresentazione schematica dei livelli dei donatori W, (4) e degli accettori W, (4) al- 
l'interno del gap proibito di un semiconduttore drogato. 


basso del limite inferiore della banda di conduzione. In Fig. 12.4 4 sono indicati i livelli 
- localizzati nello spazio - di questi elettroni. Con un piccolo aumento d'energia, e 
quindi anche per effetto termico, essi possono trasferirsi nella banda di conduzione, e 
quindi perdere la localizzazione, «lasciando indietro» uno ione As*. Si dice in tal caso 
che l'atomo As agisce come dorazore (donor). Il risultato è che si ha un materiale in cui 
la conduzione - se la temperatura non è alta - è assicurata essenzialmente dagli elettroni 
dei donatori e come tale si chiama un semziconduttore estrinseco del tipo n (n per «nega- 
tivo», dal segno dei portatori di corrente). 

Supponiamo invece di sostituire uno degli atomi del semiconduttore con un elemen- 
to trivalente, per esempio Al. Allora manca un elettrone per costituire i quattro legami 
covalenti con gli atomi vicini, ossia si presenta una lacuna. Con un piccolo aumento 
d’energia un elettrone degli atomi vicini potrà andate a riempire la lacuna, lasciandone 
però un'altra al proprio posto e con una serie di processi di questo genere la lacuna potrà 
allontanarsi, lasciando indietro uno ione AL”. Si dice che l'atomo di Al funziona da 4c- 
cettore (acceptor). Gli stati - localizzati - in cui l’elettrone è legato all’Al si trovano poco 
al di sopra della banda di valenza dalla quale l’elettrone proviene (Fig. 12.4 5). La con- 
duzione è qui assicurta dalle lacune e quindi abbiamo un serziconduttore estrinseco di 
tipo f ( p per «positivo»). 

Quello che è interessante è la possibilità di ottenere una conduttività variabile, per 
numero e segno dei portatori, a seconda del drogaggio (doping) del materiale. Natural- 
mente, se si fa crescere la temperatura, siccome donatori e accettori possono fornire sol- 
tanto un limitato numero di elettroni e lacune rispettivamente, la conduzione del tipo 
intrinseco che é basata sugli elettroni stessi del semiconduttore (e relative lacune) finisce 
per prevalere. Soltanto a temperature ordinarie o più basse dominerà invece la condu- 
zione del tipo estrinseco. 

Circa la posizione del livello di Fermi in un semiconduttore drogato si può ragionare 
come segue. Supponiamo per esempio che il semiconduttore contenga degli accettori. 
Allo zero assoluto essi saranno tutti neutri, mentre la banda di valenza è completa e 
quella di conduzione vuota. Per temperature più alte, ma non troppo, si avrà una mi- 
grazione di clettroni dalla banda di valenza agli accettori: questo vuol dire che il livello 
di Fermi deve essere intermedio fra W, e il livello W, degli accettori (Fig. 12.5 4). Col 
crescere della temperatura gli elettroni cominceranno a trasferirsi anche nella banda di 
conduzione e questo vuol dire che il livello di Fermi si sposta in 4/10. Quando raggiunge 
la zona centrale del gap energetico vuol dire che la conduzione è diventata praticamente 
del tipo intrinseco e gli accettori esercitano ormai soltanto una parte secondaria. Una 
analogo ragionamento ci fa capire che in un semiconduttore che contiene solo dei dona- 
tori, il livello di Fermi per T = 0 è intermedio fra il livello dei donatori W, e W- e si 
sposterà verso il Sasso al crescere della temperatura. 

Un poco più complesso è il caso di un semiconduttore che contenga donatori e accet- 
tori. Facciamo ad esempio il caso che contenga più accettori che donatori (Fig. 12.54). 
Allo zero assoluto, dovendo gli elettroni riempire tutti gli stati di energia più bassa, 
«avremo la banda di valenza completa e i donatori tutti ionizzati perché i loro elettroni in 
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Fig. 12.5 - Posizione del livello di Fermi (per T — 0) in un semiconduttore che contiene solo ac- 
cettori (4), e in un semiconduttore che contiene anche donatori ma con prevalenza di 
accettori (2 ). 


eccesso si sono associati ad altrettanti accettori trasformandoli in ioni negativi. A tempe- 
rature basse si comincerà ad avere una migrazione di elettroni dalla banda di valenza 
agli accettori: anche qui il livello di Fermi sarà - inizialmente - intermedio fra W, e W.. 
La migrazione si estenderà ai livelli dei donatori e alla banda di conduzione a tempera- 
ture crescenti, mostrando che il livello di Fermi si sposta verso l’alto. La situazione risul- 
ta invertita se i donatori sono in eccesso sugli accettori (livello di Fermi inizialmente fra 
W, e W- e spostamento verso il basso al cresere di 7). 

Non è difficile rendere un po’ meno qualitative le considerazioni precedenti, special 
mente se ci si limita alle condizioni di funzionamento estrinseco. Prendendo per esem- 
pio un semiconduttore contenente solo donatori con una densità (numero per unità di 
volume) w., la densità di quelli ionizzati w, sarà data da 


ni => na[1-f(W, T)] (12.12) 


che per le solite ragioni si può semplificare in 


pi a) ua 
£T i 


Ni = Na EXP F 


In condizioni di conduzione estrinseca (cioè quando è trascurabile quella intrinseca) 
questa espressione deve uguagliare la densità di elettroni nella banda di conduzione che 
è data a sua volta dalla (12.8).!’ Si trova perciò 


2 * W.- W W.-W, 
n= £ (2n mi RT)? ex (- i) = Na € (- ea 12.14 
21 VE ep = xp 5) 1219) 


e operando come al paragrafo precedente si ricava subito 


(12.15) 


VW, = 1 (We +) #TIn|} (7 mbllo. 


hè Pa 


Siccome in pratica è 


Ra & È (27 mi RT pae 


1) Le Eqq. (12.8) e (12.9) non dipendono dall’origine, intrinseca 0 estrinseca, dei portatori di carica in quanto 
si deducono puramente dal fatto che questi si comportano come particelle libere aventi una certa massa ap- 
parente. 


430 Capitolo 12 


il logaritmo risulta positivo e quindi il livello di Fermi si sposta versa il basso quando T 
cresce, partendo da una posizione equidistante fra W.- e W per T = 0. 

In Fig. 12.6 è riportato l'andamento del livello di Fermi in funzione di 7 per diverse 
concentrazioni di donatori o accettori nel germanio (nel cristallo puro la concentrazione 
degli atomi è 4.53 x 10°° cm). Si noti che per concentrazioni alte dei donatori il livello 
di Fermi «sconfina» per un certo tratto nella zona di conduzione. In tali condizioni il se- 
miconduttore - detto degenere - si comporta come un metallo (questo comportamento 
non può risultare dalle formule semplificate che abbiamo adoperato). 


-0,8- W 


a LINES: Tr T Dr T uu 1 
0 400. 800 1200 1600 2000 K 
Fig. 12.6 - Dipendenza della posizione del livello di Fermi dalla temperatura per varie concentra- 
zioni di donatori o accettori espressi in cm??. 


12.3. Conducibilità 


Anche in un conduttore estrinseco che contenga un solo tipo di impurezza, cioè solo 
donatori o solo accettori, esiste sempre una certa percentuale di portatori di corrente del 
tipo opposto dovute al già ricordato equilibrio fra lacune ed elettroni. Si parla perciò di 
portatori maggioritari (elettroni nel tipo # e lacune nel tipo p) e portatori mzinoritari (la- 
cune nel tipo # ed elettroni nel tipo p). In presenza di un campo elettrico ambedue i tipi 
di portatori hanno una componente media della velocità nella direzione del flusso di ca- 
rica che è proporzionale al campo elettrico. Il coefficiente di proporzionalità si chiama 
mobilità e si indica tradizionalmente con la lettera u. Avremo una mobilità w, per gli 
elettroni e una mobilità 4, per le lacune. La densità di corrente j, dovuta al moto di am- 
bedue i portatori sarà data da 


j=e(2u,+pu)E (12.16) 
ciò che implica una conducibilità 
o=e(nua+ Ph); (12.17) 


naturalmente in regime di conduzione estrinseca uno dei termini sarà in generale trascu- 
rabile rispetto all’altro. 


1) Quando 4 «incrocia» il livello W, le formule andrebbero rivedute perché il passaggio da (12.12) a (12.13) 
non è più consentito. Esse tornano però a valere quando il livello scende ancora un po’ più in basso. 
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Nel caso intrinseco la formula precedente si semplifica perché # e f sono uguali: 
Cine = € nn + Ho). (12.18) 


Ponendo 7 = » nell’Eq. (12.11) si ricava, da questa e dalla precedente, 


e sE (ar AT)" (mi mp)! esp(- oh). (12.19) 


dove W, = W. — W,. Passando ai logaritmi si ha 


Moi (12.20) 


In 0, ® — 
IDto 2kT 
Il secondo termine al secondo membro può agli effetti pratici esser considerato come 
una costante: si può perciò determinare W, dalla pendenza della (quasi) retta che dà il 
In 0;, in funzione di 1/7. 

In un semiconduttore estrinseco nelle condizioni in cui funziona effettivamente come 
tale (temperature non alte), la conduzione è assicurata dai portatori maggioritari.!? Per 


esempio, in un semiconduttore di tipo 2, secondo la (12.13) sarà 


a ( Sa) 
n= mexpi— ——_ 
&T 
e quindi per la (12.18) 
ALI FRERTE 
o, = enu, = ennexpi— Tu, (12.21 
Ù i P( Pra 
da cui 
Wi,- W 
Ino, = — Senio criniera bo) (12.22) 
#F ( ) 


Si ha cioè anche qui una dipendenza praticamente lineare da 1/7, ma con una penden- 


Ino 


intrinseco 


estrinseco 


4 = 1/T 


Fig. 12.7 - Andamento della conducibilità in funzione di 1/T. 


1) Tipicamente, la conducibilità dei semiconduttori estrinseci è dell'ordine dell’ohm" cm. 
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za più piccola che nel caso precedente, perché al posto di W,/2 abbiamo ora W — W, 
che, nella regione estrinseca, ha un valore più piccolo. Quando la temperatura cresce si 
finisce sempre pet avere il funzionamento intrinseco: il diagramma completto di o in 
funzione di 1/T'ha un aspetto del tipo indicato in Fig. 12.7. Ricordando la relazione, di 
carattere generale, che abbiamo ottenuto al Cap. 11, $ 11.1, cioè 


ca 
PAPA IR (12.23) 


* 


UA 


e confrontando con la (12.17) con un solo termine (caso estrinseco) si ha, indicando con 
fm la densità numerica dei portatori maggioritari, 


Nm € 


* 


Mm 


O = € fm Um > 


da cui 


pre LE, (12.24) 


dove si vede che la conoscenza della mobilità equivale a quella del tempo libero medio 
t. Siccome la velocità media v in un campo elettrico E è data da uE, la precedente forni- 
sce 

cE 


+ 
Ma 


(12.25) 


equazione che ha un'evidente interpretazione fisica perché fa vedere che la velocità me- 
dia è quella che il portatore acquista per effetto dell’accelerazione eE/72y durante il li- 
bero cammino medio (si tratta ovviamente dello scostamento medio dalla velocità che il 
portatore avrebbe in assenza del campo). 


generatore 
d'impulsi 


A, 


lulihi 


777 semiconduttore 


Fig. 12.8 - Schema per la misura della mobilità dei portatori in un semiconduttore. 


Si possono fare misure dirette di mobilità con un metodo che è schematicamente in- 
dicato in Fig. 12.8. A una sbarretta di Ge, del tipo 7 (per esempio), nella quale una bat- 
teria B crea un campo elettrico, sono applicati due contatti a punta 4, 4 chiamati rispet- 
tivamente ezzettitore e collettore. Nel circuito fra 4 e 4 c'è un generatore d’impulsi che 
applica un impulso praticamente istantaneo in modo che 4 sia positivo rispetto a £. 
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Sull’oscilloscopio oltre a questo impulso viene registrato un impulso allargato e ritarda- 
to. La spiegazione è la seguente: la punta carica positivamente estrae elettroni dalla ban- 
da di valenza del semiconduttore creandovi delle lacune («iniezione» di lacune) e queste 
per effetto del campo creato dalla batteria 8 si muovono verso il collettore 4 che rag- 
giungono dopo un certo tempo (qualche diecina di usec). Si hanno evidentemente tutti 
gli elementi per risalire alla mobilità delle lacune. Operando similmente con un germa- 
nio di tipo £ - iniettando questa volta elettroni - e rendendo l’emettitore 4 negativo ri- 
spetto a 4 (e applicando il campo della batteria in senso opposto), si può misurare la 
mobilità degli elettroni. In Fig. 12.9 è riportato l'andamento delle mobilità nel germa- 
nio . in funzione della concentrazione di accettori a 300 K. 
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Fig. 12.9 - Mobilità dei portatori nel germanio 2 - a 300 K - in funzione della concentrazione 
degli accettori. 


Dall'Eq. (12.17) applicata a un semi-conduttore estrinseco, cioè 
Saia (12.26) 


dove ry € um sono densità e mobilità dei portatori maggioritari, si vede che si può otte- 
nere la mobilità uy da misure di conducibilità se si ha un metodo indipendente per de- 
terminare la densità elettrica emy dei portatori. 

Un tale metodo è dato dall'effetto Hell. Supponiamo una lastra di materiale condut- 
tore nella quale fluisce una corrente nel senso dell'asse x, come indicato in Fig. 12.10. 
Fra due punti A, B situati su una parallela all’asse y non si ha differenza di potenziale. 
Ma supponiamo di far agire un campo magnetico parallelo all'asse z: allora fra A e B c'è 
una f.e.m. En dovuta al campo di Lorentz «sentito» dai portatori di corrente. Questo 


Fig. 12.10 - Schema per la misura della densità elettrica dei portatori, in un semiconduttore, 
mediante l’effetto Hall. 
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campo è dato da 
E=vAH 
dove v è la velocità dei portatori. Esso dà luogo a una f.e.m. 
Eu = v/H, 
dove / è la dimensione trasversale del campione; avendosi 
Feo, 


dove g è la densità elettrica dei portatori, otteniamo 
1 . 
Q 


Nei metalli si raggiungono abitualmente valori di Eg dell'ordine dei microvolt, ma nei 
semiconduttori, dove 0 è tanto più piccola (rapporto dell’ordine di 10%) E può tag- 
giungere i volt ed è quindi ben misurabile. Si può perciò dall'effetto Hall ricavare co- 
modamente g = e 7, e quindi dalla (12.26) la mobilità pw. 

Con l’effetto Hall si può anche controllare il segno dei portatori di corrente. In un se- 
miconduttore intrinseco che ha portatori dei due segni in quantità uguali l’effetto Hall 
spatirebbe se le mobilità di questi fossero le stesse. Siccome questo non è, si ha ugual. 
mente un effetto, col segno di quei portatori che hanno la maggiore mobilità (general- 
mente si tratta degli elettroni). 


12.4. Giunzioni e transistori 


Con vari artifici si può fare in modo che il drogaggio di un semiconduttore cambi at- 
traversando una zona di spessore molto piccolo (diciamo dell’ordine di qualche x) in 
modo da avete un solido unico (o addirittura un unico cristallo) che è del tipo # da un 
lato e del tipo f dall'altro (Fig. 12.11). Si dice che si è prodotta una giuzzione e precisa- 
mente una giunzione z-). L'interesse delle giunzioni sta soprattutto nell’astrzzzetria 
della loro caratteristica corrente-tensione che fa sì che esse possano funzionare, con note- 
vole efficacia, come diodi raddrizzatori. 

Per capire quello che succede cominciamo con l’osservare che la distribuzione delle 


Fig. 12.11 - Distribuzione delle cariche in una giunzione # - f e andamento del potenziale. 
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cariche elettriche nella zona della giunzione non può essere tale da assicurarne ovunque 
la neutralità. Nel corpo del semiconduttore f la neutralità è assicurata dalla compensa- 
zione fra la densità degli accettori carichi negativamente e quella delle lacune positive. 
Similmente nel corpo del semiconduttore x si ha la compensazione fra «donatori ioniz- 
zati, positivi, e gli elettroni mobili. Mentre però donatori e accettori hanno posizioni fis- 
se nel reticolo cristallino, elettroni e lacune sono in continuo moto disordinato come le 
molecole dei gas. L'equilibrio statistico richiede che se in una certa direzione si ha un 
flusso di particelle di un certo tipo, questo deve essere compensato da un flusso uguale e 
opposto di particelle del medesimo tipo. Ora notiamo che in un punto come Q (Fig. 
12.11) non si può avere un flusso di elettroni 4g destra, perché a destra ci sono 
- praticamente - soltanto lacune (gli elettroni, minoritari, saranno in numero trascura- 
bile). Similmente in un punto Q’ non si può avere un flusso di lacune 44 sirzstra. Que- 
sto vuol dire che anche i flussi opposti devono mancare nella zona della giunzione, ma 
siccome questo non può avvenire per mancanza di particelle del tipo adatto, vuol dire 
che ci deve essere nella regione in questione un campo elettrico che ostacola il moto de- 
gli elettroni da destra verso sinistra e quello delle lacune in senso opposto. Questo cam- 
po è dunque diretto da sinistra a destra ed è semplicemente dovuto ai donatori 4* e agli 
accettori 4° non più compensati a causa della scarsità di portatori nella regione della 
giunzione (che prende il nome di «depletion layer».). 

Un argomento un po’ più formale conduce alla stessa conclusione. Abbiamo visto che 
in un semiconduttore estrinseco di tipo # il livello di Fermi si trova fra VW, e W,, cioè 
nella parte superiore del gap, mentre in un semiconduttore del tipo f esso si trova fra 
Wi, e W., cioè nella parte ir/erzore del gap. D'altra patte, in condizioni di equilibrio, il 
livello di Fermi - che coincide col potenziale chimico per elettrone (Cap. 7, è 7.5) - sarà 
lo stesso ovunque ($ 7.6 dello stesso capitolo). Il diagramma dei livelli dev'essere perciò 
come in Fig. 12.12, ciò che implica una salita dell'energia potenziale dell’elettrone 
nell’attraversare la giunzione (e quindi una discesa del potenziale elettrico, come indi- 
cato in Fig. 12.11). 


MW 


tipo # 


Fig. 12.12 - Variazione dei limiti di banda attraverso una giunzione # - p. 


Supponiamo ora di applicare una d.d.p. che renda la parte f più wegaziva rispetto al- 
la parte #: l’unico risultato sarà di accentuare ancora la discesa del potenziale ossia di in- 
tensificare il campo elettrico alla giunzione, ciò che implica una ancora maggiore rarefa- 
zione dei portatori nella zona della giunzione. Nessuna corrente prende a fluire nel cir- 
cuito per opera dei portatori maggioritari. Se invece applichiamo la d.d.p. nel senso op- 
posto, in modo da compensare (o sopra-compensare) il salto di potenziale caratteristico 
della giunzione, questa volta c'è una corrente (corrente diretta) dovuta all’afflusso di 
elettroni dal lato # e di lacune dal lato , lacune ed elettroni che spariscono per ricombi- 
nazione nella zona della giunzione. Naturalmente la corrente inversa, cioè quella che si 
ha nel caso prima considerato, non è del tutto nulla, ma è molto piccola perché dovi 
ai portatori minoritari. In Fig. 12.13 sono mostrate alcune caratteristiche tipiche. L'au- 
mento della temperatura ha poca influenza sulla corrente diretta, ma fa aumentare in- 
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Fig. 12.13 - Caratteristiche corrente-tensione di alcune giunzioni. Notare le differenze di scala fra 
gli assi positivi e negativi. 


vece rapidamente quella inversa, per l'aumento dei portatori minoritari: la caratteristica 
del diodo diventa perciò meno buona. 

Il tipo di conduzione che si ha nei semiconduttori, e in particolare nelle giunzioni, si 
presta a numerosissime applicazioni delle quali vogliamo ricordare il #razsistore. Questo 
consiste di un semiconduttore in cui tre regioni successive, delle quali l’intermedia è 
molto sottile,') hanno un carattere alternativamente e f, per esempio p-2-?. Tre ter- 
minali assicurano tre contatti «ohmici», cioè a debole campo elettrico (in contrasto coi 
contatti puntiformi), con le tre regioni. Applicando una tensione fra A e B (Fig. 12.14) 
si ha una corrente molto debole perché la tensione, qualunque ne sia il verso, è «inversa» 
rispetto a una delle duc giunzioni, attraverso ia quale potranno circolare solo i portatori 
minoritari. Per capire il compito determinante del terzo terminale C pensiamo di inseri- 
re il transistore in un circuito come quello in Fig. 12.14 (benché questo non sia il modo 
più corrente di utilizzate un transistore). La forza elettromotrice E, nella maglia M, de- 
termina un flusso di lacune verso la zona x dove normalmente dovrebbero ricombinarsi 
con altrettanti elettroni (funzionamento «diretto» della giunzione f-r). Questo processo 
di ricombinazione non è però molto rapido, anzi avviene con un tempo caratteristico ra 
abbastanza lungo, durante il quale le lacune diffondono con un cammino medio di dif- 
fusione abbastanza grande. Nella giunzione semplice p-# ciò ha luogo nel semicondur- 


facune 


Fig. 12.14 - Schema di un circuito amplificatore che impiega un transistore f - # - f: questo tipo 
di circuito viene denominato hase 4 comune. 


1) Sempre più grande, però, degli spessori dei «depletion layers» che ne costituiscono i confini. 
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tore 7. Nel caso presente però lo spessore della zona 7 è molto piccolo e ciò fa sì che solo 
una minima frazione (in pratica dell'ordine dell’1% 0 meno) delle lacune si ricombina 
nella zona # con elettroni provenienti dall’elettrodo B, mentre la massima parte passa 
nella zona p. Qui la corrente, dato il segno della f.e.m. F., era limitata a un valore mol. 
to debole dal fatto che normalmente non si possono estrarre lacune dalla zona #: l'af- 
flusso delle lacune (in misura praticamente pari alla corrente «diretta» della giunzione 
p-n) fa aumentare notevolmente la corrente nella maglia M;. Il funzionamento può es- 
sere riassunto dicendo che si ha un’inzezione di portatori minoritari nella zona interme- 
dia, da dove possono alimentare la corrente inversa attraverso la giunzione «sbarrata» 
susseguente. 

La piccola perdita di corrente che si ha nell’attraversare la zona 7 è compensata ab- 
bondantemente dalla circostanza che in M; la tensione può essere molto più alta che in 
M,, trattandosi di una sensione inversa applicata alla giunzione #-p: si ha perciò un gua- 
dagno di potenza rispetto a quella erogata in M;. Naturalmente negli usi pratici la 
f.e.m. E, non sarà quella di una batteria ma sarà data da un segrz/e che si ritroverà am- 
plificato nella maglia M: per esempio come variazione di tensione ai capi della resistenza 
di carico R.. 


13. Supetconduttività 


La superconduttività mette in evidenza come interazioni anche debolissime fra gli 
elementi di una struttura (gli elettroni di conduzione in certi metalli e altri conduttori) 
possono portare alterazioni vistosissime nelle proprietà del sistema quando si raggiungo- 
no temperature abbastanza basse perché la diminuita agitazione termica, con l’aiuto 
(determinante!) del carattere quantistico dei moti, non possa più ostacolare l’effetto 
coordinatore di quelle interazioni. 

La scoperta della supetconduttività avvenne nel 1911 ed è legata al nome di H. Ka- 
merling Onnes (olandese, 1853-1936). In realtà fu, per così dire, il premio della tenacia 
di Kamerling Onnes nel perseguire il suo programma di liquefazione dei gas leggeri. È 
evidente infatti che una volta raggiunta la liquefazione dell’elio, che bolle a 4.24 K 
(l'idrogeno bolle parecchio più su, a 20.4 K), non poteva sfuggire il fatto che alcuni 
conduttori comuni, come il mercurio o lo stagno, portati in quel campo di temperatura 
perdevano improvvisamente, a una temperatura caratteristica (4.15 K per Hg e 3.72 K 
per Sn) qualunque misurabile resistenza elettrica, onde il nome dato al fenomeno. 

Si noti che la resistenza di un superconduttore non è da ritenere piccolissima, ma del 
tutto non misurabile. E accertato infatti che nessuna attenuazione ha luogo per una cor- 
rente lanciata in un anello superconduttore (constatabile per mezzo del proprio campo 
magnetico) per tutto il tempo - che può essere di anni - in cui si ha la costanza di man- 
tenere l’anello al disotto della temperatura di transizione, 

Quanto all’interpretazione teorica del fenomeno si può dire che si tratti del più arduo 
problema incontrato nella fisica dei solidi, come è reso evidente dal fatto che, scoperto 
nel 1911 il fenomeno, scoperta verso il 1927 la meccanica quantistica (indispensabile per 
capirlo) tuttavia soltanto verso il 1934-35 si ebbero le prime teorie fenomenologiche. 
mentre una teoria microscopica, cioè fondata sull’analisi del comportamento degli eler- 
troni, non si avrà che nel 1957. 


13.1. Preliminari. Effetto Meissner 


Prima di descrivere, sia pure sommariamente, l'evoluzione della teoria conviene rias- 
sumere alcuni aspetti fondamentali della superconduttività. 

Essa si verifica in qualche decina di elementi, per lo più metalli e in una grandissima 
varietà di leghe e composti. Le temperature di transizione degli clementi vanno da qual 
che grado K (per esempio 9.25 per Nb, 7.2 per Pb) fino a valori piccolissimi (per esem- 
pio 1.5 x 10° K per W). Valori più alti si hanno fra i composti e le leghe (per esempio 
16.4 K per Nb.SnTa). 

La transizione allo stato superconduttore non è accompagnata da un calore di trasfor- 
mazione. Esiste invece alla semperatura di transizione T. una discontinuità del calore 
specifico con l'aspetto schematicamente indicato in Fig. 13.1, caratteristico del passag- 
gio - nel senso delle temperature decrescenti - da una fasc disordinata a una fase ordina- 
ta; il tratto rettilineo per T> 7, mostra la linearità caratteristica del calore specifico degli 
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Fig. 13.1 - Andamento del calore specifico in un superconduttore. 


elettroni di conduzione (Cap. 10, $ 10.7). Una curva molto simile si trova per la transi- 
zione dell’elio allo stato superfluido (Cap. 7, $ 7.6) che si può assimilare - come si vide - 
a una condensazione di Bose-Finstein, cioè al passaggio di una frazione finita degli ato- 
mi in un wrico stato € quindi con un’entropia (che è una misura del disordine) nulla. 
Vedremo più avanti che nella superconduttività sono delle coppie di elettroni che subi- 
scono una transizione analoga a quelle dei singoli atomi dell’elio al punto À. 

Fu presto notato che applicando a un superconduttore un campo magnetico abba- 
stanza intenso si può tiportarlo allo stato normale. Il campo da applicare (campo critico 
H.) deve essere tanto più intenso quanto più si scende con la remperatura al disotto del- 
la temperatura critica T.. Nei casi più semplici (superconduttori del 1° tipo) la dipen- 
denza da 7 è una curva sensibilmente parabolica che raggiunge il suo vertice all'ascissa 
T = Q(Fig. 13.2). In altri casi (superconduttori del 2° tipo) le cose si complicano per il 
formarsi di «stati intermedi» in cui il materiale presenta una struttura complessa con zo- 
ne superconduttrici - spesso lamellari - frammiste a zone a conduzione normale. 

L'esistenza di un campo magnetico critico comporta quella di un limite superiore per 
la corrente di superconduzione che è dato da quella corrente che produce alla superficie 
del superconduttore il campo magnetico critico. Tale circostanza si presta ad un esperi- 
mento «pittoresco» che consiste nel far fondere un filo di piombo (T, = 7.19 K) immer- 
so nell’elio in ebollizione (7 = 4.24 K). Una corrente di poco superiore a quella che 
non incontrava nessuna resistenzm basta per portare il filo al punto di fusione (327 °C). 
In questo è d'aiuto anche la bassissima conduttività termica dell'elio a quella tempera- 
tura (conducibilità che diventa improvvisamente grandissima appena si scende - a 2.2 
K - al disotto del punto }). 

Il campo critico H.(0) per T= 0 varia da qualche centinaio a qualche frazione di oer- 
sted per gli elementi superconduttori, ma può raggiungere valori nel campo dei 
k-cersted nei superconduttori a composizione mista. 

L'esistenza di un campo magnetico critico fu il primo indizio di un legame fonda- 
mentale fra la superconduzione e il campo magnetico. Un ovvio legame, che però servì 
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Fig. 13.2 - Dipendenza del campo magnetico critico H. dalla temperatura assoluta. 
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dapprima a sviare l’interpretazione del fenomeno, è dato dal fatto che in un mezzo a 
conduttività infinita non può esistere (stabilmente!) un campo elettrico perché questo 
implicherebbe una corrente infinita. D'altra parte, la condizione 


E=0 (13.1) 
combinata con l'equazione dell’induzione elettromagnetica 


EEE È (13.2) 


Cc 


porta alla conseguenza 
B=0. (13.3) 


Da qui si ritenne (un po’ superficialmente) di poter dedurre che un superconduttore ve- 
nisse a trovarsi in due stati finali diversi sottoponendolo ai due processi seguenti: 


4) la temperatura si fa scendere al disotto di 7. in assenza di campo magnetico. Nel 
materiale si ha ovviamente B= 0 sia all’inizio che alla fine del raffreddamento; 


5) a una temperatura T> 7, si stabilisce nel materiale un campo B#0 e poi lo si raf- 
fredda al disotto di T.. In base alla (13.3) sembrerebbe che B dovesse restare «congelato» 
nel supetconduttore e quindi a differenza del caso precedente si avrebbe nel supercon- 
duttore B#0 nello stato finale. 

Fu scoperto invece da Meissner e Ochsenfeld nel 1933 che nel secondo processo. alme- 
no nei superconduttori del 1° tipo, il passaggio allo stato superconduttore ha per conse- 
guenza l’espalsione delle lince di forza del campo B dal materiale (o meglio. come ve- 
dremo, dalla massima parte di esso). Per i superconduttori del 2° tipo il comportameto 
è meno semplice, ma tutto fa ritenere che il flusso residuo nel materiale passi Pes 3 
per quelle zone che non diventano superconduttrici. Se ne conclude che nei sup 
duttori in condizioni di equilibrio termodinamico, accanto all'Eq. (13.1) deve a 
anche 


B=0. (13.4) 


Naturalmente perché nell’effetto Meissener il campo B si annulli occorre che esista mo- 
mentaneamente un campo elettrico E#0, come vuole l’Eq. (13.2). Questo però non 
implica nessuna contraddizione perché quel campo transitorio è necessario per lanciare 
la cotrente non dissipativa che poi, senza l’aiuto di nessun campo elettrico, provvederà 
alla magnetizzazione M richiesta per avere B = 0. Infatti dall’equazione fondamentale 


B=H+ 47M (13.5) 
si deduce che per avere B = 0 bisogna che sia 
M=_-H/4r, 


(si potrebbe dire che la suscettività del materiale è —1/47). Ciò implica l’esistenza di 
un sistema di correnti capace di generare la polarizzazione diamagnetica M. 
Avvertiamo subito che questo schema (che del resto potrebbe valere al più per il caso 
di un superconduttore semplicemente connesso) è puramente formale e non sarà adope- 
rato. Infatti nei materiali diamagnetici ordinari (in cui tale schema funziona) si hanno 
suscettività (u—1)/47 dell'ordine di 10-9 e le correnti che producono il diamagnetismo 
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circolano nell'interno degli atomi cosicché possono benissimo essere sostituite da un’ap- 
propriata distribuzione di momenti magnetici col momento complessivo M per unità di 
volume. Vedremo che nella superconduzione si tratta invece di un campo di correnti 
macroscopiche che si manifestano, tipicamente, in un sottile strato alla superficie del su- 
perconduttore. È ovviamente essenziale introdurre esplicitamente queste correnti nella 
descrizione del fenomeno, Inoltre, come si accennava sopra, se il superconduttore non è 
semplicemente connesso (per esempio ha la forma di anello), le correnti superconduttri- 
ci non devono soltanto cancellare il campo B nell'interno (profondo) del materiale, ma 
devono anche produrre il campo magnetico esterzo (che è quello che ci rivela la presen- 
za della supercorrente): un risultato ovviamente non ottenibile con un campo di M. 
Si noterà che ignorando da qui in avanti - per convenzione - il campo M, viene a ca- 
dere la distinzione fra B e H e le cariche si devono pensate come muoventisi nel voto. 


13.2. La teoria fenomenologica dei London 


Le considerazioni qualitative del paragrafo precedente vengono precisate dalla teoria 
fenomenologica proposto nel 1934 dai fratelli London che si ricollega a un'analisi - di 
poco precedente - del comportamento dei superconduttori, dovuta a Casimir e Gorter 
(1934) fondata su considerazioni termodinamiche e nota come il «modello dei due flui- 
di». 

Come punto di partenza della loro analisi, Casimir e Gorter postulano che nei super- 
conduttori alle temperature comprese fra lo zero assoluto e 7. la conduzione senza dissi- 
pazione si abbia soltanto per una frazione degli elettroni di conduzione! mentre gli al- 
tri conducono normalmente, cioè con dissipazione, e quindi non prendono parte al tra- 
sporto della corrente, essendo per così dire cortocircuitati dagli elettroni supercondutto- 
ti. 

Chiamando #, la densità numerica degli elettroni superconduttori si avrà dunque per 
la densità J della corrente 


J= rev 


con v velocità media degli elettroni. Per effetto di un campo elettrico transitorio E si avrà 


dv e 
rc a LE 
di mm 
e, sostituendo nella precedente equazione, 
ù 2: 
J=n € E. 
m 
Segue da questa equazione 
n, e 
rot} = rot È 
nm 


1) Si riteneva allora che per T = 0 K tale frazione raggiungesse il 100%. La teoria microscopica ($ 13.3) ha 
mostrato invece che anche allo zero assoluto tale frazione è molto minuta (dell'ordine di 107%). 
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e utilizzando la legge di Faraday nella forma tot E = — B/c si ha 
$ n, 6° 
rotj= — B 
me 
ossia 
2 
£ (sor) pes B)- 0. (13.6) 
di mc 


Questa equazione andrebbe associata all'equazione di Maxell! 
rot B = dg (13.7) 
c 


per determinare i possibili campi J e B. Con questo si vede che qualsiasi coppia di solu- 
zioni statiche per ] e B sarebbe compatibile con le equazioni ottenute. Sappiamo però 
che la superconduzione non è compatibile con un campo B#0. Ci deve essere dunque 
una limitazione. 

I London notarono che al risultato B = 0 si arriva nel caso particolare in cui l’espres- 
sione in parentesi nella (13.6) non solo è costante ma è zero. L'equazione di London che 
così si ottiene 


tot] = — 


B (13.8) 


confina infatti il campo dove B è sensibilmente diverso da zero a una sottile pellicola su- 
perficiale del superconduttore. Per vederlo, corninciamo con eliminare alternativamente 
uno dei campi fra le Eqq. (13.7) e (13.8). Si ottengono le equazioni?’ 


B (13.91) 


dove il parametro 


1) Nella formulazione abituale dell’Eq. (13.7) compare H al posto di B e al secondo membro appare la cor- 
rente di spostamento 


Si è detto sopra che H e B non si distinguono perché si considera di essere nel vuoto. Quanto al termine di 
spostamento esso esiste anche nel vuoto ma si fa sentire solo per campi molto rapidamente variabili col 
tempo. 


2) Si fa uso della relazione VA (VA F) = V(V - F) — V?F, tenendo conto che per ambedue i campi si ha 
WesFa 
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è manifestamente una lunghezza al quadrato. 

Per capire il significato fisico delle Eqq. (13.9) e (13.10) semplifichiamo al massimo le 
cose considerando il caso schematico in cui il superconduttore occupa un semispazio li- 
mitato dal piano xy di un sistema cartesiano e sia quello in cui è z>0. La coordinata 2 
positiva misura perciò la profondità dentro il superconduttore. La simmetria del sistema 
impone che i vettori J e B possano dipendere da z ma non da x e y. È dunque 


Si avrà inoltre /, = 0. Da qui e dalla (13.8) risulta che rot J e quindi B hanno compo- 
nenti soltanto nel piano xy. Posto ad esempio 


B.(2) = B.(0) f(2) 
l’Eq. (13.9) dà 


con la soluzione! 


f(z) = f(0)exp(—z/)) 


che giustifica il nome di «parametro di penetrazione» dato a X. Alla temperatura 7., 
quando x, è nullo, \ è infinito, ossia non c’è attenuazione del campo B inoltrandosi nel 
superconduttore, ma questa si manifesta appena si forma una densità #, non nulla. Se- 
condo le ipotesi che si fanno sulla frazione di elettroni di e che diventano su- 
perconduttori si ottengono valori di À nel campo 107 + 107 

Come è noto dall’elettromagnetismo il campo R si può PT come il rotore 
di un opportuno potenziale vettore A. L’Eq. (13.8) di London suggerisce perciò che pos- 
sa valere anche un’equazione del tipo?) 


ne? 


pe, A. (13.11) 


MIC 


La difficoltà che deve essere superata per giustificare un'equazione di questo genere sta 
nel fatto che J e B sono campi perfettamente determinati dalle condizioni in cui si rea- 
lizza ogni particolare caso di superconduzione, ma lo stesso non si può dire di A in 
quanto ci sono infiniti campi A che generano lo stesso campo B. Occorre dunque intro- 
durte delle condizioni supplementari pet finire di determinare A. 

Una di queste condizioni è evidente dall'Eq. (13.11) ed è che A sia solenoidale come 
lo è J in condizioni stazionarie. Porremo dunque 


1) I moduli di J e B mostrano un’identica dipendenza da 2, ma le loro linee di forza (appartenenti come si è 
detto al piano xy) sono perpendicolari fra loro. 


2) Vedremo che questo avviene per un superconduttore semplicemente connesso. Se è multiplamente connes- 
so appaiono anche altri termini nell'equazione (mentre l’Eq. (13.8), più generale, è valida in ogni casa). 
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divA =0. (13.12) 


È noto dall’analisi che è sempre possibile trovare un campo che abbia rotore e diver- 
genza assegnati. Siccome il rotore di un gradiente è sempre nullo, una ulteriore 
causa di ambiguità è data dal fatto che si è liberi di sostituire qualsiasi Acon A’ = A + 
grad x (x, 9, 2), dove la funzione x non è, però, completamete arbitaria se si vuole che 
continui a valere la condizione (13.12). Infatti sostituendo A’ ad A nella (13.12) si vede 


che x (x, y, 2) deve essere soluzione dell’equazione (di Laplace) 
div grad x = V?2x = 0 


ossia deve essere una funzione armonica. Una tale funzione è determinata dalle condi- 
zioni al contorno (valore della funzione e della derivata normale sulla superficie di con- 
torno). 

Nella massima parte dello spazio occupato dal superconduttore, cioè a prescindere 
dalto strato superficiale, sede della supercorrente, si ha B = 0 e quindi ror A = 0, Que- 
sto significa che A si riduce al solo termine gradiente: 


A = gradx(x,7, 2). (13.13) 


D'altra parte la definizione di A insieme al teorema di Stokes ci dice che l'integrale di Îi- 
nea di A lungo una curva chiusa s ci dà il flusso ®, di B concatenato con tale linea (che 
vogliamo supporre tutta immersa nel superconduttore). Si ha cioè 


SA-4=®,. (13.14) 


Da qui si vede che si deve fare una netta distinzione fra superconduttori semplicemente 
oppure multiplamente connessi. Nel primo caso ®, è sempre nullo, la circuitazione di A 
sulla linea chiusa dà zero e ciò vuol dire che x (x, y, 2) è una funzione a un sol valore. In- 
vece nel caso di un supetconduttore multiplamente connesso un flusso ®, non nullo può 
esset concatenato con la linea d'integrazione (per esempio una linea che giri intorno al 
vano, all’interno di un anello in cui citcola una supercorrente). Ciò vuol dire che in que- 
sto caso x (x, y, z) è una funzione a più valori, in modo che l’integrale (13.14) dà l’in- 
cremento della funzione nel percottere una volta il circuito s. Conoscendo È, e la forma 
dell’anello si potrà identificate fa funzione x che fa al caso. Possiamo ritenere perciò che 
sarà sempre possibile costruire un soddisfacente potenziale vettore. 

L’impottanza di mettere l'equazione di London in una forma che stabilisce un lega- 
me fra la supercorrente e il potenziale vettore sta nel fatto che in questo modo si crea un 
collegamento con la meccanica quantistica. La meccanica quantistica infatti dà una for- 
mula generale per la densità probabilistica di fiusso di una particella di massa 772 e carica 
elettrica e il cui moto in un campo magnetico sia descritto dall’autofunzione y. Introdu- 
cendo anche un secondo fattore e pet avere la densità probabilistica di corrente J, tale 
formula dà 


eh e 
J= E. [LA Wgrad yi — vi grad va) — L vg A| (13.15) 
21 me 
dove nel nostro caso la somma va estesa a tutti gli elettroni superconduttori. Evidente- 


mente si ha E, yi, d} = #, e quindi l’ultimo termine vale 


sh (13.16) 


me 
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proprio come il secondo membro della (13.11). Perché le due equazioni coincidano ba- 
sta perciò che sia nullo il contributo dei termini in parentesi ronde.'! Tale contributo sa- 
rebbe nullo per ragioni di simmetria prendendo per le y,, le autofunzioni impertuibate, 
cioè valide in assenza del campo magnetico. Questo però non è possibile per un condut- 
tore normale. Infatti le y, sono perturbate dal campo magnetico e cambia anche l’occu- 
pazione dei relativi livelli. Il risultato finale è un debole effetto paramagnetico ( pars 
magnetismo di Pauli ) che si cancella quasi del tutto col termine diamagnetico (13.16). 
Ciò che resta è un debole diamagnetismo (detto di Landau-Peierls). 

Da questa constatazione i London conclusero che doveva esistere nei superconduttori 
un accoppiamento fra elettroni tale che finché la perturbazione magnetica non raggiun- 
ge l'energia dell’accoppiamento (valutabile in £7.) il suo effetto si riduce a introdurre 
nelle autofunzioni termini del secondo ordine (0 superiore) in H. In queste condizione 
domina nell’Eq. (13.15) il termine diamagnetico (13.16) (lineare in A e quindi in H). 


13.3. Le basi della teoria microscopica 


Passeranno ancora parecchi anni (dal 1935 al 1956-57) prima che l'ipotesi dei London 
di una interazione fra gli elettroni di conduzione si concreti in una teoria precisa. Que- 
sto dà un'idea della complessità del problema e spiega perché qui ci limitiamo a 
un'esposizione poco più che qualitativa. 

Il modello dell'interazione - necessariamente indiretta - fra gli elettroni fu suggerito 
dall’elettrodinamica quantistica la quale spiega la forza di Coulomb fra elettroni come 
dovuta allo scambio di fotoni virtuali, cioè di quanti del campo elettromagnetico. Fu 
proposto da Fréhlich nel 1950 che l’interazione cercata, in quanto ha luogo in un retico- 
lo cristallino, col quale gli elettroni non mancano di interagire, fosse dovuta allo scam- 
bio di quanti delle vibrazioni reticolari, cioè di fononi. Questa idea è confermata indi. 
rettamente dal fatto che i metalli migliori conduttori, come il rame e l'argento, nei qua- 
li gli elettroni interagiscono poco col reticolo cristallino, non diventano superconduttori, 
mentre lo diventano altri, come il mercurio, il piombo e lo stagno che sono dei condut- 
tori assai mediocri, implicando con ciò una notevole interazione fra reticolo ed elettroni 
di conduzione. 

L'idea di Fréhlich ebbe un'immediata (e indipendente) conferma dalla scoperra del 
cosiddetto «effetto isotopico». Risultò infatti, sperimentando con gli isotopi separati di 
diversi metalli (Hg, Pb, Sn e altri), che le temperature di transizioe Toy per i diversi iso- 
topi dello stesso elemento verificano una relazione del tipo 


Tom M” = cost. 


dove M è la massa dell’isotopo e v un esponente vicinissimo a 1/2 (le frequenze delle vi. 
brazioni reticolari sono proprio proporzionali a M7'/?, come si è visto nel Cap. 9, $9.1). 
Questa legge mostra chiaramente che la dinamica del reticolo entra essenzialmente nel 
meccanismo della supetconduzione. 

Il punto di partenza della teoria microscopica sta nell'ipotesi che l’interazione fononi- 
ca, che si può dimostrare attrattiva (causa quindi di un abbassamento dell'energia) ab- 
bia luogo essenzialmente fra gli elettroni appartenenti a un sottile strato su quella su- 
perficie (detta di Fermi) che nello spazio dei vettori k corrisponde all’energia di Fermi. 
Siccome sotto l'aspetto cinetico gli elettroni si considerano liberi (il procedimento qui è 


1) In un superconduttore multiplamente connesso i termini in parentesi possono e devono dare un contributo 
importante, come si vedrà più avanti. 
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un po’ contraddittorio ma non sembra che questo porti seri inconvenienti) la loro ener- 
gia è data da 


pei gi 


27 27 


(l’estrema fittezza dei livelli permette l’uso delle formule classiche) e quindi la superfi- 
cie in questione è la sfera di raggio £ = 4;. 
Lo spessore è£ dello «strato attivo» corrisponde a un'alterazione dE dell'energia data 


da 


Vi 


sE (0) ope È hub (13.17) 


‘ 


che si può ritenere sia dell'ordine di 47., con £ costante di Boltzmann, cioè dell’ordine 
degli scambi medi di energia alla temperatura 7. alla quale l’interazione comincia a ma- 
nifestarsi. Tale essa resta anche quando la temperatura scende ancora, perché la teoria 
dà ottimi risultati postulando un'interazione indipendente da T. !’ Siccome 7. è per lo 
più dell’ordine delle unità, il valore di dE, ossia £T. risulta dell’ordine di 


dE = 10° eV. (13.18) 


In contrasto con questo risultato, la variazione di energia è< E> per la totalità degli 
elettroni di conduzione nel passare dallo stato ordinario a quello superconduttore è mol- 
to più piccola. Questa energia si valuta facilmente moltiplicando il quoziente 


(volume per atomo) / (n° elettroni di valenza) 


per la densità di volume dell’energia magnetica H? (T)/87 che è capace di distruggere 
la superconduzione. Questa energia è massima per 7° = 0, dove IH è. tipicamente. 
dell’ordine di qualche centinaio di cersted. Ne risulta d<E> = 10° eV. 

Il rapporto d< F> /6E è dunque dell’ordine di 107* e tale è anche il rapporto g che 
c'è fra il numero di elettroni nello strato attivo e la popolazione totale degli elettroni dr 
conduzione, rapporto valutabile dai rispettivi volumi nello spazio dei vettori k.° cioè 


An ki dk 3 dk 
(4/3) 7 ki kr 
Tenendo conto della (13.17) si vede facilmente che è 


BE, Sk _ 2 


rrugto Q 
E; ke 3 


1) Verosimilmente questo può avvenire perché, basandosi sulla creazione di fononi virtuali (vedi oltre), 
l’interazione non è influenzata dall'occupazione o meno dei corrispondenti stati vibratori del reticolo, an- 
che perché trattandosi di bosoni non ci sono limitazioni ai numeri di occupazione. 


2) Avendosi k = 47'p, lo spazio dei vettori k, a meno del fattore 47? e del fattore V che è il volume dello 
spazio ordinario a disposizione degli elettroni, corrisponde allo spazio delle fasi nel u-Raum del gas elettro- 
nico. Dà perciò una misura del numero degli stati possibili. Ma alle bassissime temperature che qui si con- 
siderano tali stati sono (praticamente) tutti occupati, ciascuno da due elettroni con spin opposti. Da qui la 
proporzionalità fra volume e popolazione. 
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D'altra parte E; espressa in eV è dell'ordine delle unità e quindi non altera l'ordine di 
grandezza del primo membro che secondo la (13.18) risulta 107‘. Si può dunque scrivere 


= " a 10%, 1310 
is ( ) 


F 


L’ipotesi che diventino superconduttori soltanto gli elettroni dello strato attivo spiega 
dunque perché l'energia media degli elettroni vari così poco e si riduca rispetto a $E pro- 
prio pet un fattore 10°‘. 

L'interazione fononica limitata allo strato superficiale di una distribuzione di Fermi 
fu studiata in dettaglio da Cooper in un lavoro del 1956 che precede di pochi mesi 
un'esposizione più completa della teoria microscopica, nota col nome di teoria di Bar- 
deen, Cooper, Schrieffer (1956). 

Si tratta di una debole attrazione fra due elettroni (coppia di Cooper) con spin oppo- 
sti e vettori di propagazione pure opposti. L'accoppiamento fra elettroni con spin oppo- 
sti ci è già familiare (si ricordi in particolare la molecola dell'idrogeno; Cap. 6 $ 6.1). 
Deve invece essere spiegato perché devono essere opposti i vettori di propagazione, cioè 
le quantità di moto. Per far questo occotre scendere in qualche dettaglio dell’interazio- 
ne. Questa consiste nell’emissione da parte di uno dei due elettroni di un fonone che 
viene assorbito in un tempio brevissimo dell'altro elettrone. Non occorre imporre la 
condizione di conservazione nel processo di emissione perché la durata dello stato inter- 
medio elettroni + fonone si suppone talmente breve che l’indeterminazione dell’ener- 
gia che ne consegue non consente di constatarne la violazione (per questo si parla di un 
fonone «virtuale»). Invece la quantità di moto totale 4 (k, + k;) dei due elettroni, es- 
sendo ciascuno dei due vettori conosciuto a meno della piccola imprecisione 36, è Lex 
definita tanto nello stato iniziale che in quello finale e quindi sotto l’azione di forze in- 
terne - come l'interazione della coppia - si deve conservare. Si deve avere perciò 


k, + k. = k(+ k; (13.20) 


dove gli apici indicano lo stato finale e tutti i vettori k terminano fra la sfera di raggio 4; 
e quella di raggio £; + 34. Coi moduli di questi vettori e quello della comune risultante 
K si può fare la costruzione indicata in Fig. 13.3 e si vede che il volume nello spazio dei 
k dove cadono gli estremi dei vettori che soddisfano alla (13.20) è dato dal volume co- 
mune alle intercapedini delle sfere di raggi 4; ec #x + 64 centrate in O e in 2 (il parallelo- 
gramma OMON può esser fatto ruotare intorno all'asse 00). Questo volume quando 
l'angolo 3 non si avvicina troppo a 90°, cioè quando K non risulta troppo piccolo, è 
dell'ordine di 274; sen (64)? ma va a coincidere con l’intera intercapedine 474? dk 
quando si ha K = 0, cioè quando i vettori che si compongono sono opposti. Il valore del 
rapporto dei volumi è (come ordine di grandezza) 


Fig. 13.3 - Rappresentazione grafica della relazione fra i vettori di propagazione di una coppia di 
Cooper. 
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dr ki dk, Re 

2rk5(dk) dk 
e quindi per la (13.19) è dell’ordine di 10*: si tratta perciò di un massimo molto acuto e, 
siccome il volume nello spazio dei k è una misura della probabilità d'occorrenza degli 


eventi considerati, se ne conclude che il solo caso che conta è quello in cui i vettori k de- 
gli elettroni interagenti sono opposti. 


10 
eo(7)A(0) do 


0.6 
0.4 
0.2 


o T T_ T T T/T, 
0204 06 08 10 


Fig. 13.4 - La lacuna energetica «(7 ) in funzione di 7/7. secondo la teoria di Bardeen, Cooper, 
Schrieffer. 


La debole attrazione fra i membri di una coppia di Cooper, fornendo a ciascuno di es- 
si una piccola energia potenziale negativa (— eo), ha per effetto di creare una sottile la- 
cuna («gap») sotto la superficie della sfera di Fermi. A differenza, però, dal caso dei se- 
miconduttori in cui il gap separa gli elettroni di due bande differenti, qui il ,82P 

- dipendendo dall’occupazione statistica di certi livelli di un’unica banda - ha un’am- 
piezza che è funzione della temperatura. Esso è nullo per T = T. e cresce con l’abbassar- 
si della temperatura fino a raggiungere il massimo valore per T = 0 K. In Fig. 13.4èri- 
portato l'andamento di es(7 )/es(0) previsto dalla teoria di B.C.S.. Questa curva ha 
un'espressione semplice soltanto per 7 poco diverso da 7;, nel qual caso si ha 


Tie) LISI, (13.21) 


Un modo molto espressivo di rappresentare gli effetti del gap è quello di far ricorso alla 
densità degli stati elettronici quale risulta dalla formula 


ARCI e (13.22) 
dE (E° prati e3)!!? 


Qui le energie F sono misurate rispetto al livello di Fermi, cioè ponendo Ex = 0. Il fat- 
tore N (0) è quindi la densità che si avrebbe a questo livello trascurando l’interazione fra 
gli eletroni. Come si vede, la densità diverge (con integrale finito) per E = + € cioè ai 
margini del gap che sono simmetrici rispetto al livello dei Fermi (Fig. 13.5). Allo zero 
assoluto tutti i livelli a sinistra del gap sono occupati e tutti quelli a destra sono vacanti 
(e il gap ha la massima estensione). A temperature fra 0 e 7. c'è un certo numero di elet- 
troni (non superconduttori!) anche nel ramo a destra. Per attraversare il gap, due elet- 
troni devono essere promossi, cioè si deve separare gli elementi di una coppia di Cooper. 

È istruttivo tener presente la scale del diagramma. Sappiamo che il gap, alla sua mas- 
sima estensione, è dell'ordine di — 107‘ eV, mentre il ramo di sinistra ha inizio all’ascis- 
sa — E;, che è tipicamente di qualche eV. Per restare in scala l’ascissa di partenza do- 
vrebbe trovarsi perciò a qualche centinaio di metri di distanza. Questo rende bene l’idea 
di quanto piccola sia la perturbazione che dà origine alla superconduttività. 

Sembra naturale pensare che l’autofunzione che descrive una coppia di Cooper sia da 
costruire con quelle (approssimate da onde piane) i cui vettori k terminano nella zona di 
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dle 


mY 


(livello di Fermi) 


Fig. 13.5 - Densità degli stati elettronici in presenza del gap. Non esistono stati in un intervallo 
2eo centrato su quello che è il livello di Fermi in assenza di superconduttività. 


spessore 6£ che già conosciamo. Per mezzo del principio di indeterminazione questa in- 
certezza dell'impulso ci può dare un'idea dell’estensione spaziale L dell’autofunzione 
di una coppia. Dovrà essere 


L= biòp = 1/84 = 10/4; (13.23) 


(l’ultimo passaggio utilizza la (13.19)). Quanto a &;, nell’approssimazione degli elettro- 
ni liberi, esso è determinato dalla densità numerica x degli elettroni di conduzione, co- 
me si è visto al $ 11.1 del Cap. 11. Si ha 4 = #'’ e con #7 che è dell’ordine di 10°! cm” 
troviamo 


L=2x10"%cm. (13.24) 


Questo valore così grande significa che le coppie di Cooper non sono affatto indipen- 
denti ma, sovrapponendosi, ciascuna di esse interagisce con qualcosa come un milione 
di altre coppie (quelle contenute in un volume dell'ordine di £*). Il fatto che Z può rag- 
giungere o anche superare il valore del parametro MT ) che nella teoria di London misu- 
ra la penetrazione del campo magnetico nel superconduttore mostra che questo aspetto 
della superconduzione esige una trattazione approfondita che tenga conto delle dimen- 
sioni non trascurabili dei portatori della supercorrente. In Fig. 13.6 sono mostrati 1 risul- 


[100)/2(7)]f 


T T T 
04 0.6 0.8 10 


Fig. 13.6 - Andamento del parametro di penetrazione del campo magnetico nel superconduttore. 
La curva continua dà il quadrato del parametro, XX(T'), in funzione di 7/%, secondo la 
teoria di B.C.S.. La curva tratteggiata corrisponde all'espressione empitica 1--(T/7.)°. 
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tati di B.C.S. La curva differisce soltanto per 7 molto vicino a 7. dalla legge empirica 
(proposta già da Casimir e Gorter): 


D(0)/MI)P = 1— (7/7). (13.25) 


13.4. Quantizzazione del flusso 


Una delle predizioni della teoria di London era che il flusso del campo magnetico 
concatenato a un anello superconduttore non potesse variare con continuità ma dovesse 
essere un multiplo intero di un cosiddetto //ussoide, col valore 4c/e. 

Essenzialmente questo risultato dipende dal carattere macroscopico delle funzioni 
d’onda che descrivono lo stato superconduttore ed è naturale ammettere che la funzione 
d’onda che conta sia l’autofunzione y(r) che corrisponde allo stato fondamentale (uni- 
co!) delle coppie di Cooper. Il carattere macroscopico risulta dall'ipotesi che questa au- 
tofunzione dipenda da r soltanto attraverso un fattore di fase (che varia su distanze ma- 
croscopiche), ciò che si esprime scrivendo 


v(1) = [fol exp[-ie(M]. (13.26) 


Portando questa espressione nell'equazione quantistica della densità di flusso (Eq. 
(13.15)) l’espressione che vi appare 


y° grad y — Vgrady” 


si riduce a — 2 grad g e l’equazione diventa 


pes vele (£È grad é + È 4) (13.27) 
mM mec 


Prendendo una linea chiusa C che passa all’interno del superconduttore (cioè lontano 
dalle supercorrenti superficiali) si avrà dappertutto J = 0 e quindi 


$.J:4&=0. (13.28) 
Ricordando poi che è 
$. A ù ds = De , 


dove ®c indica il flusso del campo magnetico concatenato con la curva C, se questa cir- 
conda il vano dell’anello (o del cilindro) si avrà, sostituendo (13.27) in (13.28) 


$ A-dh=® = — Do $ grado dh = — de dp . 
(A 


Qui Ap è l'incremento della funzione polidroma g nel percorrere una volta il circuito C 
e per l’univocità dell’autofunzione (13.26) dovrà essere Ag = + #27, con 2 intero, sic- 
ché dalla precedente segue 


| Be | = n he 
€ 
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Questo è il risultato di London. Ma dalla teoria microscopica sappiamo che i portatori 
della supercorrente sono le coppie di Cooper sicché si può presumere che la carica e 
dell'elettrone vada sostituita con 2e, ottenendo 


(bol = a — . (13.29) 


Le esperienze eseguite da diversi autori a partire dal 1961 confermano pienamente que- 
sto risultato, Il valore numerico del flussoide è piccolo: 2.07 x 107? gauss cm°. Per poter 
lavorare con campi magnetici ben misurabili, cioè dell'ordine di 107’ gauss, occorre ave- 
re una sezione del lume del cilindro superconduttore di circa 2 x 1079 cm? corrisponden- 
te a un diametro di — 107 cm, non impossibile a ottenere con una certa precisione, per 
esempio facendo depositare elettroliticamente un metallo superconduttore su un filo di 
rame del detto diametro. In questo modo la disconinuità dei valori del flusso può esser 
messa bene in evidenza. 


13.5. Tunnelling di coppie di elettroni. Dispositivi a effetto Josephson 


Vogliamo ora accennare a processi di tunnelling di coppie di elettroni (supercorrenti) 
che possono avvenire attraverso due superconduttori separati da un sottile strato di ma- 
teriale isolante. 

Tali processi, predetti teoricamente da Josephson (1962) e poi sperimentalmente veri- 
ficati, danno luogo a particolari comportamenti che rendono tali dispositivi (giunzioni 
Josephson) adatti sia da un punto di vista applicativo, ad esempio come misuratori di 
campi magnetici estremamente bassi (fino a 1077 gauss), sia da un punto di vista fonda- 
mentale per una verifica «diretta» di processi quantistici (effetti tunnel macroscopici). 


superconduttore 


i 
la v 
. | 
isolante | 


Fig. 13.7 - Giunzione Josephson alimentata da una corrente / con una d.d.p. pari a W. 


Consideriamo una giunzione, come rappresentata in Fig. 13.7, che consiste di due 
parti superconduttrici sepatate da una barriera isolante, abbastanza sottile da consentire 
l'accoppiamento delle funzioni d'onda superconduttrici, ovvero il tunnelling di coppie 
di elettroni. I due superconduttori, supposti identici, sono descritti da funzioni d'onda 
elettroniche - le stesse per tutte le coppie di Cooper - dei tipo 


di 
Yo = vo: exp (ie.) 


vo: exp (#01) 


(13.30) 


dove 1 e g; sono le fasi sulle due facce della giunzione, g; = @: = 0 sono le densità di 
coppie di elettroni nei due materiali supercoduttori. Le due funzioni d'onda sono «lega- 


Superconduttività 453 


te» da un sistema di equazioni (d'onda) del tipo 


(13.31) 


quando alla giunzione è applicata la d.d.p. V (lo zero di energia è preso uguale a V/2), 
e dove l’hamiltoniano H dipende dalla giunzione. Sostituendo le (13.30) nelle (13.31) 
ed uguagliando le parti reali e immaginarie, si ottengono le seguenti relazioni (equazio- 


ni di Josephson) per la corrente / = è, (= — d.) e perla differenza delle fasi @ = @; — 
(20) 
{= sn sen g = hseng (13.32) 
e 
rl pr (13.33) 
di ch d, 


dove ® = ch/2e = 2.x 107 gauss cm? è il quanto di flusso magnetico o flussoide. Inte- 
grando la (13.33) si ottiene 


t 


g= — {va + e (5=0) (13.34) 


ch è 


dalla quale si deduce che anche se V è costante nel tempo la differenza di fase g varia li- 
nearmente col tempo e con essa, secondo l’Eq. (13.32), la corrente risulta oscillante (a 
media nulla). Se invece V = 0, sempre in conseguenza delle Eqq. (13.32) e (13.34), si 
ha una corrente costante (compresa fra Lr e — I a seconda del valore di g (f = 0)). Di 
conseguenza, le cose in pratica vanno come segue: quando un generatore di corrente è 
applicato alla giunzione, la fase relativa © varia in modo da «aggiustare» sia l'intensità, 
sia il segno di I (Eq. (13.32)) al valore di corrente del generatore e, nello stato staziona. 
rio, la tensione ai capi della giunzione è zero. Quando la corrente del generatore viene 
cambiata, una tensione istantanea V appare pet riaggiustare la fase (Eq. (13.34)) ad un 
nuovo valore di equilibrio della corrente che, una volta raggiunto, fluisce con tensione 
nulla. 

La dipendenza della corrente nella giunzione dal campo magnetico viene interpretata 
sulla base dell’invarianza di «gauge» della fase 9 aggiungendo un termine che dipende 
dal potenziale vettore A attraverso la giunzione. In tal modo g, nell’Eq. (13.32), diven- 
ta 


pala) = 8A (13.35) 
c 


dove l'integrale è esteso ad una linea che attraversa la giunzione. Il secondo termine 
nell’Eq. (13.35) può essere trasformato (teorema di Stokes) nel flusso d’induzione ma- 
gnetico (B = rot A), concatenato dalla linea di superficie o, ma anche il primo termine, 
ovvero l'integrale di V sul tempo (Eq. (13.34)), esprime un flusso magnetico. Ponendo 
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(n è la normale alla superficie 0) 
&-{v4+ |B:nd, (13.36) 


l’Eq. (13.32) può essere riscritta come 


I= 0 sen(27 2). (13.37) 


0 


Data l'enorme piccolezza di ®, (2 x 107 gauss cm’), si comprende la grande idoneità 
della giunzione per realizzare rivelatori di estrema sensibilità come ad esempio gli 
SQUID (superconducting quantum interference devices). Questi sono costituiti da una 
spira superconduttrice interrotta da una giunzione Josephson. Il flusso di campo magne- 
tico concatenato alla spira è pari a 


® = ®_ + LI (13.38) 


dove ®,, è il flusso del campo esterno, L è il coefficiente di autoinduzione della spira ed / 
la corrente che vi circola. Il flusso totale ® è legato alla fase g della giunzione dalla rela- 
zione 


g= — (È E Ì (n intero) . (13.39) 


0 


Nelle applicazioni delle giunzioni Josephson si fa frequentamente ricorso al circuito 
elettrico equivalente come rappresentato in Fig. 13.8. A questo ci riferiremo per una più 
approfondita analisi di una giunzione alimentata da un generatore di corrente. 


È 


R 


Fig. 13.8 - Circuito elettrico equivalente di una giunzione Josephson alimentata dalla corrente /; 
Ir è la corrente critica. 


In questo circuito l'elemento a supercorrente è in parallelo ad un condensatore C e 
una resistenza R. Corrispondentemente la corrente totale / risulta dalla somma di tre 
correnti come segue 


V dV 
I=Lbseng + — +C-—. 13.40 
IRE di 
Per mezzo dell’Eq. (13.33), l'Eq. (13.40) può essere scritta nella forma 


2 


2 4 (&) 9 
C + — — U(g) = 0 13.41 
($ sd e SS) 
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dove U (4), dato da 


U(g) = — L d (cose de e) (13.42) 
27 bh 

rappresenta il potenziale costituito da un termine fase-bloccante (cos ©) ed un termine 
lineare in @ corrispondente alla corrente esterna I. Chiaramente, l’Eq. (13.41) è l’omo- 
loga dell’equazione di moto di una particella materiale, soggetta ad un potenziale U (4) 
ed in presenza di un termine smorzante, del tipo 


M j + nà + di U(g) = 0. (13.43) 
q 


Lo studio del comportamento elettrico della giunzione può essere quindi ricondotto a 
quello del moto di una particella materiale che soddisfa all’Eq. (13.43) (equivalente 
meccanico della giunzione). 


Fig. 13.9 - Potenziale periodico inclinato della giunzione in funzione della differenza di fase «. 
per I <h. I minimi scompaiono quando /= Lo. 


Per una corrente / inferiore alla corrente I, (corrente critica) il potenziale periodico in- 
clinato U (g) (Eq. (13.42) ha l'aspetto caratteristico di Fig. 13.9 e consiste di una «ca- 
scata» di buche di potenziale. La «particella» intrappolata in un minimo corrisponde allo 
stato a tensione zero della giunzione. Una patticella che «esce» da un minimo decade in 
quello successivo e così via. Pertanto lo stato a tensione zero della giunzione è reso insta- 
bile dalle fluttuazioni termiche e quantistiche. A bassa temperatura le fluttuazioni 
quantistiche prevalgono, di conseguenza il tempo di vita dello stato a tensione zero è 
determinato dalla probabilità di tunnelling. Il problema del moto secondo l'Eq. 
(13.43), con l'inclusione delle fluttuazioni quantistiche, è piuttosto complesso e verrà 
discusso nel paragrafo seguente. La sua importanza è legata al fatto che esso influenza 
sensibilmente la forma delle caratteristiche della giunzione. 
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13.6. Tempo di decadimento dello stato a tensione zero 


Nel paragrafo precedente è stato descritto sommariamente il comportamento delle 
giunzioni Josephson: questo conduce a delle caratteristiche corrente-tensione I-V di for- 
ma particolare, come mostrato in Fig. 13.10 che ne rappresenta un aspetto. Îl tratto ver- 
ticale a tensione zero corrisponde alla supercorrente, fino al valore massimo h; quando 
la corrente supera questo valore, la tensione V/ è diversa da zero e la caratteristica è costi- 
tuita dal ramo curvo superiore che corrisponde ad un comportamento elettrico diverso 
(corrente di elettroni singoli e non più solo di coppie come la supercotrente). La forma 
reale della caratteristica I-V si discosta tuttavia da quella ideale (a tratto pieno in Fig. 
13.10) e presenta un arrotondameto del gradino (per / — I) come indicato, qualitativa- 
mente, dalla curva tratteggiata nella medesima figura. Questo arrotondamento è dovu- 
to proprio alle fluttuazioni, quantistiche c termiche, che come detto prima rendono in- 
stabili lo stato a rensione zero provocando l'insorgenza di una tensione V #0 anche nel 
regime di superconduzione, 


V 
Fig. 13.10 - Andamento qualitativo della parte a bassa tensione della caratteristica /-V di una 


giunzione. La linea tratteggiata rappresenta (esagerandolo) l'arrotondamento del 
gradino (I — 1) dovuto alle fluttuazioni, 


La forma reale della caratteristica. può essere allora determinata a partire dall’Eq. 
(13.33), che lega la tensione Valla variazione della fase 9, secondo il seguente ragiona- 
mento. 

Per I < L, il sistema, o particella (secondo il modello meccanico dell’Eq. (13.43), si 
trova «normalmente» in un minimo del potenziale U (g) di Fig. 13.9, e se vi restasse 
permanentemente (4 = cost.), la tensione risulterebbe identicamente nulla (V = 0). 
Tuttavia, per il meccanismo di tunnelling (o per superamento termico della barriera di 
potenziale) il sisterna in un tempo relativamente lungo (in pratica molto corto ma di- 
pendente dall'entità della barriera, ovvero dal rapporto //1) passa ad un minimo suc- 
cessivo, e così via, con un cambiamento della fase Ag = 27 in un tempo pari all’inverso 
della probabilità di transizione Af = T'!. Ne risulta una tensione media < V> che, in 
accordo all'Eq. (13.33) riscritta come 


_ è fa <a, (13.44) 


è data semplicemente da ! 


<V> = Dr. (13.45) 


1) Più precisamente, nell’Eq. (13.44) dovrebbe comparire additivamente a I! (il tempo medio di permanen- 
za in ciascun minimo) anche il tempo trascorso al di fuori di esso (4,,), ovvero il tempo di transito al minimo 
successivo, che qui trascuriamo (T7'>£.,). 
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La tensione (media) < V> viene così a dipendere linearmente dalla probabilità di tran- 
sizione T, che dipende a sua volta dalla barriera di potenziale (e quindi dal rapporto 
II), dalla temperatura, nonché dall’essere il moto più o meno smorzato (parametro 7 
nell’Eq. (13.43) ovvero KR! nell'Eg. (13.41). 

Il calcolo di I è piuttosto complesso; esso diviene più trattabile nel limite di smorza- 
mento trascurabile (n — 0 nell’Eq. (13.43)), ovvero R — ce nella (13.41)) e per tempe- 
rature estremamente basse (alle quali del resto usualmente funzionano le giunzioni Jo- 
sephson). Considereremo pertanto con qualche dettaglio solo il caso di n = 0 e T = 0. 

Il problema può essere trattato con una certa accuratezza per mezzo degli integrali di 
cammino (Cap. 4, $$ 4.6 e 4.7); risultati non molto dissimili si possono ottenere col me- 
todo WKB (Cap. 4, $ 4.4). Seguendo il metodo di Feynman si tratta di valutare il kernel 
relativo all’istantone, cioè la traiettoria classica di moto nel potenziale rovesciato, inclu- 
dendo l’effetto delle fluttuazioni quantistiche. Analogamente a quanto fatto nel $ 4.7 
del Cap. 4 occorre trovare la forma della traiettoria classica ge(£ ) come soluzione 
dell'equazione di moto (il potenziale è — U (9g), il tempo diviene 7 = 2) 


met ig (13.46) 
dg 


sn + V. In questo caso la traiettoria 
descrive il moto come iniziante a # = — ce in un minimo di potenziale, ovvero in un 
massimo di — U (vedi Fig. 13.11) cioè in un punto di equilibrio metastabile, raggiun- 
ge il punto 98 a # = 0 dove inverte il moto e ritorna al punto di inizio (9g = 0) a/ = © 
(vedi Fig. 13.116 ). Una traiettoria di questo tipo è chiamata «rimbalzo di istantone» 
(instanton bounce). 


telativa alla cosiddetta lagrangiana euclidea La = È 


Fig. 13.11 - 2) Moto di una particella materiale di massa M nel potenziale rovesciato — U; 
6 ) forma della traiettoria go(f) e sua traslazione (linea tratteggiata). 


In accordo all'analisi svolta nel 8 4.7 del Cap. 4, il kernel può essere espresso (Eq. 
(4.140)) per mezzo dell’integrale di azione Sg = 25 corrispondente al moto di andata e 
di ritorno) e del fattore pre-esponenziale che rappresenta le fluttuazioni quantistiche. Il 
risultato espresso dall’Eq. (4.140) è stato ottenuto riducendo l'integrale funzionale ad 
un integrale ordinario valutato col metodo del punto-sella. Nel presente caso, tuttavia, 
dobbiamo procedere con cautela per la presenza di un altro punto di stazionarietà 
dell’azione, corrispondente alla soluzione (di permanenza nel minimo) g (7) # 0, in ag- 
giunta a quella che stiamo considerando, g(7), come in Fig. 13.114. Risulta che l’azio- 
ne al variare della forma della traiettoria g(7), caratterizzata dal parametro y, ha l’aspet- 
to di Fig. 13.12. Le due funzioni g = 0e ge(7) corrispondono a due condizioni di stazio- 
narietà dell'azione in quanto corrispondono a due soluzioni classiche del moto, una di 
azione nulla e l’altra di azione Sg. All’aumentare di y l’azione che prima cresce da zero 
al valore Ss, diminuisce e poi diviene negativa. Questa situazione si verifica per traietto- 
rie che si estendono sufficientemente al di là della coordinata ga (Fig. 13.114) dove il 
potenziale (vero) Uè minore di zero e la lagrangiana euclidea diventa negativa. Questo 
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q30 Go€#) x 


Fig. 13.12 - Integrale di azione al variare della forma della traiettoria (parametro y): 4 = 0 € gol(d) 
rappresentano due soluzioni classiche del moto. 


fatto introduce una divergenza nell’integrale funzionale che può essere eliminata con 
un procedimento di pro/ungazzento analitico, ovvero con un’opportuna deformazione 
del cammino d'integrazione nello spazio funzionale delle g(7). Semplificando un po' le 
cose, possiamo affermare che le due soluzioni di stazionarietà, g(2) = 0 e ge(#), sono in 
realtà due punti sella e la corretta applicazione del metodo della sella'’ comporta la de- 
formazione del cammino che da g= 0 a go rimane l’asse reale mentre oltre 95 si inoltra 
nel campo complesso (delle y). Così, in definitiva abbiamo da introdurre nel risultato 
dell’integrale (del kernel) il fattore complesso (1 * #)/2.? 

Tornando alla valutazione del kernel (Eq. (4.140)), ne rimane da valutare il fattore 
pre-esponenziale. Questo può essere calcolato, analogamente a quanto fatto nel $ 4.7 
del Cap. 4 considerando i contributi dovuti a modi quasi traslatori (come la linea trat- 
teggiata in Fig. 13.115) ed integrando su un intervallo di tempo 27, grande ma finito, 
la derivata seconda variazionale della lagrangiana euclidea. Confrontando poi il kernel 
come dato dall’integrale funzionale con quello espresso con la somma di Feynman ($ 
4.6 del Cap. 4) si giunge infine ad un risultato del tipo! 


1/2 
Sa) exp (— 55/5) (13.47) 


Imò = + 5a bel 
2 T 

(«+ è la frequenza angolare relativa alle oscillazioni intorno al minimo) che rappresenta la 

parte immaginaria della correzione all'energia del livello di partenza (quello fondamen- 

tale del minimo di potenziale) dovuta al tunnelling. Questa correzione, pur essendo ti- 

picamente molto piccola, esprime un risultato notevole in quanto rappresenta la non 

stabilità dello stato di partenza (all’interno della buca di potenziale) che diventa quin- 


1) Secondo il metodo della sella, un integrale del tipo F (A) = | exp [\ f(2)] 42 può essere valutato, mediante 
l’espressione asintomaticamente valida al crescere di \, come 


n DE ix 152 7 
FA) ooo ) exp [A / (20)] 


dove 25 è un punto di stazionarietà (di sella) della funzione complessa /(z), pur di scegliere come cammino 
di integrazione quello di massima variazione (steepest descent) della funzione Re f(2) che ha un massimo 
nel punto zo. 


2) Il segno + o — dipende dalla parte del piano complesso, superiore o inferiore, nella quale si deforma il 
cammino di integrazione. 


3) Il risultato espresso dall’Eq. (13.47) è rigorosamente valido se la parte rilevante del potenziale (zona di bar- 
ricra) può essere descritta dalla forma V (4) = e4° — a g* con e = Mu/2, w è la frequenza angolare vicino 
al minimo di potenziale a g = 0. 
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di, per effetto del tunnelling, uno stato metastabile.!? Scrivendo l’energia dello stato 
come 


E=- de pg. (13.48) 
2 2 
dove I rappresenta la costante (probabilità) di decadimento dello stato, dal confronto 
con l’Eq. (13.47) si ha?! 


1/2 


658 
“= TT +B Di A 
è . ) exp (— 5/8) (13.49) 


n 


che è il risultato cercato ai fini della valutazione della carratteristica della giunzione, Eq. 
(13.45). 

Accenniamo infine all'influenza della temperatura e del termine dissipativo (n 
nell’Eq. (13.43), ovvero R-! nella (13.41) sulla probabilità di transizione. L’effetto del. 
la temperatura è quello di aumentare I che per temperature sufficientemente alte è da- 
ta dalia relazione classica 


FT) = > exp (— AU/kT ) 


dove AU è l'altezza della barriera. L'effetto del termine dissipativo è invece opposto e 
tende (come del resto è anche intuitivo) ad aumentare l'integrale di azione (e quindi a 
diminuire I°) per la presenza di un termine additivo all’azione «normale» che, entro cer- 
ti limiti, cresce linearmente come n (ovvero con R-'). Di conseguenza la caratteristica 
della giunzione tende a riavvicinarsi alla forma non smussata. 


1) I risultati qui ottenuti (Egg. (13.48) e (13.49) sono di carattere generale e quindi validi per tutti i problemi 
di tunnelling con potenziale del tipo di quello qui considerato. 


2).Un risultato paragonabile a quello dell’Eq. (13.49) lo si ottiene con il metodo WKB (Cap. 4, $ 4.4) secon- 
do il quale I' = (w/27) D dove D è il coefficiente di trasmissione della barriera al livello considerato. 
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Bruno Finzi Meccanica razionale 

Bruno Finzi, Maria Pastori Calcolo tensoriale e 
applicazioni 

Herbert Goldstein Meccanica classica 


Tuilio Levi-Civita, Ugo Amaldi Compendio di 
meccanica razionale 
Tullio Levi-Civita, Ugo Amaldi Lezioni di 


meccanica razionale 


Astrofisica 


Ronald N. Bracewell Il club delle galassie. Vita 
intelligente nello spazio extraterrestre 

Nigel Caider Arriva la cometa. La molto 
intelligente eredità di Mr. Halley 

Vittorio Castellani Astrofisica stellare 

Livio Gratton Introduzione all'astrofisica S:e è 
e galassie (2 volumi) 

Harry L. Shipman Buchi neri. quasar e 0 sr: 
Harry L. Shipman L'universo inquieto 
Introduzione all’astrofisica 
Francesco Zagar Astronomia siero 


Didattica della fisica 


Edoardo Amald.. Gre pa 
Ugo Amaldi La fisica peri ice s:e%-: 
(3° edizione) 

Franco Bassani. © 
Pegoraro Problemi di 
Normale 

Pier Francesco CA 
Ratti La fisica col BASIC 
Fisica a cure È 
Committee) 13 
2° Elettricità e m 
atomica - Guida al labe 
insegnanti - Complerer: 


.P.S. Group Introduz ora a 3 80eriì 
(2° edizione 
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Antonella Pra 
Dal concetto di te 
degli atomi 
Progetto di fisica . 
Physics Co.cs: . 
Sexl. Ra = 
(2 volum 


